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v    Vorrede  des  Verfassers. 

» 

J)a  dieses  Werk  auch  beim  Unterrichte  gebraucht 
werden  kann,  so  habe  ich  sehr  oft  Einzelnheiten  aus- 
fuhrlich behandeln  und  die  Ordnung  befolgen  müssen, 
welche  zur  Erleichterung  des  Verständnisses  am  geeig- 
netsten war.  Die  in  diesem  Werke  befolgte  Ordnung 
wird  jetzt  bei  den  Vorlesungen  über  Mechanik  in  der 
polytechnischen  Schule  angewandt.  Man  kann  sich  eine 
genaue  Uebersicht  davon  verschaffen,  wenn  man  die, 
beiden  Banden  vorausgeschickten ,  Inhaltsverzeichnisse 
durchgeht.  Ich  habe  mich  beflissen,  viele  Beispiele  zur 
Aufklärung  der  allgemeinen  Theorien  zu  geben;  die 
meisten  habe  ich  aus  der  Astronomie  und  Physik,  einige 
auch  aus  der  Geschülzkunde  entlehnt. 

Die  wesentlichste  Bestimmung  dieses  Werkes  ist  die, 
als  Einleitung  zu  einem  Lehrbuche  der  mathemalischen 
Physik  zu  dienen,  von  welchem  schon  die  neue  Theorie 
der  Haarröhrchenkraft,  die  ich  bereits  früher  herausge- 
geben habe,  einen  Theil  ausmacht;  die  anderen  Theile 
werden  aus  verschiedenen  Abhandlungen,  die  ich  ge- 
schrieben habe,  bestehen,  die  sich  sowohl  mit  dem 
Gleichgewichte  und  der  Bewegung  der  elastischen  Kör- 
per und  der  Flüssigkeiten,  als  auch  mit^  den  imponde- 
rablen  Flüssigkeiten  beschäftigen  und  die  ich  vereinigen 
und  so  vollständig,  als  ich  kann,  machen  werde. 

Am  Ende  des  zweiten  Thcils  findet  man  einen  Zu- 
satz rücksichüich  des  Gebrauchs  des  Princips  der  leben- 
digen Kräfte  bei  der  Berechnung  von  Maschinen,  die 
in  Bewegung  sind. 
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IV 


Vorwort  des  Ucbersetzcrs. 


Dieses  Lehrbuch  der  Mechanik  ist  schon  seit  seinem 
Erscheinen  im  Jahre  1811  allgemein  als  classisch  aner- 
kannt worden.  Da  es  in  dieser  zweiten  Ausgabe  so  be- 
deutend umgestaltet  worden  ist,  dafs  es  als  ein  ganz 
neues  Werk  erscheint,  so  glaube  ich,  mir  bei  Vielen, 
welchen  das  Original  nicht  leicht  zugänglich  ist,  durch 
die  Uebersetzung  desselben  Dank  verdient  zu  haben, 
wiewohl  wir  eine  Uebersetzung  der  ersten  Ausgabe  be- 
sitzen. Ich  habe  mir  erlaubt,  gelegentlich  manche  Be- 
merkungen einzustreuen ;  namentlich  wird  man  am  Ende 
des  ersten  Theils  einige  Zusätze  linden. 

In  der  ganzen  Einleitung  lese  man  statt  Berüh- 
rungsebene Krümmungsebene  und  statt  berühren- 
der Kreis  Krümmungskreis,  ebenso  S.  24  Z.  20  v.u. 
statt  der  Berührungskreis  der  Krümmungskreis  und 
S.  J25  Z.  20  v.u.  statt  Berührungsebene  Krümmungs- 
ebene. 
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Inhalts  verzeichni  Ts 

des  ersten  Bandes 


Einleitung. 

Erklärung  der  Materie,  der  Kürper,  der  Mesie,  des  mate- 
riellen Punktes  und  der  Kraft  i,  l  u. 2. 

Gegenstand  der  Mechanik;  Eintlieilung  dieser  Wissenschaft  in  zwei 
Theile ,  die  Statik  und  Dynamik  §.3. 

Den  Angriffspunkt  einer  Kraft  bestimmt  man  vermittelst  seiner  drei 
rechtwinkligen  oder  Polar  -Coordinaten  §.  4. 

"Was  man  unter  gleichen  Kräften  versteht;  numerischer  Ausdruck 
der  Intensität  einer  Kraft  §.  5. 

Die  Richtung  einer  Kraft  bestimmt  man  vermittelst  dreier  spitzer  oder 
stumpfer  Winkel,  die  durch  eine  Gleichung  mit  einander  verbunden  sind, 
oder  vermittelst  zweier  von  einander  unabhängiger  Winkel;  Verwandlung 
eines  in  Graden  ausgedrückten  Winkels  in  Theile  des  Halbmessers 

§.  6 ,  7  u.  8. 

Ausdruck  für  den  Cosinus  des  Winkels,  den  zwei  gerade  Linien  bilden ; 
Gleichung,  welche  in  dem  Falle  statt  hat,  wenn  diese  Linien  auf  einander 
senkrecht  stehen;  Verwandlung  der  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polar- 
coordinaten  §.  9. 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  eine  andere  gerade  Linie  und  einer 
ebenen  Fläche  auf  eine  andere  Fläche  §.  10. 

Wie  man  die  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  verschiedener  paral- 
leler Kräfte  bestimmt  §.11. 

In  diesem  Werke  braucht  man  ausschliefslieh  die  Methode  der  unend- 
lich kleinen  Gröfsen;  Grundprincipien  der  Infinitesimalrechnung 

§.  12. 

Erklärung  des  Differentials  einer  Veränderlichen  and  einer  Function. 
Erklärung  und  Bezeichnung  des  bestimmten  Integrals;  dieses  Integral  ist, 
im  Allgemeinen,  die  Summe  der  Werthe  des  Differentials  §.  13. 

Differentiation  eines  Integrals  in  Beziehung  auf  eine  Gröfse,  die  in 
der  Integration  als  constant  betrachtet  wurde  §.  14. 

Formeln  für  die  Quadraturen  §.15. 

Betrachtet  man  das  unendlich  Kleine,  so  ist  das  Verhältnifs  des  Bo- 
gens einer  krummen  Linie  zu  seiner  Sehne  der  Einheit  gleich;  daher  darf 
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man  eine  krumme  Linie  wie  ein  Vieleck  von  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Seiten  betracliteti  §.16. 

Erklärung  der  Tangente  einer  krummen  Linie;  Formeln,  welche  ihre 
Richtung  bestimmen.  Differentialelement  der  krummen  Linie,  Glei- 
chung der  senkrechten  Ebene;  Cosinus  der  Winkel,  welche  die,  auf 
einer  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  mit  Linien  einschliefst,  die  den 
Coordinatenaxen  parallel  sind  §.  17. 

Ausdruck  für  den  Contingenz  wink  el  und  den  Krümmungs- 
halbmesser §.  18. 

Gleichung  der  Krümmungsebene;  Formeln  in  Beziehung  auf 
die  Richtung  der  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehenden  Linie  §.  19. 

Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Krümmung  §  20. 

Gleichung  der  Ebene,  die  eine  krumme  Oberfläche  berührt,  Differen- 
tialelement der  Oberfläche,  Formeln  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der 
Normalen;  man  verweist,  wegen  der  Krümmung  der  Oberflächen,  auf 
eine  Abhandlung  im  21sten  Hefte  des  Journal  de  l'Ecole  Polvtechuique 

§.21. 

Regel  um  die  Formeln  aus  einander  abzuleiten,  die  sich  auf  drei 
rechtwinklige  Axen  beziehen,  wenn  in  Beziehung  auf  jede  derselben  alles 
in  einer  Aufgabe  ähnlich  ist  §.22. 

Allgemeine  Bedingungen,  welchen  die  Gleichungen,  die  Gröfsen  ver- 
schiedener Art  enthalten ,  genügen  müssen.  §.23. 

Erstes  Buch. 
Statik 
Erster  Theil. 
Erstes  Kapitel.    Von  der  Zusammensetzung  und  dem  Gleich- 
gewichte der  Kräfte,  die  an  denselben  Funkt  angebracht 
sind  S.  35. 

Was  man  unter  der  Mittelkraft  einer  Anzahl  von  Kräften,  die 
an  einen  Punkt  angebracht  sind ,  verstellt ;  ihr  Werth ,  für  den  Fall ,  wenn 
alle  diese  Kräfte  nach  einer  geraden  Linie  wirken  §.  24. 

Die  Mittelkraft  zweier  gleicher  Kräfte,  die  einen  Winkel  von  120° 
einschiiefsen,  ist  jeder  dieser  Kräfte  gleich  und  theilt  den  Winkel  in  zwei 
gleiche  Theile  §.  25. 

Werth  und  Richtung  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte,  die  einen  belie- 
bigen Winkel  einschiiefsen.  Regel  für  das  Parallelogramm  der 
Kräfte  §.26,27  u. 28. 

Unmittelbare  Folgen  dieses  Lehrsatzes  §.  29. 

Geometrische  Construction ,  um,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  die 
Mittelkraft  einer  Anzahl  von  Kräften  zu  bestimmen  §.  30. 

Zusammensetzung  dreier  rechtwinkliger  Kräfte  in  eine  einzige  und 
Zerlegung  dieser  Kraft  in  drei  rechtwinklige  Kräfte  §.31. 
Berechnung  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  gegebener  Kräfte, 
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Werth  der  Winkel,  die  ihre  Richtung  bestimmen.  Ausdruck  für  diese 
Mittelkraft  als  Functionen  der  JSeitenkräfte  und  der  zwischen  ihren  Rich- 
tungen enthaltenen  Winkel  §.  32  u.  33. 

Besondere  Eigenschaft  derselben  Mittelkraft  §.  34. 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  völlig  freien  materiellen  Punktes ; 
man  zeigt,  da fs,  in  Folge  dieser  Gleichungen,  jede  der  Kräfte,  die  auf 
diesen  Punkt  wirken,  der  Mittelkraft  aller  übrigen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt ist  §.  35. 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  Punktes,  der  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  bleiben  mufs;  Druck,  welchen  die  Oberfläche 
erleidet,  nnd  Richtung,  nach  welcher  er  ausgeübt  wird  §.  36  u.  37 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  Punktes,  der  auf 
einer  krummen  Linie  bleiben  mufs  §.  38. 

Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  welche  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  in  Beziehung  auf  die  drei  vorhergehen- 
den Fälle  enthält  §.  39. 

r$«  £vt~eite8  Kapitel.    Vom  Gleichgewichte  des  Hebels  S.  58. 

Erklärung  des  Hebels.    Gegenstand  dieses  Kapitels  $.40. 
Aenderung  des  Angriffspunktes  einer  Kraft,  die  an  ein  System  vuu 
unveränderlicher  Gestalt  angebracht  ist  §.  41 . 

Erklärung  des  Momentes  einer  Kraft  in  Beziehung  auf 
einen  Punkt;  Gleichgewicht  zweier  an  einen  Hebel  angebrachter  Kräfte. 
Diese  Gleichung  ist  von  dem  Winkel,  den  die  zwei  Hebelarme  bilden, 
unabhängig.    Besonderer  Fall,  wenn  die  gegebenen  Kräfte  parallel  sind 

§.  42  u.  43. 

Zwei  parallele  Kräfte,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  aber 
nicht  einander  gerade  entgegengesetzt  sind,  können  nicht  auf  eine  einzige 
zurückgeführt  werden.  Dieses  Kräftepaar  kann  auf  unendlich  viel  ver- 
schiedene Arten  in  ein  anderes  Kräftepaar  verwandelt  werden,  das  eben- 
falls nicht  auf  eine  einzige  zurückgeführt  werden  kann  §.  44. 

Bedingung  des  Gleichgewichtes  einer  beliebigen  Anzahl  von  Kräften, 
die  an  einem  Hebel  wirken  §.45. 

Lehrsatz  über  das  Moment  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte.  Ausdehnung 
dieses  Lehrsatzes  auf  den  Fall,  wenn  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften 
in  derselben  Ebene  wirken;  Gröfse,  welche  bei  allen  Verwandlungen 
dieses  Systems  von  Kräften  unveränderlich  bleibt.  Gleichung  des  Gleich- 
gewichtes dieser  Kräfte  um  einen  festen  Punkt  der  in  ihrer  Ebene  liegt 

§.  46,4Tu.  48. 

Man  zeigt,  dafs  die  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  bei 
dem  Gleichgewichte  des  Hebels  statt  hat  §.  49. 

Drilles  Kapitel.    Ueber  die  Zusammensetzung  und  das  Gleich- 
gewicht der  parallelen  Kräfte  S.  73. 
Directer  Beweis  der  Zusammensetzung  zweier  paralleler  Kräfte,  wel- 
chen man  früher  (§,  43)  aus  der  Zusammensetzung  der  in  einem  Punkte 
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zusammenlaufenden  Kräfte  abgeleitet  hat;  man  rindet  hieraus  die  Gröfse 
und  den  Angriffspunkt  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  dieser 
Kräfte  §.  50  u.  51. 

AVenn  sich  parallele  Kräfte  um  ihre^  bezüglichen  Angiffspunkte  drehen, 
indem  sie  immer  parallel  bleiben,  so  dreht  sich  auch  ihre  Mittelkraft  um 
ihren  Angriffspunkt.  Erklärung  des  Mittelpunktes  paralleler  Kräfte,  Er- 
klärung des  Momentes  einer  Kraft  in  Beziehung  auf  eine  Ebene  §.  52  u.  53. 

Das  Moment  der  Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  von  parallelen 
Kräften,  in  Beziehung  auf  eine  Ebene,  ist  der  Summe  der  Momente 
dieser  Kräfte,  in  Besiehung  auf  dieselbe  Ebene,  gleich.  Coordinaten  des 
Mittelpunktes  paralleler  Kräfte  §•  54 , 55  u.  56. 

Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  Systems  paralleler  Kräfte,  die 
an  einen  festen  Körper  angebracht  sind,  sey  es  nun,  dafs  dieser  Körper 
völlig  frei  oder  durch  einen  festen  Punkt  oder  eine  feste  Axe  zurückge- 
halten wird  §.57u.58. 

Viertes  Kapitel.    Allgemeine  Betrachtungen  über  die  schweren 

Körper  und  die  Schwerpunkte  S. 

Man  betrachtet  die  Schwere  wie  eine,  der  Gröfse  und  Richtung 
nach,  in  der  ganzen  Ausdehnung  desselben  Körpers,  constante  Kraft 

§.59. 

Erklärung  des  Gewichtes  und  der  Dichtigkeit;  Gleichungen, 
welche  zwischen  dem  Gewichte,  der  Masse,  dem  Volumen  eines  Körpers 
und  der  Gröfse  der  Schwere  statt  haben  §.  60. 

Erklärung  des  Gramme,  Verhältnifs  seines  Gewichtes  zu  dem  des- 
selben Volumen  Wassers  bei  der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises; 
Dichtigkeit  der  Luft  und  des  Quecksilbers  §.61. 

Die  Gewichte  dienen  zur  Vergleichung  für  die  anderen  Kräfte;  sie 
geben  das  bequemste  Maafs  der  Masse  §.  62. 

Erklärung  des  Schwerpunktes;  praktische  Regel,  um  seine  Lage 
im  Inneren  eines  festen  Körpers  zu  bestimmen  §.  63. 

Gleichungen,  nach  welchen  man  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
eines  Systems  von  Körpern  bestimmt,  deren  Schwerpunkte  schon  bekannt 
sind.  Fall,  in  welchem  die  Massen  der  Körper  unendlich  klein  sind.  Was 
man  unter  den  Schwerpunkten  eines  Volumens  einer  Oberfläche  und  einer 
Linie  versteht  §.  64  u.  65. 

Gleichungen,  welche  zwischen  den  wechselseitigen  Abständen  der 
Schwerpunkte  verschiedener  Körper  und  ihren  Abständen  vom  Schwerpunkte 
des  ganzen  Systems  statt  haben  §.66. 

Merkwürdige  Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  eines  materiellen  völlig 
freien  Punktes  §.67. 

Aufzählung  der  verschiedenen  Fälle,  wo  der  Schwerpunkt  unmittelbar 
bekannt  ist  §.  68. 

Fünftes  Kapitel.   Bestimmung  der  Schwerpunkte  S.  98. 

I.   Schwerpunkte  der  krummen  Linien  ebend. 
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Coordinaten  des  Schwerpunktes  eiuer  beliebigen  Linie;  Auwendung 
auf  die  gerade  Linie  §.  69. 

Schwerpunkt  der  ebenen  krummen  Liuie,  Anwendung  auf  den  Kreis 
und  die  drei  Kegelschnitte  §.  70U.71. 

Gleichung  der  Cykloide,  ihre  verschiedenen  Eigenschaften ;  Coordi- 
naten des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  Bogens  dieser  krummen  Linie 

§.  72  u.  73. 

Regel  zur  Bestimmung  der  Flache  einer  durch  Umdrehung  entstan- 
denen Oberfläche,  wenn  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  krummen  Liuie 
ohne  weitere  Rechnung  bekannt  ist  §.  74. 

II.  Schwerpunkte  der  Oberflachen  *  S.106. 

Coordinaten  des  Schwerpunktes  einer  beliebigen  Oberfläche,  Bestim- 
mung für  den  Fall  wenn  die  Oberfläche  eine  ebene  ist  §.  75. 

Anwendung  auf  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks;  Bestimmung  dieses 
Punktes  ohne  Hülfe  der  Integralrechnung.  Wie  man  hieraus  die  Schwer- 
punkte eines  Kreisausschnittes  und  Kreisabschnittes  findet       76 , 77  u.  78. 

Man  bezeichnet,  als  Beispiel  die  Schwerpunkte  der  drei  Kegelschnitte ; 
man  berechnet  vollständig  die  zwei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines 
beliebigen  Theils  der  Fläche  der  Cykloide  §.79u.80. 

Schwerpunkt  der  Zone  einer  Rotationsoberfläche;  Anwendung  auf 
die  durch  die  Cykloide  erzeugte  coneave  und  convexe  Oberfläche  §.  81  u.  82. 

Regel  zur  Bestimmung  des  Volumens  eines  Rotationskörpers,  wenn 
der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Fläche  ohne  Rechnung  bekannt  ist. 
Ausdehnung  dieser  Regel  auf  andere  Arten  von  Körpern  §.  83u.  84. 

Volumen  eines  Prisma  oder  abgestumpften  Cyiinders  §.  85. 

III.  Schwerpunkte  der  Volumina  und  der  Körper     S.  122. 
Schwerpunkt  einer  Pyramide  oder  eines  beliebigen  Kegels  §.  86. 
Bestimmung  des  Schwerpunktes  einer  dreiseitigen  Pyramide,  ohne 

Hülfe  der  Integralrechnung;  wie  man  hieraus  die  Schwerpunkte  eines  Ku- 
gelausschnittes und  Kugelabschnittes  findet  §.  87  u.  88. 

Schwerpunkt  eines  um  eine  Axe  symmetrischen  Körpers  und  besonders 
eines  Stückes  eines  Ellipsoids  §.  89. 

Schwerpunkt  eines  Rotationskörpers  und  besonders  des  durch  die 
Cykloide  erzeugten  coneaven  und  convexen  Körpers  §.90. 

Verschiedene  Ausdrücke  in  dreifachen  Integralen  für  die  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  Körpers;  Anwendung  auf  einen  Theil 
einer  ungleichartigen  Kugel  §.  91  u.  92. 

Differentialclement  eines  Volumens,  ausgedrückt  .durch  die  Differen- 
tiale der  Polarcoordinaten  §.93. 

Sechstes  Kapitel.  Berechnung  der  Anziehung  der  Körper  S.136. 

I.    Formeln  in  Beziehung  auf  einen,  beliebigen  Körper 
und  auf  die  Kugel  insbesondere  S.136. 
Allgemeine  Ausdrücke  in  dreifachen  Integralen  für  die  drei  recht- 
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winkligen  Seitenkräfte  der  durch  einen  Körper  auf  einen  materiellen  Punkt 
ausgeübten  Auziehung  §.94u.95. 

Ueduction  dieser  drei  dreifachen  Integrale  auf  partielle  Dißerentiale 
eines  einzigen  Integrals  §■  96. 

Eine  Schwierigkeit,  die  schon  bei  Berechnung  der  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  eines  beliebigen  Korpers  (§.91)  berührt  worden  ist,  fuhrt 
zu  einer  Untersuchung  über  die  innere  Beschaffenheit  der  in  der  Natur 
vorkommenden  Körper.  Erklärung  der  Atome  und  Moleculen.  Was 
man  unter  der  Dichtigkeit  eines  Körpers  in  einem  gewissen  Punkte  verste- 
hen mufs.  Erklärung  des  mittleren  Zwischenraums  der  Molecule 
au  demselben  Punkte.  Man  zeigt,  wie  die  auf  die  Massen  der  Körper,  auf 
die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  und  die  nach  dem  umgekehrten  Ver- 
hältnisse des  Quadrates  der  Abstände  »irkenden  Anziehungen  bezüglichen 
Formeln,  ohne  merklichen  Irrthum,  auf  die  in  der  Natur  vorhandenen  Kör- 
per angewandt  werden  können  §.  97  u.  98. 

Die  Anziehung,  die  ein  Körper  auf  einen  sehr  entfernten  materiellen 
Punkt  ausübt,  ist  beinahe  dieselbe,  als  wenn  die  ganze  Masse  dieses 
Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre;  wechselseitige  Anziehung 
zweier  gleichartiger  Kugeln  §.99. 

Lehrsätze  in  Beziehung  anf  die  Anziehungen,  welche  sphärische  Kör- 
per auf  innerhalb  oder  aufserhalb  derselben  befindliche  materielle  Punkte 
ausüben  §.  100  u.  101. 

Directer  Beweis  für  das  Gleichgewicht  eines  materiellen  Punktes,  der 
in  einem  durch  eine  sphärische  Schichte  begränzten  Raum  liegt       §.  102. 

II.    Formeln  für  das  Ellipsoid.  S.  149. 

Umbildung  der  allgemeinen  Formeln  des  §.95,  die  besonders  in  dem 
Falle  nützlich  ist,  wenn  der  angezogene  Punkt  selbst  zu  dem  anziehenden 
Körper  gehört  §.103. 

Anwendung  auf  das  gleichartige  Ellipsoid.  Die  Formeln,  welche  sich 
auf  die  Anziehung ,  die  es  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt ,  beziehen ,  re- 
ducieren  sich  auf  einfache  Integrale,  die  vermittelst  der  Tafeln  für  die 
elliptischen  Functionen  berechnet  werden  können.  Ausdehnung  des  Lehr- 
satzes des  §.102  auf  eine  elliptische  Schichte  §.104u.l05. 

Die  Integrale  können,  wenn  man  ein  durch  Umdrehung  entstandenes 
Ellipsoid  betrachtet,  unter  endlicher  Form  angegeben  werden.  Besonderer 
Fall ,  wenn  das  Ellipsoid  sehr  wenig  abgeplattet  ist  §.  106. 

Merkwürdiges  Theorem,  vermittelst  dessen  man  die  Anziehung,  die 
ein  Ellipsoid  auf  einen  äufseren  Punkt  ausübt,  von  der  Anziehung,  die  ein 
anderes  Ellipsoid  auf  einen  inneren  Punkt  ausübt,  abhängig  macht.  Dieser 
Lehrsatz  hängt  nicht  von  dem  Gesetze  ab,  nach  welchem  die  Anziehung 
als  Funktion  des  Abstandes  wirkt.  Anwendung  auf  den  besonderen  Fall, 
wenn  man  zwei  concentrische  Kugeln  hat  §.  107,  108  u.  109. 
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Zweites  Buch. 
Dynamik 

Erster  TheiL 

Erstes  Kapitel.    Von  der  geradlinigen  Bewegung   und  dem 
Maafse  der  Kräfte  S.  164. 

I.  Formeln  für  die  geradlinige  Bewegung  ebend. 
Erklärung  und  Gleichung  der  gleichförmigen  Bewegung  §.110 
Bemerkung  über  das  Maafs  der  Zeit;  Lnveränderüchkeit  des  Stern- 
tages, seine  Dauer  im  Vergleiche  mit  der  des  mittleren  Tages  §.111. 

Erklärung  der  Geschwindigkeit  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  und 
alsdann  bei  der  veränderlichen  Bewegung  §.112. 

Worin  die  Trägheit  der  Materie  besteht  §.113. 

Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  bei  einer  beliebigen  Bewegung;  Aus- 
druck für  den  Raum,  der  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  durchlaufen  wird, 
ohne  Rücksicht  auf  die  erlangte  Geschwindigkeit  §.  114. 

Erklärung  und  Gleichung  der  gleichförmig  beschleunigten 
oder  verminderten  Bewegung.  Die  Kraft,  welche  siq  hervorbringt, 
ist  eine  constante  Kraft.  Die  Bewegung  ist  die  der  schweren  Körper 
im  leeren  Räume,  an  demselben  Orte  ist  die  Beschleunigung  dieselbe  für 
alle  diese  Körper.    Ihr  "Werth  auf  der  Pariser  Sternwarte  §.  115. 

Man  beweist,  dafs  die  Gröfsen  der  Kräfte,  die  nach  einander  auf 
denselben  materiellen  Punkt  wirken,  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die 
unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  die  sie  ihm  in  derselben  unendlich 
kleinen  Zeit  mittheilen  §.116. 

Bei  constanten  Kräften  verhalten  sich  ihre  Intensitäten  zu  einander, 
wie  die  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  welche  sie  in  der  Einheit 
der  Zeit  hervorbringen.  Beispiele  des  Verhältnisses  der  Kräfte,  welches 
aus  dem  der  beobachteten  Geschwindigkeiten  abgeleitet  wird.  Umgekehrtes 
Beispiel,  wo  das  Verhältnifs  der  Geschwindigkeiten  aus  dem  der  Kräfte 
abgeleitet  wird  §.  117. 

Maafs  der  Kraft  bei  einer  beliebigen  veränderlichen  Bewegung,  sowohl 
vermittelst  der  Geschwindigkeit,  die  sie  hervorbringt,  als  auch  vermittelst 
des  Raumes,  den  der  Körper  durch  dieselbe  in  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  durchlauft  §.118. 

Allgemeine  Formeln  für  die  veränderliche  Bewegung  §.119. 

II.  Maafs  der  Kräfte,  mit  Rücksicht  auf  die  Massen  S.  179 
Das  Unpassende  des  Ausdrucks  Kraft  der  Trägheit  §.120. 
Was  man  unter  materiellen  Punkten  von  gleicher  Masse  verstehen 

mute;  zwei  Kräfte,  welche  auf  zwei  verschiedene  Punkte  wirken,  ver- 
halten sich  zu  einander,  wie  ihre  Massen,  multipliciert  mit  den  durch 
diese  Kräfte  in  demselben  Augenblicke' hervorgebrachten  Geschwindigkeiten 

§12! 
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Erklärung  der  bewegenden  Kraft,  ihr  Werth  bei  einer  beliebigen 
Bewegung,  sie  geht  in  einen  Druck  über,  wenn  die  Bewegung  aufge- 
hoben wird  *  §.122, 

Aus  der  Identität  der  Bewegung  schwerer  Körper  an  alten  Punkten 
der  Erde  schliefst  man,    dafs  das  Gewicht  der  Masse  proportional  ist 

§.  123. 

Wenn  die  bewegende  Kraft  gegeben  ist,  so  findet  man  daraus  die 
beschleunigende  Kraft,  wenn  man  sie  durch  die  Masse  des  Körpers 
dividiert;  man  giebt,  als  Beispiel,  den  Widerstand  eines  Mittels  und 
ein  gegebenes  Gewicht,  das  allmälich  an  verschiedene  Massen  angebracht 
wird  §.  124  u.  125. 

Erklärung  der  Gröfse  der  Bewegung  und  des  Stofses;  Zerle- 
gung eines  Stofses  in  zwei  andere,  Anwendung  auf  den  Keil        §.  12G. 

Bedingung  der  Gleichheit  zweier  Stöfse,  Princip  des  Gleichgewichtes 
bei  dem  Stofse,  nach  welchem  zwei  unelastische  Körper,  die  zusammen- 
treffen, zur  Ruhe  kommen,  wenn  ihre  Geschwindigkeiten  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Massen  stehen  §.  127. 

Wie  man  ein  Gewicht  und  einen  Stöfs  vergleichen  kann  §.  128. 

Zweites  Kapitel.    Beispiele  der  geradlinigen  Bewegung  S.  192. 

Differentialgleichungen  der  geradlinigen  Bewegung,  die  Integration 
unter  endlicher  Gestalt  ist  nur  dann  möglich,  wenn  die  beschleunigende 
Kraft  constant  ist  oder  als  Function  einer  der  drei  Veränderlichen,  der 
Zeit,   der  Geschwindigkeit  und  des  durchlaufenen  Raumes  gegeben  ist 

§.129. 

Verticale  Bewegung  eines  schweren  Körpers  im  leeren  Räume  §.  130. 

Bewegung  dieses  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene  §.131. 

Verticale  Bewegung  eines  schweren  Körpers  in  einem  widerstehenden 
Mittel.  Wenn  er  von  einer  grofsen  Höhe  fallt,  so  nähert  sich  seine  Ge- 
schwindigkeit immer  mehr  einem  beständigen  Werthe.  Mittel  den  Coef- 
ficienten  des  Widerstandes  durch  die  Beobachtung  der  ganzen  Zeit 
der  Erhebung  und  des  Falles  des  Körpers  zu  bestimmen 

§.132, 133, 134  u.  135. 

Beispiel  des  Gebrauchs  der  besonderen  Auflösungen  bei  den 
dynamischen  Aufgaben  §.136. 

Bewegung  eines  Körpers,  der  nach  einem  festen  Mittelpunkte  gezogen 
wird,  sowohl  wenn  diese  Anziehung  in  directem  Verhältnisse  mit  dem 
Abstände,  als  auch  wenn  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates 
des  Abs  tan  des  steht  §.  137  U.  138. 

Bewegung  eines  Körpers,  der  nach  zwei  festen  Mittelpunkten  gezogen 
wird,  Betrachtung  des  Falles,  wenn  diese  zwei  Mittelpunkte  die  des  Mondes 
und  der  Erde  sind.  Verminderung  der  Geschwindigkeit  eines  geworfenen 
Körpers,  welche  durch  seine  Schwere  gegen  den  Körper,  von  dem  er  aus- 
gegangen ist,  hervorgebracht  wird,  wenn  er  sich  sehr  weit  von  diesem 
Körper  entfernt  hat  §.  139, 140, 141 , 142, u.  143. 
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Drittes  Kapitel.    Von  der  krummlinigen  Bewegung      S.  213. 

I.  Allgemeine  Formeln  dieser  Bewegung  ebend 
Die  Bestimmung  der  krummlinigen  Bewegung  eines  materiellen  Punkte» 

Kommt  auf  die  der  geradliuigen  Bewegungen  seiner  drei  Projectionen  auf 
die  Coordinatenaxen  zurück  §.144. 

Ausdruck  der  Geschwindigkeit  des  Körpers,  ihre  Richtung  ist  die 
Tangente  der  Trajectorie;  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectio- 
nen sind  das,  was  man  die  Seitengeschwi  ndigkeiten  der  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  nennt.  Die  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
der  Geschwindigkeiten  geschieht  nach  denselben  Regeln,  wie  die  Zu- 
sammensetzung und  Zerlegung  der  Kräfte  §.145. 

Wie  auch  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  eines  materiellen 
Punktes,  der  Grufse  uud  Richtung  nach,  während  einer  unendlich  kleineu 
Zeit  beschaffen  sey,  so  giebt  es  immer  eine  bestimmte  Richtung,  tür 
welche  die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  die  gröfste  ist,  und  senkrecht 
auf  dieselbe  werden  die  Seitengeschwiiidigkeiteu  weder  vergröfsert  noch 
vermindert  §.  146. 

Diese  bestimmte  Richtung  ist  das,  was  man  unter  der  Richtung  der 
Kraft  versteht,  die  auf  einen  materiellen  Punkt,  der  in  Bewegung  ist, 
wirkt.  Von  dieser  Erklärung  ausgehend,  beweist  man,  dafs  der  Zu- 
wachs der  Seitengeschwindigkeit  nach  einer  bestimmten  Richtung,  während 
eines  Augenblickes,  blos  von  der  Kraft  herrührt,  die  nach  dieser  Rich- 
tung wirkt  und  dieselbe  ist,  als  wenn  die  übrigen  Kräfte  gar  nicht  vor- 
handen wären  §.  147. 

Construction  der  Trajectorie  durch  Punkte,  die  sich  aus  dem  vorher- 
gehenden Principe  ergiebt,  und  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  und 
der  Lage  des  Körpers  auf  dieser  krummen  Linie  in  jedem  Augenblicke 

§.  148. 

Differentialgleichungen  der  krummlinigen  Bewegung,  sowohl,  wenn 
der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  fest,  als  auch,  wenn  er  in  Bewegung  ist 

§.149u.150. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie;  Ausdruck  für  die  nach 
der  Tangente  der  Trajectorie  gerichtete  beschleunigende  Kraft  §.151u.  152. 

II.  Wichtigste  Folgen  der  vorhergehenden  Formeln 

S.228. 

Erste  Integrale  der  Differentialgleichungen  der  krummlinigen  Bewe- 
gung, welche  statt  haben,  wenn  die  Kraft  beständig  gegen  einen  festen 
Punkt  gerichtet  ist  §.  153. 

Princip  der  Flächen,  welches  in  diesen  Integralen  enthalten  ist 

§.154u.l55. 

Differentialelemente  der  Fläche  und  Länge  einer  krummen  Linie,  auf 
die  Polarcoordinaten  bezogen,  Seitengeschwindigkeiten  eines  Körpers  in 
Beziehung  auf  diese  Coordinaten,  Erklärung  der  Winkelgeschwin- 
digkeit §156. 
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Erstes  Integral  der  Gleichungen  der  Bewegung»  welches,  in  einem 
allgemeinen  Falle,  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  des  Körpers,  unal> 
hfingig  von  der  beschriebenen  krummen  Linie,  giebt.  Diese  Geschwindig- 
'  keit  ist  constant,  wenn  der  völlig  freie,  oder  auf  einer  gegebenen  Ober- 
fläche oder  krummen  Linie  zu  bleiben  genöthigte  Körper,  durch  keine 
beschleunigende  Kraft  getrieben  wird.  Das  Integral  hat  statt,  so  oft  der 
Körper  von  Kräften  getrieben  wird,  die  nach  festen  Mittelpunkten  ge- 
richtet und  deren  Intensitäten  Functionen  des  Abstandes  von  diesen  Punk- 
ten sind  §.  157U.158. 

Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  eines  schweren  Körpers  auf  einer 
beliebigen  krummen  Linie,  als  Function  der  Höhe,  von  welcher  der  Kör- 
per herabgefallen  ist;  unmittelbare  Folgen,  die  man  hieraus  ableiten  kann 

§.159. 

Eigenschaft  der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  die  man  das 
Princip  der  kleinsten  Wirkung  nennt  §.160. 

In  Folge  dieses  Princips  beschreibt  ein  materieller  Pnnkt,  der  sich 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  bewegen  mufs  und  durch  keine  beschleu- 
nigende Kraft  getrieben  wird,  im  Allgemeinen,  die  kürzeste  Linie  zwischen 
zwei  Punkten.  Indem  man  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  bildet, 
beweist  man,  dafs  überall  die  Krümmungsebene  dieser  kürzesten  Linie 
auf  der  gegebenen  Oberfläche  senkrecht  steht  §.161. 

III.    Digression  über  die  Bewegung  des  Lichtes  S.243. 
In  dem  Emanationssystem  kann  man  die  Gesetze  der  Refraction 
und  Reflexion  leicht  aus  dem  Principe  der  kleinsten  Wirkung  ableiten 

§.  162, 163  u.  164. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Lichtstrahls,  auf  seinem 
Durchgange  von  einem  Mittel  nach  dem  anderen;  Folgen  dieser  Gleichun- 
gen rücksichtlich  der  zwei  verschiedenen   Fälle  der  Reflexion  und  der. 
Refraction.    Richtung  eines  Strahls,  der  durch  zwei  parallele  Oberflächen 
gegangen  ist.    Erscheinung  der  Z e r s t r e u u u g  §.  165, 166u.  167. 

Die  Zusammensetzung  der  eigenen  Geschwindigkeit  des  Lichtes  mit 
der  der  Erde,  welche  die  Erscheinung  der  Aberration  hervorbringt, 
hat  indessen  keinen  mefsbaren  Einflufs  auf  die  Gröfse  der  Refraction. 
Im  leeren  Räume  ist  die  Geschwindigkeit  des  directen  oder  gebrochenen 
Lichtes  dieselbe,  möge  es  nun  v*on  der  Sonne,  den  Sternen  oder  den 
Planeten  herrühren.  Gröfse  dieser  Geschwindigkeit.  Verminderung,  die 
sie,  wegen  der  Schwere  der  Lichtstrahle  gegen  die  Sonne  erleiden  mufs 

§.168. 

Viertes  Kapitel.    Ueber  die  Centrifugalkraft  S.  256. 

Erklärung  der  Centrifugalkraft;  Bestimmung  dieser  bewegenden 
Kraft  durch  die  Betrachtung  der  normalen  Geschwindigkeit,  die  bei  jedem 
Uebergange  des  Körpers  von  einem  Elemente  der  Trajectorie  zum  fol- 
genden vernichtet  wird.  Da  der  Contingenzwinkel  unendlich  klein  ist,  so 
bringt  dieser  üebergang  keine  Verminderung  in  der  nach  der  Tangente 
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gerichteten  Geschwindigkeit  herror.  Vollständige  Bestimmung  der  Crüfre 
und  Richtung  des  Druckes,  der  auf  die  Trajectorie  in  Folge  der  Centri- 
fagalkraft  und  der  gegebenen  Kräfte,  die  auf  den  Körper  wirken,  aus- 
geübt wird  §.169u.l70. 

Berechnung  der  drei  Seitenkräfte  dieses  Druckes  nach  den  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  §.171. 

Folgerungen,  die  man  aus  dem  Werthe  dieses  Druckes  und  seiner 
Richtung  ableitet,  wenn  der  Körper  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
bewegen  mufs  und  wenn  er  völlig  frei  ist  §.172u.  173. 

Bestimmung  der  Centrifugalkraft  durch  die  Betrachtung  der  Kreis- 
bewegung §.174. 

Vergleichung  der  Centrifugalkraft  im  Kreise  mit  der  Schwerkraft. 
Spannung  eines  Fadens,  der  mit  einem  Gewichte  belastet  ist  und  sich 
um  einen  festen  Punkt  dreht  §.175. 

Verminderung  der  Schwere  am  Aequator  und  auf  den  verschiedenen 
Parallelkreisen,  die  durch  die  Centrifugalkraft  hervorgebracht  wird,  welche 
durch  die  Umdrehung  der  Erde  entsteht.  Aenderung  der  Schwerkraft, 
die  aus  dieser  Ursache  und  der  Abplattung  des  Erdsphäroids  entspringt 

§.176,177u.l78. 

Fünftes  Kapitel.     Beispiele  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  auf  einer  gegebenen  krummen  Linie  oder  Oberfläche 

S.  272. 

I.    Schwingungen  des  einfachen  Pendels  ebend. 
Erklärung  des  einfachen  Pendels.    In  der  Folge  wird  bewiesen, 
dafs  es  immer  ein  einfaches  Pendel  giebt,  dessen  Bewegung,  sowohl  im 
leeren  Räume,  als  in  der  Luft,  dieselbe  ist,  wie  die  eines  gegebenen 
Pendels  §.179. 

Differentialformel  der  Bewegung  des  einfachen  Pendels  im  leeren 
Räume  §.  180. 

Fall,  wo  man  diese  Formel  unter  endlicher  Form  integrieren  kann  §.  181. 
Fall  der  sehr  kleinen  Schwingungen  §.  182. 

Auf  einer  beliebigen  krummen  Linie  haben  die  unendlich  kleinen 
Schwingungen  eines  schweren  materiellen  Punktes  eine  Dauer,  deren 
Tiröfse  endlich  ist  und  von  der  Gröfse  ihrer  Weite  abhängt  §.183. 

Berichtigung,  die  man  bei  der  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen 
eines  einfachen  Pendels  anbringen  mufs,  um  die  Dauer  der  unendlich  klei- 
Schwingungen  daraus  abzuleiten  §.  184. 

Verwandlung  der  Dauer  einer  Schwingung  von  beliebiger  Gröfse  in 
Reihe  §.185. 
Bewegung  des  einfachen  Pendels  in  der  Luft,  wenn  der  Widerstand 
der  Geschwindigkeit  proportional  gesetzt  wird;  die  auf  einander  folgen- 
den Weiten  der  sehr  kleinen  Schwingungen  nehmen  in  einer  geometri- 
schen Progression  ab,  ihre  Dauer  wird  durch  den  Widerstand  des  Mittels 
nicht  merklich  geändert  $.  186  u.  18T. 

Bewegung  des  einfachen  Pendels  in  der  Luft ,  wenn  der  Widerstand 
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dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportional  gesetzt  wird.  Gesetz  der 
Abnahme  der  successiven  Schwingungsweiten.  Für  den  Fall  der  sehr  klei- 
nen Schwingungen  beweist  man ,  dafs  die  Dauer  einer  halben  aufsteigen- 
den Schwingung  um  so  viel  vermindert  wird,  als  die  der  vorhergehenden 
niedersteigenden  Schwingung  vermehrt  worden  ist  §,  188, 189  u.  190 

Correction  der  Länge  des  Pendels  und  der  Dauer  der  kleinen  Schwin- 
gungen, die  man  die  Reduction  auf  den  leeren  Raum  nennt. 
Vergröfserung,  welche  diese  Reduction  wegen  der  Bewegung  der  Luft 
erleiden  mufs  §.191. 

An  jedem  Orte  der  Erde  Ist  das  Maafs  der  Schwere  der  Länge  des 
Seculidenpendels  proportional.  Werthe  dieser  zwei  Gröfsen  auf  der  Pariser 
Sternwarte.  Die  Pendelversuche  zeigen,  dafs  an  jedem  Punkte  der  Ober- 
fläche der  Erde,  ihre  Anziehung  auf  alle  Stoffe  jeder  Art  dieselbe  ist  $.192. 

Werth  der  Schwere  und  der  Länge  des  Secundenpendels  als  Func- 
tionen der  Breite.  Verzögerung  im  Gange  einer  zu  Paris  nach  Sternzeit 
gerichteten  ühr,  die  man  nach  dem  Aequator  gebracht  hat         .  §.193. 

II.  Bewegung  auf  der  Cykloide  S.297. 
Die  Zeit  des  Falles  eines  schweren  materiellen  Punktes  auf  der  Cy- 
kloide ist  unabhängig  von  der  Höhe  des  Ausgangspunktes  über  dem  tief- 
sten Punkte,  sowohl,  wenn  die  Bewegung  im  leeren  Räume,  als  auch, 
wenn  sie  in  der  Luft  statt  hat,  sobald  man  nur  den  Widerstand  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  setzt  §.  194u.  195. 

Cykloidisches  Pendel  §.196. 

Im  leeren  Räume  ist  die  Cykloide  die  einzige  Tau toch rone  §.197. 

Untersuchung  über  die  B  räch  is  toch  rone  im  leeren  Räume.  For- 
meln in  Beziehung  auf  den  Fall,  wo  die  Linie  des  schnellsten  Falles 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  gezeichnet  werden  soll.  Formeln  für  den 
Fall,  wo  ihre  Länge  gegeben  ist,  welche  dazu  dienen,  in  der  Folge 
eine  andere  Aufgabe  derselben  Art  zu  lösen  §.  198 , 199 , 200  u.  201 . 

Man  findet  für  die  eigentliche  Brachistochrone  die  Gleichung  einer 
in  einer  verticalen  Ebene  liegenden  .Cykloide.  Fall,  wo  der  Ausgangs- 
punkt und  der  Punkt,  in  welchen  der  Körper  eintrifft,  in  derselben  Ver- 
ticalen  liegen  §.202. 

III.  Bewegung  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  S.310. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  einfachen  Pendels,  welches 
sich  in  einer  festen  Ebene  bewegt  $.203. 

Differentialformeln  in  Beziehung  auf  die  coni sehen  Schwingun- 
gen eines  einfachen  Pendels  im  leeren  Räume  §.204  u.  205. 

Betrachtung  des  Falles,  wenn  die  Schwingungen  sehr  klein  sind.    Fall,  • 
in  welchem  das  Pendel  die  Oberfläche  eines  geraden  Kegels  mit  kreisför- 
miger Grundfläche   gleichförmig  beschreibt.     Die  durch  die  horizontale 
Protection  des  Körpers  beschriebene  krumme  Linie  ist  immer  eine  Ellipse, 
deren  Mittelpunkt  der  Aufliängepunkt  ist  §.206u.207. 
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Sechstes  Kapitel.    Beispiele  der  Bewegung  eines  völlig  freien 
Körpers  S.319. 
L    Bewegung  der  Wurfgeschosse  ebend. 
Die  Trajectorie  eines  schweren  materiellen  Punktes  im  leeren  Rnume 
ist  eine  Parabel.    Wurfweite,  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte 

§.  208. 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  ist  gegeben,  man  soll  die  Richtung  be- 
stimmen, damit  der  geworfene  Körper  ein  gegebenes  Ziel  erreicht.  Krumme 
Linie,  über  welche  das  Wurfgeschofs  nicht  hinaus  gehen  kann  $.209. 

Gleichungen  der  Bewegung  eines  Wurfgeschosses  in  der  Luft.  Con- 
struetion  der  Trajectorie  durch  Punkte.  Berechnung  der  £eit.  Ausdruck 
der  Geschwindigkeit  in  einem  beliebigen  Punkte  §.  210,  21 1  u.  212. 

AVenn  sich  der  Körper  auf  eine  grofse  Höhe  erhoben  hat,  so  nähert 
sich  seine  Bewegung,  wenn  er  zurückfallt,  immer  mehr  der  verticalen 
«nid  gleichförmigen.  Bestimmung  der  verticalen  Asymptote  des  nieder- 
steigenden  Zweiges  .  $.213. 

Der  andere  Zweig  der  Trajectorie  hat  ebenfalls  eine  Asymptote; 
Richtung  dieser  geraden  Linie  und  Abstand  derselben  vom  Ausgangspunkte 
des  Körpers  §  214. 

Gleichung  der  Trajectorie  im  Falle  eines  kleinen  Projectionswinkels. 
Berechnung  der  horizontalen  Wurfweite  und  der  Zeit  des  Laufes 
vermittelst  der  Grofse  der  anfanglichen  Geschwindigkeit  Verschiedene 
Werthe  der  Wurfweite  und  der  Geschwindigkeit,  die  durch  die  Beobach- 
tung gegeben  sind.  Ungewifsheit  über  die  Grofse  des  C  oe  f fi  c i  ent  en 
des  Widerstandes;  Mittel  ihn  durch  die  Erfahrung  zu  bestimmen  $.215 u. 216. 

II.  Bewegung  der  Planeten  S.333. 
Kepplersche  Gesetze  $.217. 
Gleichungen,  welche  sich  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gesetze  ergeben 

§.218. 

Erklärung  einiger  in  der  Astronomie  vorkommenden  Ausdrücke.  Dauer 
des  siderischen  und  des  tropischen  Jahres.  Grofse  der  jährlichen 
Vorrückung  der  Naclitgleichen  $.219. 

Ausdruck  der  zwei  Polarcoordinaten  des  Planeten  und  der  Zeit  in 
Functionen  der  excentrischen  Anomalie  $.220. 

Methode  zur  Verwandlung  des  Radius  Vector  und  der  Mittelpunkts- 
gleichung in  Reihen,  die  nach  den  Sinus  und  Cosinus  der  Vielfachen  der 
mittleren  Bewegung  geordnet  sind  §.221. 

Formeln,  welche  in  einem  beliebigen  Punkte  der  durch  einen  Planeten 
beschriebenen  Ellipse,  die  Gröfse  und  Richtung  seiner  Geschwindigkeit 
bestimmen  $.222. 

Lage  eines  Planeten  in  Beziehung  auf  eine  beliebige  Ebene,  seine 
Lange  und  Breite,  gerade  Aufsteigung  und  Declination. 
Schiefe  der  Ekliptik,  deren  jährliche  Abnahme;  Gröfse  und  Periode  der 
Nutation  $  223. 
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Man  schliefet  aus  den  drei  Kepplersclien  Gesetzen,  dafs  die  Kraft, 
welche  die  Planeten  in  ihren  Bahnen  zurückhält,  bestandig  nacli  dem 
Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  ist ,  dafs  sie  sich  für  jeden  Planeten  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfernung  von  diesem  Punkte 
ändert,  dafs  in  der  Einheit  des  Abstandes  die  beschleunigende  Kraft  für 
alle  Planeten  dieselbe  ist.  Diese  Gesetze  gelten  auch  für  die  Kometen 
und  die  Trabanten  in  ihrer  .Bewegung  um  ihren  Planeten  und  für  die  Be- 
wegungen der  Doppelsterne  §.  224 , 225  u.  220. 

Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Planeten  in  einem  wider- 
stehenden Mittel;  man  ergänzt  die  Anzahl  der  willkührlichen  Constanten, 
welche  die  vorher  gefundenen  Integrale  enthalten  müssen,  für  den  Fall, 
wo  man  den  Widerstand  vernachlässigt  §.227u.228. 

Methode  der  Variation  der  willkührlichen  Constanten  für 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  §.229u.230. 

Anwendung  dieser  Methode  auf  die  Gleichungen  der  Bewegung  eines 
Planeten  oder  eines  Kometen  in  einem  widerstehenden  Mittel;  warum  der 
"Widerstand  des  Aethers  bei  der  Bewegung  eines  Kometen  merklich 
werden  kann,  während  er  bei  der  Bewegung  eines  Planeten  unmerklich  ist 

§.231,  232  u.233. 

HI.    Bewegung  eines  materi eil en  Punktes,  der  einer  Cen- 
tra  Ikraft  unterworfen  ist  S.357. 
Gleichung  der  Beweguug  eines  materiellen  Punktes,  der  nach  einem 
festen  Mittelpunkte  durch  eine  als  Function  des  Abstandes  von  diesem 
Mittelpunkte  gegebene  Kraft  gezogen  wird  §.23*. 
Fall,  wo  die  Kraft  dem  Abstände  proportional  ist  §.235. 
Fall,  wo  die  Kraft  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Würfels  des 
Abstandes  steht  §.236. 

Fall,  wo  die  Kraft  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des 
Abstandes  steht;  die  Trajectorie  kann  alsdann  einer  der  drei  Kegelschnitte 
seyn.     Umstände,   welche  jede  dieser  drei  krummen  Linien  bestimmen 

§.237u.238. 

Besondere  Untersuchung  der  parabolischen  Bewegung;  worin  die 
astronomische  Aufgabe  der  vollständigen  Bestimmung  einer  Kometenbahn 
besteht  §.239u.240. 

Siebentes  Kapitel.    Digression  über  die  allgemeine  Anziehung 

S.  371. 

Gesetz  der  allgemeinen  Anziehung  §.241. 

Bewegende  Kraft,  die  von  der  wechselseitigen  Anziehung  der  Sonne 
und  eines  Planeten  herrührt;  Unveränderlichkeit  der  Anziehungskraft  §.242. 

Beschleunigende  Kraft  eines  Planeten  in  seiner  Bewegung  um  die 
Sonne,  Berichtigung,  die  man  bei  dem  dritten  Kepplersclien  Gesetze 
anbringen  mufs.  Kleinheit  der  Massen  der  Planeten  im  Verhältnisse  zur 
Masse  der  Sonne  §.243. 

Andeutung  der  verschiedenen  Arten  von  Störungen  der  elliptischen 
Bewegung  der  Planeteu,  die  aus  ihrer  wechselseitigen  Anziehung  eut 
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springen.  Diese  beobachteten  Wirkungen  geben  die  Massen  der  störenden 
Planeten ,  indem  mau  die  der  Sonne  als  Einheit  nimmt.  Unveränderlich- 
keit  der  grofsen  Axen.    Die  Bewegung  des  Mondes  wird  immer  schneller 

§.  244. 

Anderes  Mittel,  um  die  Massen  der  Planeten,  die  von  Trabanten 
begleitet  sind,  zu  bestimmen  ■  §.245. 

Berechnung  der  Kräfte,  die  von  der  Wirkung  der  Sonne  und  des 
Mondes  herrühren,  um  das  Wasser  des  Meeres  in  die  Höhe  zu  ziehen. 
Masse  des  Mondes  aus  der  mit  der  Sonnenfluth  verglichenen  Mondes- 
fluth  abgeleitet.  Verminderung  der  Schwere  in  der  Oberfläche  der  Erde, 
die  durch  die  Anziehung  des  Mondes  bewirkt  wird  §.246u.247. 

In  dem  Abstände  des  Mondes  von  der  Erde  ist  die  terrestrische 
Schwere  beinahe  der  Kraft  gleich,  welche  diesen  Trabanten  in  seiner 
Bahn  erhält  $-2<*8- 

Bestimmung  der  Masse  der  Erde,  Sou  nen  pa  rallaxe,  Dichtig- 
keit der  Sonne,  Abstand  derselben  von  der  Erde.  Genaue  Bestimmung 
der  grofsen  Axe  der  Bahn  eines  Planeten,  dessen  Masse  bekannt  ist 

§.  249  u.  250. 

Ablenkung  des  Bleiloths,  die  durch  örtliche  Anziehungen  bewirkt  wird 

5.251. 

Drehwage,  vermittelst  deren  man  sehr  kleine  Kräfte  mifst,  Cavendish's 
Versuch,  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  §.252u.253. 

Dauer  des  Gleichgewichtes  des  Meeres,  die  daher  rührt,  dafs  diese 
Dichtigkeit  gröfser  ist  als  die  des  Wassers;  Zunahme  der  Dichtigkeit  der 
Erdschichten,  von  der  Oberfläche  nach  dem  Mittelpunkte  hin.  Ungleichheit 
der  Bewegung  des  Mondes,  die  von  der  Abplattung  der  Erde  herrührt. 
Einflufs  der  örtlichen  Anziehungen  auf  die  Länge  des  Secundenpendels 

§.254. 

Reduction  der  Länge  des  in  einer  gegebenen  Höhe  beobachteten  Se- 
cundenpendels auf  die  Meeresfläche  §• 255, 

D  r  i  1 1  e  8  Buch. 
Statik. 

Zweiter  Theil. 

Erstes  Kapitel.    Vom  Gleichgewichte  eines  festen  Körpers 

S.  398. 

Bemerkung  über  die  Zusammendrückbarkeit  und  die  Gestaltsänderung 
eines  Körpers,  der  im  Folgenden  betrachtet  werden  soll  §-2J>6- 

Umbildung  eines  Systems  beliebiger  Kräfte,  die  an  einen  festen  Kor- 
per angebracht  sind,  in  drei  Gruppen  von  Kräften,  von  welchen  die  erste 
au*  Kräften  besteht,  die  senkrecht  auf  einer  gegebenen  Ebene  stehen, 
die  zweite  aus  parallelen  in  dieser  Ebene  enthaltenen  Kräften,  und  die 
dritte  aus  Kräften,  die  nach  einer  geraden  Linie,  welche  auf  den  vorher- 
gehenden senkrecht  und  in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  gerichtet  sind 
*  §.257, 258  u.  259. 
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Nothwendige  und  hinreichende  Gleichungen  für  das  Gleichgewicht 
eines  völlig  freien  Körpers  §.260. 

Diese  Gleichungen  sind  auch  für  das  Gleichgewicht  eines  jeden  anderen 
Systems  nöthig,  das  kein  festes  Hindernifs  enthalt  §.  261. 

Besonderer  Fall  der  parallelen  Kräfte  und  der  Kräfte,  die  alle  in 
einer  Ebene  enthalten  sind  §.262. 

Bedingung,  damit  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft  haben. 
Gleichungen  dieser  Mittelkraft,  ihre  Gröfse  und  Richtung.  In  allen  Fällen 
können  die  gegebenen  Kräfte  auf  zwei  zurückgeführt  werden  und  zwar 
auf  unzählig  viele  Arten  §.  263  u.  264. 

'    Gleichungt..  des  Gleichgewichtes  zweier  fester  Körper,  die  sich  auf 
einander  stützen  §.265. 

Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  festen  Körpers,  der .  durch 
feste  Hindernisse  zurück  gehalten  wird,  in  deu  wichtigsten  Fällen,  die 
vorkommen  können  §.266. 

Umbildung  der  Gleichung  des  Gleichgewichtes  in  Beziehung  auf  eine 
feste  Axe  $.267. 

Gleichgewicht  eines  schweren  Körpers  auf  einer  schiefen  Ebene  $.268. 

Maafs  der  Reibung  im  Augenblicke,  in  welchem  das  Gleichgewicht 
aufhört  §.269. 

Last  der  verschiedenen  Stützen  eines  horizontalen  Tisches,  der  ein 
gegebenes  Gewicht  trägt.  Woher  die  scheinbare  Unbestimmtheit  dieser 
Aufgabe  kommt  §.270. 
Zweites  Kapitel.    Theorie  der  Momente  S.  420. 

Wenn  die  Kräfte  durch  gerade  Linien  dargestellt  werden,  so  werden 
ihre  Momente  durch  ebene  Flächen  dargestellt.  Der  Lehrsatz  des  §.46 
rücksichtlich  des  Momentes  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte,  ist  alsdann  ein 
geometrischer  Lehrsatz,  dessen  Beweis  gegeben  wird  §.271. 

Das  Moment  der  Projection  einer  Kraft  auf  eine  Ebene  ist  die  Pro- 
jection  des  Momentes  dieser  Kraft  auf  dieselbe  Ebene  §.272. 

Was  man  unter  dem  Momente  eiues  Systems  von  Kräften  in  Bezie- 
hung auf  eine  Axe  versteht.  Die  Momente  desselben  Systems  von  Kräften 
in  Beziehung  auf  zwei  Axen,  von  welchen  eine  in  der  Verlängerung  der 
anderen  liegt,  sind  gleich  uud  haben  entgegengesetzte  Zeichen.  Ebenso 
ist  es  in  Beziehung  auf  die  Momente  zweier  gleicher  und  entgegenge- 
setzter Systeme  von  Kräften,  die  in  Beziehung  auf  dieselbe  Axe  ge- 
nommen sind  §  27a. 

Ausdruck  für  die  Momente  eines  Systems  von  Kräften  in  Beziehung 
auf  die  drei  positiven  Coordinatenaxen  ihrer  Angriffspunkte.  Wie  man 
die  Zeichen  der  Glieder  dieser  drei  Formeln  bestimmt  §.274. 

WTerthe  der  Cosinus  der  Winkel ,  die  sich  auf  die  Richtung  der  Nor- 
malen  der  Ebene,  die  eine  gerade  Linie  und  einen  gegebenen  Punkt  ent- 
hält, beziehen  §.275 
Formeln  rücksichtlich  der  Projectionen  eines  Systems  ebener  Flachen 
auf  verschiedene  Ebenen.   Identität  dieser  Formeln  uud  derjenigen,  welche 
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den  Projectionen  gerader  Linien  auf  andere  gerade  Linien  entsprechen 

§.2?6u.  277. 

Ebene  und  Gröfse  der  kleinsten  Fläche,  charakteristische  Eigenschaft 
dieser  Ebene  §.278, 279 u. 280. 

Eigenschaften  der  Momente,  aus  denen  der  ebeneu  Hachen  abgeleitet. 
Identität  der  Zusammensetzung  der  Momente  und  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte,  welche  aus  der  Identität  der  Projectionen  der  ebeuen  Flächen 
und  der  Projectionen  der  geraden  Linie  herrührt  §.281. 

Hauptmoment  eines  Systems  ton  Kräften.  Neuer  Auadruck  der 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  dieses  Systems.  Bedingung,  damit  zwei 
Systeme  von  Kräften  gleichgeltend  sind  §.282. 

Aeodernng  des  Hauptmomentes,  die  durch  die  Verrückung  de»  Mit- 
telpunktes der  Momente  hervorgebracht  wird.  Kleinste  Hauptmomente ; 
wie  man  hieraus  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  das 
Vorhaudenseyn  einer  einzigen  Mittelkraft  findet  §.  283  u.  284. 

Drittes  Kapitel.    Beispiele  des  Gleichgewichtes  eines  biegsamen 

Körpers  S.  439. 

I.    Gleichgewicht  des  Seilpolygons  ebend. 

Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  des  Polygons  mufs  jede  Seite,  nach 
ihren  Verlängerungen,  durch  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  gezogen 
werden.  Notwendige  Gleichungen,  wenn  die  an  das  Polygon  angebrachten 
Kräfte  im  Gleichgewichte  seyn  solleu  §.28',. 

Construction  der  Gestalt  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Polygons. 
Berechnung  der  Spannungen  seiner  Seiten.  Fall,  in  welchem  man  die 
äufsersten  Punkte  desselben  als  fest  ansieht  $.286  K  287. 

Die  Ausdehnungen  der  Seiten  des  Vielecks  sind  den  Spanuungen ,  die 
sie  erleiden,  proportional  §  288. 

Wenn  einer  der  Knoten  des  Polygons  durch  einen  Ring  ersetzt  ist,  so 
mufs  die  an  diesen  Punkt  angebrachte  Kraft  den  Winkel ,  welchen  die 
zwei  zusammenstofsenden  Seiten  bilden,  in  zwei  gleiche  Theile  theilen 

§.  289. 

Bedingungen,  rücksichtlich  der  Richtungen  der  Kräfte,  die  bei  allen 
Systemen  materieller  im  Gleichgewichte  befindlicher  Punkte  statt  haben 
müssen,  und  wovon  die  vorhergehende  ein  besonderer  Fall  ist  §.290. 

Gleichgewicht  eines  Polygons,  das  mit  einem  Gewichte  beladen  ist, 
Drucke,  welche  die  festen  Punkte,  an  welche  es  angeknüpft  ist,  erleiden 

§.  29 1 . 

Eine  der  des  §.270  analoge  Bemerkung  über  die  Spannungen  der 
Seile,  die  ein  gegebenes  Gewicht  tragen;  wie  auch  die  Anzahl  dieser 
Seile  beschaffen  sey,  immer  kann  man  ihre  Spannungen  und  die  Lasten 
der  festen  Punkte  aus  dem  Maafse  der  Verlängerungen  ableiten      §.  292. 

IL  G  leichgewicht  eines  biegsamen  Fadens  S.  450. 

Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  schweren  Fadens,  die  anßng 
lieh  fcei  an  der  Zahl  sind  und  auf  zwei  zurückgeführt  werden         §.  293 
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Integrale  dieser  Gleichungen  nnter  endlicher  Form;  Gleichungen  der 
Kettenlinie.    Werth  der  Spaunung  in  einem  beliebigen  Punkte    §  294. 

Berechnung  der  Spannung  am  tiefsten  Punkte  und  der  Lasten,  welche 
die  zwei  Aufhängungspunkte  tragen  §•  295. 

Unter  allen  gleich  Inngen  krummen  Linien  ist  die  Kettenlinie  diejenige, 
deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt  §.296. 

Fall,  wo  die  verticalen  Kräfte,  die  auf  die  Elemente  des  Fadens 
wirken,  ihren  horizontalen  Projectionen  proportional  sind,  die  krumme 
Linie  des  Gleichgewichtes  ist  alsdann  eine  Parabel.  Berechnung  der 
Spannung  am  tiefsten  Puukte  und  4er  Lasten  der  äufsersten  Punkte,  welche 
in  der  Theorie  der  Hängebrucken  nutzlich  seyn  kann  •  §.297. 

Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eiues  Fadens,  der  durch  beliebige 
Kräfte  getrieben  wird  §.298. 

Fall  eines  schweren  Fadens,  der  verfical  an  einem  festen  Punkte  auf- 
gehängt und  mit  einem  Gewichte  an  seinem  unteren  Ende  belastet  ist; 
Berechnung  der  ganzeu  Verlängerung  §.299. 

Ausdruck  der  Spannung  im  allgemeinen  Falle,  die  krumme  Linie  wird 
durch  zwei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  bestimmt.  Werth 
des  Krümmungshalbmessers  nach  der  Richtung  der  Tangente  in  jedem 
Punkte  §.300. 

Anwendung  der  vorhergehenden  Formeln  auf  den  Fall,  wenn  ein 
Faden  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Korpers  ausgespannt  ist,  und  zwar 
durch  Kräfte  getrieben,  die  an  seinen  Endpunkten  wirken,  und  die  ein- 
zigen sind,  die  auf  ihn  wirken,  die  Spannung  ist  in  der  ganzen  Länge 
dieselbe.  Im  Zustande  des  dauernden  Gleichgewichtes  bildet  der  Faden 
auf  der  Oberfläche  die  kürzeste  Linie,  die  zwischen  zwei  Punkten  ent- 
halten ist.  Der  Druck,  der  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche  ausgeübt 
wird,  steht  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Krümmungshalbmessers  dieser 
Linie  und  ist  der  Spannung  proportional  §.301  u.302. 

Diese  Resultate  werden  durch  die  Reibung  des  Fadens  gegen  die 
Oberfläche  des  festen  Körpers  modificiert.  Berechnung  der  Reibung  eines 
Fadens  in  der  Rinne  einer  festen  Rolle  §.303. 

Man  bewahrheitet  die  sechs  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes des  §.261  in  dem  Falle  des  Gleichgewichtes  eines  biegsamen  Fa- 
dens. Gebrauch  dieser  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der 
äufsersten  Punkte,  wenn  sie  frei  sind,  oder  der  Drucke,  die  sie  erleiden, 
wenn  sie  fest  sind  und  eine  gegebene  Lage  haben  §.304u.305. 

III.    Gleichgewicht  eines  elastischen  Stabes  S.475. 

Bedingung,  damit  ein  Stab  durch  Biegung  elastisch  ist.  Verschiedene 
Wirkungen,  die  seine  Theile  erleiden,  wenn  man  ihn  von  seiner  anfäng- 
lichen Lage  des  Gleichgewichtes  entfernt  hat.  Erklärung  der  elastischen 
Platte  $.  306. 

Hypothesen,  rücksichtlich  der  Kräfte,  die  aus  der  Ausdehnung  oder 
Zusammenzichiing  des  longitudinalen  Streifen  und  der  Gröfse  ihrer  Krüm- 
mung entspringen.  Werth  der  ganzen  Kraft  der  Zusammenziehung  eines 
Elementes  der  Platte;  Werth  des  Momentes  der  Elasticität 

§.  307. 

Bei  der 'eigentlichen  elastischen  Linie  ist  die  Spannung  constnnt 
und  hat  auf  die  Krümmung  der  Platte  keinen  Einflufs.  DifTereutialglei- 
chung  dieser  krummen  Linie.  Bedingungen  in  Beziehung  auf  ihre  End- 
punkte §.308ii.309. 

Fall,  wo  die  Platte  horizontal,  an  einem  Ende  eingeklemmt  und  am 
anderen  Ende  mit  einem  gegebenen  Gewichte  belastet  ist,  Berechnung 


Digitized  by  Googl 


XXIII 


der  ganzen  Biegung  5  Vergleicliung  der  Ausdehnung  und  Biegung  einer 
Platte,  die  durch  dasselbe  Gewicht  hervorgebracht  werden  können  §.3 10. 

Fall,  wo  die  Platte  eine  vertier 1*  Feder  ist,  die  auf  einer  horizontalen 
Ebene  ruht  und  an  ihrem  oberen  Ende  mit  einem  Gewichte  beladen  ist. 
Ausführliche  Untersuchung  der  verschiedenen  Gestalten,  welche  diese  Feder 
annehmen  kann  §.311  u.  3 12. 

Was  man  unter  der  Kraft  einer  Feder  rersteht;  Berechnung  dieser 
Kraft  nach  der  Ausdehnung  oder  Biegung  der  Feder,  die  durch  ein  ge- 
gebenes Gewicht  hervorgebracht  werden  §.313. 

Ausdehnung  der  vorhergehenden  Resultate  auf  den  Fall  eines  elastischen 
geraden  oder  gekrümmten  Stabes,  der  nicht  um  sich  selbst  gewunden 
worden  ist;  was  man  alsdann  unter  dem  mittleren  Streifen  versteht. 
Werth  des  Momentes  der  Elasticität  §.314. 

Formel,  welche  die  Biegung  eines  geraden  Stabes  vermittelst  der 
Kraft  der  Feder  angiebt.  Berechnung  dieser  Kraft  nach  verschiedenen 
Hypothesen  über  die  Gestalt  des  senkrechten  Schnittes.  Vergleicliung 
der  Kraft  einer  hohlen  Feder  mit  der  einer  ausgefüllten  §.315. 

Werth  des  Differentials  der  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte 
eines  elastischen  Stabes,  dessen  Punkte  sämmtlich  durch  beliebige  Kräfte 
getrieben  werden;  ein  Stab,  der  an  einem  Endpunkte  gezogen  wird, 
nimmt  an  Volumen  zu,  so  wie  er  sich  verlängert  §.316. 

Allgemeine  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  elastischen  Stabes 
mit  Rücksicht  auf  die  Windung  §.317. 

Das  Moment  der  Windung  ist  in  der  ganzen  Lange  des  Stabes  con- 
stant,  sein  Werth,  aus  den  Kräften,  die  auf  einen  seiner  Endpunkte  wir- 
ken, abgeleitet  §.318. 

Reduction  der  drei  allgemeinen  Gleichungen  auf  eine  einzige,  wenn 
der  mittlere  Streifen  eine  ebene  krumme  Linie  ist.  Gleichungen  in  Bezie- 
hung auf  die  besonderen  Kräfte,  welche  an  den  beiden  Endpunkten  des 
Stabes  wirken  §.319. 

Wenn  der  Stab  gleichförmig  schwer  ist.  Bestimmung  seiner  Gestalt. 
Berechnung  seiner  Biegung  und  der  Lasten  der  Stützpunkte 

§.320,  321  u.  322. 

Fall,  wo  das  Gewicht  des  Stabes  ungleich  über  seine  verschiedenen 
Punkte  vertheilt  ist.  Lagrange's  Formel ,  um  die  Werthe  einer  gegebeneu 
Function,  in  einer  ebenfalls  gegebenen  Ausdehnung  der  AVerthe  der  Ver- 
änderlichen durch  eine  Reihe  periodischer  Gröfsen  auszudrücken  §.323. 

Bestimmung  der  Gestalt  eines  in  der  Mitte  mit  einem  Gewichte  be- 
lasteten Stabes;  Berechnung  seiner  Biegung  und  der  Lasten  seiner  Stütz- 
punkte §•  ™« 

Beweis  der  vorher  angeführten  Formel  (§.323);  andere  Formeln  der- 
selben Art  §.325u.326. 

Anwendung  der  Formeln  dieser  Art  auf  die  Summation  der  Reihen 

§.  327. 

Fourier's  Formel,  aus  der  vorhergehenden  abgeleitet  §.328. 

Viertes  Kapitel.    Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

S.  519. 

Beweis  dieses  Princips  in  dem  Falle,  wenn  zwei  Kräfte  an  einen 
Flasdienzng,  ein  Rad  an  der  Welle,  eine  Schraube,  einen  Hebel  ange- 
bracht sind  §.329u.330. 

Allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines  beliebigen  System; 
materieller  Puukte,  welche  sich  aus  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwi».- 
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digkeiten  ergiebt.  Diese  Gleichung  hat  nnr  für  die  unendlich  kleinen 
Bewegungen  statt,  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglich  und 
so  beschaffen  sind,  dafs  die  entgegengesetzten  Bewegungen  eben  so  gut 
möglich  sind ;  sie  ist  schon  in  §.  39  für  den  Fall  eines  materiellen  isolierten 
Punktes  erwiesen  worden         *  §.331. 

Bemerkungen  in  Beziehung  auf  die  Ausdehnungen  und  Zusammcnzic- 
liuugen,  die  zwischen  den  physischen  Verbindungen  der  Punkte  eines  im 
«leidige wichtc  befindlichen  Systems  statt  haben,  wie  man  diese  inneren 
Kräfte  bezeichnet,  wie  man  die  Aenderungen  des  Abstandes  der  Punkte 
des  Systems  vorstellt.  Gleichung,  welche  zwischen  der  ganzen  Aenderurig 
ulld  den  partiellen  Aenderungen  jedes  Abstandes  statt  findet    §.332u.  333. 

Sehr  allgemeiner  Beweis  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 

334  u.  335. 

Man  zeigt,  dafs,  wenn  der  directe  Lehrsatz  bewiesen  ist,  der  um- 
gekehrte Satz  eine  unmittelbare  Folge  davon  ist  §.  33«. 

Dieses  Princip  hat  auch  bei  dem  Gleichgewichte  der  Flüssigkeiten 
statt,  wie  in  der  Folge  gezeigt  werden  soll.  Anderer  Beweis  dieses  Prin- 
cips auf  die  Betrachtung  der  Flaschenzüge  gegründet      §.337 ,338  u.  339. 

Aus  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  kann  man  die 
Regeln  des  Parallelogramms  der  Kräfte  und  der  Zusammensetzung  paral- 
leler Kräfte  ableiten.  Wie  man  hieraus  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes eines  festen  Körpers,  die  früher  gefunden  worden  sind,  ableitet 

§.340. 

Umbildung  der  allgemeinen  Gleichung  der  virtuellen  Geschwindigkei- 
ten; Regeln,  um  daraus  alle  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  Systems 
materieller  Punkte  abzuleiten,  dereu  Verbindungen  dgfch  Gleichungen 
zwischen  ihren  Coordinaten  ausgedrückt  sind  §.  34 1  u.  342. 

Man  bestimmt  zu  gleicher  Zeit  die  Gröfse  und  Richtung  der  aus  diesen 
Verbindungen  entspringenden  inneren  Kräfte.  Das  Princip  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  ist  nothwendig,  um  rücksichtlich  zweier  oder  mehrerer 
Punkte,  die  durch  dieselbe  Gleichung  verbunden  sind,  die  Verhältnisse  der 
Gröfre  dieser  Kräfte  anzugeben,  während  die  Bemerkung  in  §.290  nur 
deren  Richtungen  bestimmt  §.  343  u.  344. 

Anwendung  der  vorhergehenden  Formeln  auf  das  Beispiel  des  Seil- 
polygons  §345 

Eigenschaft  des  Maximum  und  Minimum,  welche  beim  Gleichgewichte 
eines  Systems  materieller  Punkte,  die  ihren,  als  Functionen  der  Abstände 
gegebenen,  wechselseitigen  Anziehungen  oder  Abstofsungen  und  anderen 
ähnlichen  nach  festen  Mittelpunkten  gerichteten  Kräften  unterworfen  sind, 
statthat  §.346. 

Unterschied  zwischen  dem  dauernden  und  dem  augenblickli- 
chen Gleichgewichte  §.347. 

Eigenschaft  des  Schwerpunktes  eines  Systems  schwerer  Körper  in 
diesen  zwei  Zuständen  des  Gleichgewichtes  §.34H. 

Beispiel  der  Dauer  und  Kichtdauer  dieses  Systems  §.349. 
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i. 


ie  Materie  ist  alles,  was  auf  irgend  eine  Weise 
im  Stande  ist,  einen  Eindruck  auf  unsere  Sinne  zu  machen; 
die  Körper  sind  Theile  der  Materie,  die  nach  allen  Rich- 
tungen hin  begränzt  sind  und  eben  deswegen  eine  bestimmte 
Form  und  ein  bestimmtes  Volumen  haben.  Die  M  a  s  s  e 
eines  Körpers  ist  die  Quantität  der  Materie,  aus  welcher  er 
zusammengesetzt  ist. 

Ein  materieller  Punkt  heifst  ein  Körper,  dessen 
Dimensionen  sammtlich  unendlich  klein  sind ;  so  dafs  die 
Lange  einer  jeden  Linie,  die  sich  innerhalb  desselben  befin- 
det, unendlich  klein  ist,  das  heifst,  kleiner  als  jede  angebbare 
Länge.  Einen  Körper,  der  endliche  Dimensionen  hat,  kann 
man  als  eine  Sammlung  einer  unendlich  grofsen  Anzahl  mate- 
rieller Punkte  ansehen,  und  ebenso  kann  man  seine  Masse  als 
die  Summe  aller  ihrer  unendlich  kleinen  Massen  betrachten  *). 

Ein  Körper  ist  in  Bewegung,  wenn  er  selbst,  oder 
seine  Theile  sich  allmälich  an  verschiedenen  Stellen  im  Räume 
befinden.  Da  aber  der  Raum  unbegränzt  und  überall  der- 
selbe ist,  so  können  wir  auf  keine  andere  Weise  beurtheilen, 
ob  ein  Körper  sich  in  Ruhe  oder  in  Bewegung  befindet,  als 
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wenn  wir  ihu  mit  anderen  Körpern,  oder  mit  uns  seihst 
vergleichen.  Hieraus  folgt,  dafs  alle  Bewegungen,  die  wir 
bemerken,  notliwendig  relative  Bewegungen  sind. 

Alle  Körper  sind  beweglich,  aber  die  Materie  bewegt 
sich  niemals  freiwillig,  denn  es  liefse  sich  durchaus  kein 
Grund  angeben,  warum  sich  ein  materieller  Punkt  eher  nach 
der  einen  als  nach  der  anderen  Richtung  fortbewegen  sollte. 
Wirklich  finden  wir  auch  immer,  wenn  wir  einen  Körper 
in  dem  Zeitpunkte  beobachten,  in  welchem  er  aus  dem  Zu- 
stande der  Ruhe  in  den  der  Bewegung  übergeht,  dafs  diese 
Veränderung  des  Ortes  durch  die  Einwirkung  einer  Ursache 
entsteht,  die  dem  Körper  fremd  ist,  das  heifst,  die  so  be- 
schaffen ist,  dafs  wir  uns  den  Körper  als  bestehend  denken 
können,  wenn  sie  auch  nicht  vorhanden  ist. 
1  Man  bezeichnet  gewöhnlich  durch  das  Wort  Kraft  jede 
Ursache,  die  entweder  den  Körper  in  Bewegung  setzt,  oder 
doch  wenigstens  ihn  zu  bewegen  strebt,  wenn  ihre  Wirkung 
durch  eine  andere  Kraft  aufgehoben  oder  gehindert  wird. 

3. 

Wenn  mehrere  Kräfte  zu  gleicher  Zeit  auf  einen  Körper 
wirken,  so  ändern  sie  wechselseitig  ihre  Wirkungen,  weil  die 
Theüchen  des  Körpers  unter  einander  verbunden  sind,  und 
eben  deswegen  verhindert  werden,  der  Bewegung  zu  folgen, 
welche  die  Kraft,  die  auf  ein  jedes  Theüchen  einwirkt,  die- 
sem mittheilen  will.  Es  kann  sich  sogar  ereignen,  dafs  diese 
Kräfte  sich  völlig  aufheben,  so  dafs  der  Körper  gar  keine 
Bewegung  annimmt;  man  nennt  diesen  besonderen  Zustand 
eines  beweglichen  Körpers,  der  in  Ruhe  bleibt,  wiewohl  er 
von  verschiedenen  Kräften  getrieben  wird,  das  Gleichge- 
wicht, oder  man  sagt  auch,  dafs  diese  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte sind. 

Die  Mechanik  ist  die  Wissenschaft,  welche  das  Gleich- 
gewicht und  die  Bewegung  der  Körper  behandelt.  Man  nennt 
den  Theil  der  Mechanik,  der  besonders  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes  zu  entdecken  sucht,  die  Statik.  Der  andere 
Theil  heifst  die  Dynamik;  ihr  Zweck  ist,  die  Bewegung 
zu  bestimmen,  die  ein  Körper  annimmt,  wenn  die  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  nicht  im  Gleichgewichte  sind. 
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Doos  den  Mathematikern ,  wie  man  in  der  Folge  sehen 
wird,  gelungen  ist,  alle  Fragen  der  Bewegung  auf  einfache 
Aufgalcn  des  Gleichgewichtes  zurück  zu  führen,  so  wäre  es 
am  einfachsten ,  wenn  man  zuerst  die  ganze  Statik,  und  als- 
dann die  ganze  Dynamik  abhandelte.  Indessen  scheint  es, 
zum  tesseren  Verständnisse  der  Gegenstände^  vortheilhafter 

Izu  seyn,  im  Unterrichte  erst  den  einfachsten  Theil  der  Dy- 
namik  vorzutragen ,  ehe  man  zu  den  allgemeineren  Fragen 
des  Gleichgewichtes  übergeht.  Diese  Ordnung  werde  ich  daher 
auch  in  diesem  Werke  befolgen. 

* 

4. 

Bei  einer  Kraft,  die  auf  einen  materiellen  Punkt  wirkt, 
kommen  drei  Dinge  in  Betrachtung,  nemlich  die  Lage  dieses 
Punktes,  die  Intensität  der  Kraft  und  ihre  Richtung,  das  heilst 
der  geradlinige  Raum,  durch  welchen  sie  den  Punkt,  auf 
den  sie  wirkt,  zu  treiben  sucht.  Jedoch  darf  man  einen 
materiellen  Punkt  nicht  mit  dem  verwechseln,  was  man  in 
der  Geometrie  einen  Punkt  nennt,  wo  dieses  Wort  das 
Ende  einer  Linie,  oder  den  Durchschnitt  zweier  Linien,  be- 
deutet. Ebenso  ist  der  Raum ,  den  ein  materieller  Punkt 
durchlauft,  nicht  eine  mathematische  Linie;  weil  aber  ein 
solcher  Körper  unendlich  klein  ist,  und  daher  die  Breite  und 
Hohe  des  Raumes,  durch  welchen  die  Kraft  ihn  zu  treiben 
strebt,  ebenfalls  unendlich  klein  sind,  so  kann  man  die  Lage 
desselben  und  die  Richtung  der  Kraft  auf  dieselbe  Weise  be- 
stimmen, wie  man  die  Lage  eines  Punktes  und  die  Richtung 
einer  geraden  Linie  in  der  Geometrie  bestimmt.  Die  Lage 
eines  Punktes,  auf  welchen  eine  Kraft  wirkt,  im  Räume, 
wird  daher  im  Allgemeinen  durch  drei  Coordinaten  bestimmt 
werfen,  die  den  Durchschnitten  dreier  rechtwinkliger  Ebenen 
parallel  sind,  wodurch,  wie  bekannt,  jede  Unbestimmtheit 
entfernt  wird,  sobald  man  nur  zugleich  auf  das  Zeichen  und 
die  Orüfse  jeder  Coordinate  Rücksicht  nimmt.  Zuweilen  wer- 
den wir  auch  die  Polarcoordinaten  anwenden,  nemlich  den 
Radiis  Vector  des  gegebenen  Punktes,  oder  dessen  Abstand 
vom  Anfangspunkte,  den  Winkel,  den  dieser  Radius  mit 
einer  yesten  Linie  einschliefst,  die  durch  den  Anfangspunkt 
gezogen  ist,  und  den  Winkel,  der  zwischen  der  Ebene,  in 

1* 


igitized  by  Google 


welcher  diese  zwei  geraden  Linien  liegen,  und  einor  Testen 
Ebene,  die  durch  die  zweite  geht,  enthalten  ist. 

5.  i 

■ 

Um  die  Kräfte  zu  messen,  mufs  man  eine  bestimmte 
Kraft  als  Einheit  annehmen,  und  das  Verhaltnifs  inderer 
Kräfte  zu  dieser  Kraft  durch  Zahlen  ausdrücken.  Man  mufs 
daher  auf  eine  bestimmte  Weise  erklären,  was  man  unter 
einer  Kraft  verstehe,  die  einer  andern  gleich  ist,  oder  was 
man  darunter  verstehe,  wenn  man  sagt,  eine  Kraft  sey  zwei- 
mal, dreimal,  viermal  u.  s.w.  so  grofs,  als  eine  andere,  ohne 
dafs  hierbei  die  besondere  Beschaffenheit  dieser  verschiedenen 
Ursachen  der  Bewegung  in  Betracht  gezogen  wird. 

Zwei  Kräfte  sind  gleich,  wenn  sie,  in  entgegengesetzten 
Richtungen,  an  einen  materiellen  Punkt,  oder  an  zwei  Punkte, 
die  durch  eine  Linie  von  unveränderlicher  Länge  verbunden 
sind,  angebracht,  sich  im  Gleichgewichte  halten. 

Hat  man  bemerkt,  dafs  zwei  Kräfte  einander  gleich  sind, 
und  bringt  man  sie  alsdann,  nach  derselben  Richtung,  an 
denselben  Punkt  an ,  so  hat  man  eine  zweimal  so  grofso 
Kraft;  vereinigt  man  auf  dieselbe  Weise  drei  gleiche  Kräfte, 
so  hat  man  eine  dreifache,  vereinigt  man  vier,  so  hat  man 
eine  vierfache  Kraft  u.  s.w. 

Wenn  wir  also  in  der  Folge  sagen  werden,  dafs  eine 
Kraft,  die  an  einen  materiellen  Punkt  angebracht  ist,  ein  ge- 
wisses Vielfaches  einer  anderen  Kraft  ist,  so  mufs  man  dies 
so  verstehen,  dafs  die  erste  Kraft  als  die  Summe  einer  An- 
zahl von  Kräften  angesehen  werden  kann,  die  der  zweiten 
gleich  sind  und  nach  derselben  Richtung  wirken.  Auf  diese 
Weise  werden  die  Kräfte ,  was  auch  sonst  ihre  besondere 
Beschaffenheit  seyn  mag,  mefsbare  Grofsen,  die  man  durch 
Zahlen  ausdrücken  kann ,  wie  jede  andere  Art  von  Gröfsen, 
indem  man  sie  auf  eine  Einheit  ihrer  Art  bezieht.  Ebenso 
kann  man  ihre  Intensitäten  durch  Linien  darstellen,  die  die- 
sen Zahlen  proportional  sind,  und  die  man  auf  ihre  Richtun- 
gen aufträgt,  indem  man  von  dem  Punkte  ausgehl,  an  wel- 
chem sie  angebracht  sind;  was  den  Vortheil  hat,  dafe  mau 
die  Lehrsätze  viel  einfacher  ausdrücken  kann. 
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6. 

Da  Inf  diese  Weise  die  Punkte,  an  welchen  die  Kräfte 
wirken ^JUnd  ihre  Intensitäten  bestimmt  sind,  so  brauchen 
wir  nur  tocli  ihre  Richtungen  zu  betrachten. 

Sey  f  (Fig.  1.)  der  Punkt,  an  welchem  eine  Kraft  wirkt, 
die  Linie  MD  bezeichne  seine  Richtung,  so  dafs  diese  Kraft 
den  Punkt  Mf  von  ]\l  nach  D  zu  bewegen  sucht ;  durch  den 
Punkt  M  iehe  man  die  rechtwinkligen  Axen  MA,  MB,  MC, 
die,  im  A^gemeinen,  den  Coordinatenaxen  parallel  und  im 
Sinne  der  jositiven  Coordinaten  gerichtet  seyn  werden.  Ferner 
bezeichne  nrnn  durch  a,  y,  die  spitzen  oder  stumpfen  Win- 
kel, die  die  Linie  MD  mit  diesen  Axen  einschliefst,  so  dafs 

AMD  =  a,    BMD  =  ß,   CMD  —  y 
ist,  so  behaupte  ich,  dafs  diese  Richtung  vollkommen  bestimmt 
6eyn  wird,  wnn  diese  drei  Winkel  gegeben  sind. 

Denn,  nimmt  man  blos  Rücksicht  auf  die  zwei  Winkel 
a  und  ß ,  so  raufs  sich  die  Linie  MD  zu  gleicher  Zeit  auf 
zwei  geraden  Kegeln  befinden,  deren  gemeinschaftliche  Spitze 
der  Punkt  M  ist,  und  deren  Axen  die  geraden  Linien  MA 
und  MB  sind.  Die  Winkel  a  und  ß  müssen  daher  so  be- 
schaffen seyn,  dafs  diese  zwei  Kegel  sich  schneiden  können, 
welches  alsdann  in  zwei  Durchschnittslinien  statt  haben  wird, 
die  in  einer  auf  der  Ebene  AMB  senkrechten  Ebene  liegen, 
und  die  mit  der  Axe  MC  zwei  Winkel  einschliefsen ,  von 
welchen  der  eine  das  Supplement  des  anderen  ist.  Die  gerade 
Linie  MD  könnte  also  noch  immer  zwei  verschiedene  Lagen 
haben,  da  aber  der  Winkel  y  ebenfalls  gegeben  ist,  so  weifs 
mau,  ob  er  spitz  oder  stumpf  ist,  und  man  wird  von  diesen 
beidei  Lagen  diejenige  auswählen  können,  die  der  Richtung 
der  Kraft  entspricht. 

Diese  Conslruction  zeigt  ferner,  dafs  die  Winkel  a,  ß,  y, 
nicht  alle  drei  willkührlich  angenommen  werden  können. 
Wirkidi  sind  die  Cosinus  der  Wrinkel,  die  eine  gerade  Linie 
MD  mit  drei  rechtwinkligen  Axen  einschliefst,  durch  die 
Gleidung 

cos2a  -f-  cos2ß       cos2^  n:  1  (l) 
verbuken,  die  man  beweist,  indem  man  auf  der  geraden 
Linie  iZ>,  vom  Punkte  M  aus,  eine  Linie  nimmt,  die  der 
Einheit  gleich  ist,   und  ein  rechtwinkliges  Parallelopipedum 
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bildet,  dessen  Diagonale  diese  Linie  ist,  und  dessci  drei  an- 
einander liegende  Seiten  auf  den  drei  Axen  MA,  MB,  MC 
genommen  werden.  Diese  drei  Seiten  sind  alsdann  die  Cosi- 
nus der  Winkel  a,  ß,  y,  und  da  die  Summe  ihr«  Quadrate 
dem  Quadrate  der  Diagonale,  nach  einem  bekamten  Lehr- 
satze, gleich  seyn  mufs,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  eben  auf- 
gestellte Gleichung. 

7.  ' 

In  diesem  Lehrbuche  soll  die  Theiluug  der  Peripherie  in 
360°,  des  Grades  in  60  Minuten  und  der  Minute  in  60  Secun- 
den  angenommen  -werden.  Der  Buchstabe  st  soll  beständig 
gebraucht  werden,  um  die  halbe  Peripherie  vorzustellen,  deren 
Halbmesser  der  Einheit  gleich  gesetzt  wird,  so  dafs  man 

ix  =  3,1415926... 
hat.  Der  vierte  Theil  der  Peripherie  entspricht  dem  rechten 
Winkel,  oder  dem  Wiukel  von  324000";  hieraus  folgt,  Mals 
die  Länge  des  Bogens,  der  einem  Winkel  von  einer  gewissen 
Anzahl  n  von  Secunden  entspricht,  das  vierte  Glied  einer 
Proportion  seyn  wird,  deren  drei  erste  Glieder 

£sr,  «,  und  324000" 
seyn  werden.    Bezeichnet  man  diese  Länge  durch  o>,  so  hat 
man 

n 

W  206264,8. 
Der  gemeine  Logarithme  dieses  beständigen  Divisors  ist 

5,3144251. 

Bei  den  numerischen  Berechnungen  mufs  man  immer  die 
auf  diese  Wreise  berechneten  Bogen  statt  der  Winkel  anwen- 
den, wenn  diese  nicht  unter  den  trigonometrischen  Zeichen 
sin,  cos,  tang,  enthalten  sind. 

Damit  man  mittelst  der  Winkel  u,  ß ,  die  Richtung 
einer  Kraft  in  allen  möglichen  Lagen  um  den  Angriffspunkt 
vorstellen  könne,  ist  es  nothwendig  und  hinreichend,  dafs  sie 
sich  von  Null  bis  zu  180°  einschliesslich  erstrecken.  Wenn 
z.  B.  die  Axe  MC  über  der  Ebene  liegt,  in  welcher  die  bei- 
d«i  anderen  Axen  MA,  MB  enthalten  sind,  so  mtfs  der 
Winkel  y  grüfser  oder  kleiner  als  90°  seyn,  je  nachdem  die 
gerade  Linie  MD  über  oder  unter  dieser  Ebene  legt-,  er 
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wird  =&ull  seyn,  wenn  die  Linie  MD  mit  der  Linie  MC 
zusammtfallt,  und  wird  =  180°  seyn,  wenn  MD  mit  der 
Verläng«tmg  MC'  der  Linie  MC  zusammenfallt.  Die  Cosi- 
nus von*,  ß,  y,  können  daher  positiv  oder  negativ  seyn, 
ihre  Sin ii  aber  werden  immer  positiv  seyn,  weil  diese  Win- 
kel nie  gifser  als  180°  werden. 

Uebehaupt  ist  es  einleuchtend,  wenn  man  die  Verlänge- 
rung MD  der  Linie  MD  betrachtet,  dafs  die  Winkel,  die 
sie  mit  de*  drei  Axen  einschliefst,  die  Ergänzungen  der  Win- 
kel a,  ß  2  sind.    Setzt  man  daher 

JMD'  =  a,  BMD'  =  ß',  CMD'  =  /, 
so  hat  man 

cos  a  =  —  cos  a,  cos  ßr  =  —  cos  ß,  cosy'  = — cos^; 
hieraus  folgt)  dafs  die  Richtungen  zweier  Kräfte,  die  in  ent- 
gegengesetzten Sinne   auf  denselben  Punkt  M  wirken,  die 
eine  nach  MD^  die  andere  nach  MD' ,  sich  durch  die  Zeichen 
der  Cosinus  dei  ihnen  entsprechenden  Winkel  unterscheiden. 

■ 

8. 

Statt  der  dm  Winkel  «,  ß%  y,  die  unter  einander  durch 
die  Gleichung  (1)  verbunden  sind,  kann  man  auch  nur  zwei 
von  einander  unabhängige  Winkel  anwenden,  um  die  Rich- 
tung einer  Kraft  zu  bestimmen. 

Denn  es  sey  ME  die  Projection  der  Linie  MD  auf  die 
Ebene  AMB,  man  nenne  8  den  Winkel,  den  diese  Projection 
mit  icr  Axe  MA  macht,  so  dafs  man 

AME  zz  e? 

hat.  Ist  dieser  Winkel  d  gegeben,  so  zeigt  er  die  Lage  der 
Ebene  CME  an,  und  durch  den  Winkel  y  wird  alsdann  die 
Lage  der  Linie  MD,  die  in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  völlig 
bestaunt.  Der  Winkel  d  mufs  alsdann,  iudem  man  von  MA 
ausübt,  nach  einer  bestimmten  Richtung  gezählt  werden,  und 
sich  von  Null  bis  zu  360°  erstrecken  können,  der  Winkel 
Y  d^egen  erstreckt  sich  immer  nur  von  Null  bis  zu  180°. 

j)ie  Projection  der  Diagonale  des  früher  erwähnten  Pa- 
ralldopipedums  (f.  6)  auf  die  Ebene  AMB ,  ist  dem  Cosinus 
des  Vinkels  DME,  oder  dem  sin  /  gleich.  Projiciert  man 
nun  \och  einmal  diese  Projectidn  auf  die  Axe  MA,  so  erhält 
man  yese  neue   Projection  aus  der  früheren,    indem  man 


8 

letztere  durch  cos  $  multiplicierl ;  sie  fällt  aufserda  mit  der 
Protection  der  Diagonale  des  Parallelopipedums  av  dieselbe 
Axe  HA  zusammen,  und  ist  folglich  dem  cos  a  gleh,  daher 
hat  man 

cos  a  =  sin  y .  cos  A 

Ebenso  findet  man 

cos  ß  =z  sin  y.  sin  $ 
und  diese  zwei  Formeln  dienen  dazu ,  die  Gleiciungen ,  in 
welchen  man  die  Winkel  a,  ß ,  y  ,  angewandt  hat.  in  andere 
umzuwandeln ,  in  welchen  man  nur  y  und  d  anweadet.  Man 
kann  sich  unmittelbar  davon  überzeugen,  dafs  sb  der  Glei- 
chung (1)  Genüge  leisten. 

9. 

Es  giebt  auch  noch  eine  andere  Gleichung,  welche  diese 
Gleichung  (1)  als  einzelnen  Fall  enthält,  und  die  uns  häufig 
von  Nutzen  seyn  wird. 

Um  sie  zu  bilden,  seyen  x,y,  z  die  Coordinaten  irgend 
eines  Punktes  M  (Fig.  2),  die  auf  drei  rechtwinklige  Axen 
Ox>  Ofi  bezogen  sind.  Man  nenne  r  seinen  Radius 
Vector  GM,  und  «,  ß,  y  die  spitzen  oder  stumpfen  Winkel, 
die  dieser  Radius  mit  den  drei  Axen  macht,  so  dafs  man  z.  B. 

zOM  =  y 

hat.  Fällt  man  vom  Punkte  M  eine  senkrechte  Linie  MN 
auf  die  Axe  Oz,  so  wird  die  gerade  Linie  ON  die  Ordinate 
z  seyn ,  und  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MON  hat  man 

JS.=  r.cos^; 

ebenso  findet  man 

y  =zr.  cos  ß,  x  =zr.  cos  a. 
Sey  M'  ein  anderer  Punkt,  und  bezeichne  man  durch 
x  >  y  •>  z  i  r  ^  et  ,  ß  i  y'    seine  Coordinaten ,    seinen  Radius 
Vector  und  die  Winkel ,  die  sich  auf  diese  gerade  Linie  be- 
ziehen, so  hat  man 

x  =  r  cos  a y'  =  r 9  cos  ß ,    z  =  r  cos  y \ 
Bezeichnet  man  durch  u  die  Entfernung  MM',  so  hat 
man,  wie  bekannt, 

II*  =  (>'  -  X)2  +        _  y)2  +  (z>  _  £)2 

und  bezeichnet  man  durch  e  den  Winkel  MOM  ' ,  so  hat  man 
zu  gleicher  Zeit 
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U*=r*  +  r'*—2rr'  cos*,, 
in  denOreiecke ,  dessen  Seiten  r,  r',  u  sind. 

x*Jry*  +  z*  =  r* 

ist,  so  tgiebt  sich  ans  dem  erslen  Werlhe  von  u2 

u2  =  r2  +  r'2  —  2(xx'  +  + 
vergleich, man  ihn  mit  dem  zweiten,  so  folgt 

rr'  cos  c  —  xx'  -J-  yy  -f-  zz' 
und  subtituiert   man  in  diese   Gleichung   die  entwickelten 
Wertlie  %n  x,  y,  z,  x',  y z so  erhält  man 

cos  e  —  cos  a.  cos  a  -f-  cos  ß.  cos  ß'  -{-  cos  y,  cos  y'  ;  (2) 
dies  ist  die  gesuchte  Gleichung.  * 

Fallendie  zwei  geraden  Linien  OM  und  OJtf'  zusammen, 
so  sind  die\Vinkel  et',  ß' ,  y  dieselben,  wie  a,  ß,  y,  und 
die  Gleichuig  (2)  geht  alsdann  in  die  Gleichung  (1)  über. 
Sind  diese  graden  Linien  auf  einander  senkrecht,  so  hat 
man  e  =  90°  und  daher 

cos  «.  c<s  a  -f-  cos  ß.   cos  ß'  -f-  cos  y.   cos  y  =  o. 
Setzt  man  in  den  Werthen  von  x,  y,  zf  statt  cos  a  und  cos  ß 
ihre  Werthe,  db  im  vorhergehenden  §.  gefunden  worden  sind, 
so  hat  man 

x  =  r .  sin  y  .cos  o*,  y  =  r .  sin  ^ .  sin  z  =zr.  cos  ^, 
Ausdrücke,  in  welchen  die  drei  Veränderlichen  r,  die 
drei  Polarcoordinaten  des  Punktes  M  sind,  so  wie  sie  in  {.4 
erklärt  worden  sind,  und  welche  daher  dazu  dienen  können, 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  in  Polarcoordinaten  umzu- 
wandeln. 

10. 

Die  Betrachtung  der  Projectionen ,  deren  wir  uns  in  f.  8 
betient  haben,  wird  sehr  häufig  in  diesem  Werke  angewandt 
wrden;  .es  wird  daher  nicht  unpassend  seyn,  lüer  ihre 
er$en  Principien  zu  erläutern. 

Die  Protection  einer  geraden  Linie  auf  eine  andere 
g&ade  Linie  ist  der  Theil  der  letzteren,  der  zwischen  den 
Enjpunkteu  der  senkrechten  Linien  enthalten  ist,  die  man 
voi  den  Endpunkten  der  projicierten  geraden  Linie  herab  gc- 
it.    Daher  sind  die  Ausdrücke  x'  —  x,  y'  —  y,  *'  —  * 
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als  Unterschiede  der  Coordinatcn  der  Endpunkte  <r  Linie 
MM,  deren  Projectionen  auf  die  Axen  x9  yy  5,ind  aus 
dem  ersten  Wcrthe  von  u2  folgt,  dafs  die  Summe  er  Qua- 
drate der  Projectionen  einer  geraden  Linie  auf  dei  recht- 
winklige Axen  dem  Quadrate  dieser  geraden  Linie  ,leich  ist. 
Wenn  die  projicierte  gerade  Linie  und  diejenige,  af  welche 
man  sie  projiciert,  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten 
sind,  so  ist  die  Projection  der  Grundlinie  eines  rechsvinkligen 
Dreiecks  gleich  und  parallel,  dessen  Hypotenuse  lie  proji- 
cierte gerade  Linie  ist.  Bezeichnet  man  daher  dirch  7  die 
Länge  dieser  geraden  Linie,  durch  A  die  ihrer  Projection, 
und  durch  i  den  Winkel,  den  diese  geraden  Linien  mit  ein- 
ander einschliefsen,  so  hat  man 

A  =  /.  cos  z. 

Die  Projection  einer  ebenen  Oberfläche  auf  eine  andere 
Ebene,  ist  der  Theil  dieser  Ebene,  der  durch  d/e  Projection 
des  Umrisses  der  projicierten  Oberflache  bcgräizt  wird,  das 
heifst,  durch  die  krumme  Linie,  welche  die  Endpunkte  der 
senkrechten  Linien  bilden,'  die  von  allen  Punkten  dieses  Um- 
risses herab  gefällt  worden  sind.  Die  vorstehende  Gleichung 
bleibt  aber  noch  wahr,  wenn  man  statt  /  die  Fläche  der 
projicierten  Oberfläche,  und  statt  A  die  Fläche  ihrer  Projection 
setzt;  i  bedeutet  alsdann  den  Winkel,  den  beide  ebene  Flä- 
chen mit  einander  einschliefsen,  an  dessen  Stelle  man  auch 
den  Winkel  setzen  kann,  der  zwischen  den  zwei  Linien 
enthalten  ist,  die  bezüglich  auf  diesen  zwei  Ebenen  senkrecht 
sind. 

Denn  man  zerlege  die  Fläche  der  projicierten  Oberfläche 
in  Elemente  von  unendlich  kleiner  Breite,  die  auf  dem 
Durchschnitte  derselben  mit  der  Ebene,  auf  welche  man  sie 
projiciert,  senkrecht  stehen.  Die  Projection  eines  jeden  De- 
mentes wird  diesem  Elemente,  multipliciert  mit  dem  Cosinus 
des  Winkels,  den  die  beiden  Ebenen  einschliefsen,  gleich  sejn ; 
da  nun  dieser  Winkel  für  alle  Elemente  derselbe  und  =  i  ist, 
so  wird  die  Summe  aller  ihrer  Projectionen,  oder  A,  der 
Summe  aller  Elemente,  oder  der  ganzen  Fläche  /,  multipliclTt 
mit  cos  £9  gleich  seyn,  was  zu  beweisen  war. 

Es  ergiebt  sich  hieraus,  dafs  das  Quadrat  des  Fläclen- 
iuhalts  einer  ebenen  Oberfläche  der  Summe  der  Quadrate  hrer 
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Projectiaen  auf  drei  rechtwinklige  Ebenen  gleich  ist,  indem 
mau  ah  Neigungswinkel  für  jede  Ebene  den  Winkel  nimmt, 
den  dieluf  die  Oberfläche  und  diese  Ebene  gezogenen  senk- 
rechten Linien  mit  einander  einschiiefsen  und  die  Gleichung 
(1)  berütsichtigt. 

\  11. 

Wenriman  bei  irgend  einer  Frage  ein  System  von  paral- 
lelen Kräfin  betrachtet,  so  kann  man  annehmen,  dafs  eine 
der  drei  rcht winkligen  Axen  MA9  MB,  MC  (Fig.  1)  ihnen 
ebenfalls  prallel  ist.  Alsdann  werden  zwei  der  drei  W  inkel 
a>  ßi  Y>  die  zwei  letzten  z.  B. ,  für  alle  Kräfte  rechte  Winkel 
seyn,  und  iio  Gleichung  (1)  reduciert  sich  auf 

cos2  a  =  1 , 

woraus  folgt  a  =  o,  oder  «  =  180°. 

Auf  diese  Weise  wird  die  Richtung  einer  jeden  Kraft 
bestimnt  seyn;  indem  man  sagt,  dafs  sie  mit  der  Axe  MA 
einen  Winkel  tiuschliefst,  der  =o  oder  =  180°  ist.  In  die- 
sem Jesondem  Falle  aber  wird  es  einfacher  seyn,  diese 
Richhng  durch  das  Zeichen  der  Kraft  zu  bestimmen,  indem 
man  die  Kraft«,  die  in  einem  Sinne  wirken,  als  positive, 
und  diejenigen ,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken ,  als 
negaive  betrachtet. 

Uebrigens  ist  der  Fall  der  parallelen  Kräfte  der  einzige, 
in  velchem  wir  positive  und  negative  Kräfte  betrachten  wer- 
de ;  in  allen  übrigen  Fällen  werden  die  Quantitäten,  welche 
duGröfse  der  Kräfte  in  der  Rechnung  vorstellen,  als  positive 
ansehen  werden,  und  die  Aenderuug  des  Zeichens  wird  nur 
beden  Cosinus  der  Winkel  vorkommen,  die  ihre  Richtungen 
ni^den  festen  Axen  einschiiefsen. 

12. 

Das  Vorhergehende  enthält  die  einleitenden  Erklärungen 
yn  hinlängliche  Erläuterungen  über  die  Bestimmung  der 
(ff  sc  und  Richtung  der  Kräfte.  Da  ich  aber  in  diesem 
A/Tke  a  u  s  s  c  Ii  1  i  e  f  s  1  i  c  h  die  Methode  des  unendlich 
Keinen  anwenden  werde,  so  ist  es  nothwendig,  in  dieser 
l^itung  eine  Uebersicht  der  Principien  der  Infinitesimal- 
ig  zu  geben,  und  unter  den  Formeln,   die  man  am 
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Einfachsten  daraus  ableiten  kann,  diejenigen  ausiwählen, 
deren  wir  im  Folgenden  am  Meisten  bedürfen  wercn. 

,Das  unendlich  Kleine  ist  eine  Grüfse,  dl  kleiner 
ist  als  jede  gegebene  Grüfse  derselben  Art.  Man  vvird  mit 
Notwendigkeit  auf  die  Idee  des  unendlich  Kleina  geführt, 
wenn  man  die  auf  einander  folgenden  Aenderugen  einer 
Grüfse  betrachtet,  die  dem  Gesetze  der  Stätigkeit  unterwor- 
fen ist.  So  z.  B.  wachst  die  Zeit  durch  Stufer,  die  klei- 
ner sind,    als   jeder  angebbare  Zeitraum,   mag  .lieser  auch 

• 

noch  so  klein  seyn.  Die  Räume,  welche  durch  de  verschie- 
denen Punkte  eines  Kürpers  durchlaufen  werde,  wachsen 
ebenfalls  durch  unendlich  kleine  Zunahmen,  da  kein  Punkt 
auf  andere  "Weise  aus  einer  Lage  in  die  andere  kanmen  kann, 
als  wenn  er  alle  dazwischen  befindlichen  Lagei  durcliiauft, 
und  man  keine,  wenn  auch  noch  so  kleine,  Disbnz  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Lagen  angeben  lunu.  Die  un- 
endlich kleinen  Grüfsen  sind  daher  in  der  Wirklichkeit  vor- 
handen, und  nicht  ein  bloJses  Hülfsmiltel,  da»  die  Mathema- 
tiker erdacht  haben. 

Ein  unendlich  Kleines  kann  das  Doppelte,  Dreifache, 
Vierfache  u.  s.  w.  eines  anderen  seyn ;  die  unendlich  kbinen 
Grüfsen  stehen  unter  einander  in  gewissen  Verhältnissen,  de- 
ren Bestimmung  ein  wesentlicher  Gegenstand  der  Infinitesmal- 
rechuung  ist. 

Bedeuten  a  und  b  zwei  unendlich  kleine  Grüfsen,  lud 
ist  das  Verhältnifs  von  b  zu  a  ebenfalls  unendlich  klein,  so 
ist  b  das,  was  man  ein  unendlich  Kleines  des  zweiten  Fm- 
ges  nennt.  Nimmt  man  z.  B.  an,  dafs  die  Sehne  eies 
Kreisbogens  unendlich  klein  ist,  so  ist  der  Sinus  versus  es- 
selben  Bogens  ein  unendlich  Kleines  des  zweiten  Banges,  *reil 
sich  der  Sinus  versus  immer  zu  der  Sehne  verhält,  wie  die 
Sehne  zum  Durchmesser,  und  daher  das  erste  Verhällnifsun- 
eudlich  klein  wird,  sobald  dies  bei  dem  zweiten  der  Fallist. 

Ist  b  ein  unendlich  Kleines  des  zweiten  Ranges,  ml 
nimmt  man  ferner  an,  dafs  das  Verhältnifs  von  c  zu  ftam 
unendlich  Kleines  des  ersten  Ranges  ist,  so  nennt  man  diu. 
unendlich  Kleines  des  dritten  Ranges  und  so  weiter. 

Hieraus  folgt,  dafs  ein  Produkt,  welches  aus  n  Fachen, 
die  sämmtlich  unendlich  Kleine  des  ersten  Ranges  sind,  zu- 
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sammen  gesetzt  ist,  241  der  Klasse  der  unendlich  Kleinen  des 
nten  Ranges  gezählt  werden  mufs. 

Der  Flächeninhalt  einer  Oberfläche,  die  in  allen  ihren 
Dimensionen  unendlich  klein  ist,  ist  wenigstens  ein  unendlich 
Kleines  des  zweiten  Ranges,  denn  er  beträgt  weniger,  als 
das  Quadrat  der  längsteh  geraden  Linie ,  die  man  von  einem 
Punkte  des  Umrisses  der  Oberfläche  «um  anderen  ziehen 
kann,  und  diese  Linie  ist ,  nach  der  Voraussetzung ,  unend- 
lich klein.  Ebenso  ist  der  Inhalt  eines  Körpers,  der  in  allen 
seinen  Dimensionen  unendlich  klein  ist,  wenigstens  ein  un- 
endlich Kleines  des  dritten  Ranges,  weil  er  kleiner  ist,  als 
der  Cubus  der  längsten  geraden  Linie,  die  man  von  einem 
Punkte  seiner  Oberfläche  zum  anderen  ziehen  kann.  Dies 
vorausgesetzt,  besteht  das  Grundprincip  der  Infinitesimalrech* 
nung  darin,  dafs  zwei  endliche  Quantitäten,  die  nur  um  ein 
unendlich  Kleines  von  einander  verschieden  sind,  als  völlig 
gleiche  Grüfseh  angesehen  werdeu  müssen,  weil  man  gar  kei- 
nen Unterschied  zwischen  denselben  angeben  kann ,  möge  die- 
ser auch  noch  so  klein  seyn. 

Ebenso  verhält  sich  die  Sache  bei  zwei  unendlich  kleinen 
Gröfsen  des  ersten  Ranges,  deren  Unterschied  ein  unendlich 
Kleines  des  zweiten  Ranges  ist,  und  allgemein  ist  es  ebenso 
bei  zwei  unendlich  kleinen  Gröfsen  irgend  eines  Ranges,  die 
nur  um  ein  unendlich  Kleines  eines  höheren  Ranges  von  ein- 
ander verschieden  sind,  man  betrachtet  sie  immer  wie  Gröfsen, 
die  völlig  gleich  sind,  und  setzt  ihr  Verhältnils  der  Einheit 
gleich. 

Man  kann  diese  Principien  auch  noch  auf  eine  andere 
Weise  ausdrücken,  indem  man  sagt,  dafs  es  in  der  Rechnung 
erlaubt  ist,  ohne  dafs  man  einen  Fehler  in  den  Resultaten  zu 
fürchten  brauchte,  sowohl  die  unendlich  kleinen  Gröfsen,  die 

.<  «Ii  ■ 

zu  endlichen  addiert  sind,  als  auch  die  unendlich  kleinen 
Gröfsen  irgend  eines  höheren  Ranges,  die  zu  unendlich  klei- 
nen Gröfsen  eines  niedrigeren  Ranges  addiert  sind,  zu  ver- 
nachlässigen. 

■ 

13. 

Das  Differential  dx  einer  unabhängigen  Veränderlichen  x 
ist  der  unendlich  kleine  Zuwachs,  den  man  dieser  Veränder- 

\ 
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liehen  beilegt;  das  Differential  dy  einer  Function  y  von  x, 
ist  der  entsprechende  Zuwachs  dieser  Function,  der,  durch 
die  Vernachlässigung  der  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  höhe- 
ren Range,  auf  denselben  Rang  zurückgeführt  ist,  wie  der 
Zuwachs  der  unabhängigen  Veränderlichen  selbst.  Hieraus 
folgt,  dafs  das  Differential  dy  immer  in  der  Form  Xdx  ent- 
halten ist,  wo  X  eine  andere  Function  von  x  bedeutet.  Bei 
einigen  besonderen  Werthen  von  x  kann  es  sich  ereignen, 
dafs  der  DiiTerentialcoe lüden t  X  unendlich  grofs  wird,  wo- 
durch das  Differential  Xdx  eine  unbestimmte  Gröfse  werden 
würde;  in  der  Mechanik  wird  sich  jedoch  dieser  Umstand 
niemals  ereignen. 

Sey  fx  eine  gegebene  Function  von  x,  c  eine  willkühr- 
liche  Constante  und  Fx  -f-  c  das  vollständige  oder  u  n  b  e- 
stimmte  Integral  von  fxdx.  Seyen  ferner  a  und  b  zwei 
gegebene  Constanten.  Bestimmt  man  die  Constante  c  auf  die  * 
Weise,  dafs  dies  Integral  Null  wird,  oder  anfängt,  wenn 
X  —  a  ist,  und  setzt  man  nachher  x=zb,  so  ist  das  Resultat 
Fb  —  Fa  das,  was  man  das  bestimmte  Integral  nennt, 
welches  zwischen  den  Gränzen  a  und  b  genommen  ist.  Ich 
werde  es  durch 

b 

fxdx 

bezeichnen,  nach  der  sehr  bequemen  Bezeichnungsart,  die 
Fourier  vorgeschlagen  hat,  und  werde  daher  schreiben 

Fb  —  Fa=  Cbfxdx. 
%J  a 

Giebt  man  allmälich  dem  x  eine  unendlich  grofse  Anzahl 

*  *  ■ 

von  Werthen,  die  von  a  bis  b  durch  unendlich  kleine  Unter- 
schiede wachsen,  und  nimmt  diese  unter  einander  gleichen 
oder  ungleichen  Unterschiede,  als  Werthe  von  dx  an,  so  ist 
es  leicht  zu  zeigen,  dafs  die  Summe  aller  Werthe  des  Diffe- 
rentials fxdx  dem  bestimmten  Integrale  Fb  —  Fa  gleich  ist. 

Denn  vernachlässigt  man  die  unendlich  kleinen  Grüfsen 
der  höheren  Ränge  als  des  ersten,  so  hat  mau  nach  der  Er- 
klärung des  Differentials 

F  (*  -f-  dx)  —  F  (*•)  =  fxdx. 

Bezeichnet  man  daher   durch  Jj ,  d2 ,  d5 ,  dn  eine 

unendlich  grofse  Anzahl  unendlich  kleiner -Grüfsen ,  so  dafs 


i 
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^1+^2  +  ^3+....  +  ^=:^—« 
ist,  und  nimmt  man  allnialitli  für  X  und  dx  die  Werthe  a 
und  di ,  a  -f-  d\  und  J2,  a  +  Ji  -f-  J2  und  (f3  . . . .  6 —  <f,<  und  Ai, 
so  folgt  hieraus 

^(«  +  4)  — *>)=M 

^  («  +  *  +  * )  —  F  (a  +  #, )  =  f(a  +  #, )  <?2 

Jfc  _       _  sn)  =/ (6  -  <?„)  <v/t. 

Die  Summe  dieser  Gleicliungen  ist 
Fb  —  F<I  = jM,  +/  (a  +  d\  )  »2  +/  («  +  *  +  4)  * 
.  .  .  .  +  j{b  —  dtl)  Öm 
und  dieser  Ausdruck  enthält  den  Lehrsatz,  der  bewiesen  wer- 
den sollte. 

Wenn  die  Function  fx  zwischen  den  Gränzen  a  und  b 
unendlich  grofs  wird,  so  findet  der  Beweis  nicht  mehr  statt, 
und  der  Lehrsatz  ist  alsdann  nicht  mehr  anwendbar.  In  die- 
sem Ausnahmefall,  auf  den  wir  in  der  Folge  niemals  stofsen 
werden,  steht  das  bestimmte  Integral  in  keiner  weiteren  Be- 
ziehung zu  der  Summe  der  Werthe  des  Differentials,  und  es 
kann  selbst  negativ  seyn,  wenn  alle  diese  Werthe  positiv  sind, 
oder  positiv,  wenn  sie  alle  negativ  sind.  Um  den  Lehrsatz  . 
wieder  her  zu  stellen ,  mufs  man  es  alsdann  verhindern ,  dafs 
jx  zwischen  den  Gränzen  a  und  b  unendlich  grofs  wird,  in- 
dem man  die  Veränderliche  x  von  der  einen  dieser  Gränzen 
zu  der  anderen  durch  eine  Reihe  imaginärer  Werthe  über- 
gehen läfst  *). 

Der  vorstehende  Lehrsatz  kann  ohne  Schwierigkeit  auf 
die  vielfachen  Integrale  ausgedehnt  werden.  Ist  z.  B;  j{x,y) 
eine  gegebene  Function  zweier  unabhängigen  Veränderlichen 
x  und  y,  und  giebt  man  diesen  Veränderlichen  allmälich 
Werthe,  die  durch  unendlich  kleine  Unterschiede  wachsen, 
nimmt  man  ferner  für  dx  die  Unterschiede  zwischen  den  auf 
einander  folgenden  Werthe  von  x,  und  für  dy  die  Unter- 
schiede der  auf  einander  folgenden  Werthe  von  y ,  so  wird 
die  Summe  aller  Werthe  von 


•)  Man  sehe  hierüber  das  Journal  de  l'Ecote  Po!) techuique  cah.  18. 
pag.  320. 
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/(*,  y)dxdy 

dem  Integrale 

SS  f(*>  y)dxdy 
gleich  6eyn,  vorausgesetzt,  dafs  dieses  zwischen  schicklichen 
G ranzen  genommen  wird. 

14. 

Wenn  die  Function  fx  eine  GruTse  a  enthält,  die  bei 
der  Integration  wie  eine  Constante  betrachtet  wird,  so  ist 
der  Werth  des  Integrals  ^ 

Tat*** 

selbst  eine  Function  von  ct.  Es  kommen  Fragen  vor,  bei 
welchen  man  dieses  Integral  nicht  unter  endlicher  Form  kennt, 
und  es  dennoch  erforderlich  ist,  sein  Differential  in  Beziehung 
auf  a  zu  bestimmen.  Diese  Operation  bietet  aber  zwei  ver- 
schiedene Falle  dar,  je  nachdem  die  Gränzen  a  und  b  von  of 
unabhängig  sind,  oder  auf  irgend  eine  Weise  von  demselben 
abhängen.  Im  ersten  Falle  ist  es  hinreichend,  jx  in  Bezie- 
hung auf  a  unter  dem  Zeichen  f  zu  differentiieren ,  so  dafs 
man  hat 


d.J*  jxdx 


da  ~  J  *  da 
Denn  nach  dem  Lehrsatze  des  vorhergehenden  §.  ist  der  erste 
Theil  dieser  Gleichung  der  Differentialcoeflicient  der  Summe 
der  Werthe  von  fxdx ,  die  zwischen  x  =.  a  und  x=zb  ent- 
halten sind,  in  Beziehung  auf  a,  während  der  zweite  Theil 
die  Summe  der  Werthe  des  Differentialcoefficienten  von  Jxdx 
in  Beziehung  auf  a  und  zwischen  denselben  Gränzen  genom- 
men, andeutet,  und  es  ist  einleuchtend,  dafs  diese  zwei  Sum- 
men identisch  sind. 

Im  zweiten  Falle,  wenn  a  in  a-j-J«  übergeht,  so  geht 

db 

die  Granze  b  in  b  -4-      da  über,    und  aus  diesem  Grunde 

da 

wird  die  Summe  der  Wrerthe  von  jxdx  oder  das  Integral 
b 

fxdx  um  den  Wrerth  fxdx,  der  den  Werthen  x  =  b 


f. 


und  dxz=.*^-  .da  entspricht,  d.h.  um  fb  •  —  da  vergrößert. 
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da 

Zu  gleicher  Zeit  geht  die  Gränz©  v  in  a -f  —  da  über,  wo- 

da 

durch  das  Integral  nm  deu  Werth  Jxdx>  der  den  Wertheil 

da  dci 
x  =  a  und  dx  =  —  da  einspricht ,  oder  um  fa.—  du  ver- 

cla  da 

mehrt  wird.  Daher  wird  wegen  der  gleichzeitigen  Verände- 
rung der  beiden  Gränzen  a  und  b,  die  durch  die  Verände- 
rung von  a  hervorgebracht  wird,  das  Integral  um  das  Dif- 
ferential 

(db  „  da 

grofser  werden,  und  ebenso  wird  sein  Diflerentialcoefficient 
in  Beziehung  auf  «,  um  diesen  Coefficienten  in  Beziehung 
auf  da  vermehrt.  Addiert  man  Um  daher  zum  zweiten  Theile 
der  vorhergehenden  Gleichung,  60  hat  man 

J  *  J*d*  _   r   djx  db  da 

da    -Ja    lUdx  +  d^fb-aTa-Ia 

als  vollständigen  Wrerth  des  DifferenJialcoeflicienten  von/^* f'xdx. 

Ist  a  nicht  in  fx  enthalten,  ist  diese  Grüfsc  einer  der 
beiden  Granzen  b  oder  a  gleich,  und  hängen  diese  Gränzen 
nicht  von  einander  ab,  so  geht  dieser  Ausdruck  in 

dj     jxdx  dl  fxdx 

db     =  &  °dGr      U  da  =~fa 
über,  was  aufserdem  auch  an  und  für  sich  einleuchtend  ist. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  auch  bei  den  viel- 
fachen Integralen  anstellen,  deren  Diffcrcntialcoefficienten  in 
Beziehung  auf  eine  Gröfse,  die  man  anfanglich  als  constant 
betrachtet  hat,  man  ebenfalls  erhält,  wenn  man  unter  dem 
Integrationszeichen  differentiiert ,  und  zu  dem  Resultate  noch 
Glieder  hinzufügt,  die  von  den  Veränderungen  der  Gränzen 
abhängen,  wenn  diese  von  jener  Grofse,  die  nun  eine  Ver- 
änderliche geworden  ist,  abhängen. 

15. 

Die  Integralrechnung  giebt  die  Regeln  an,  vermöge  wel- 
cher man,   entweder  genau  oder  doch  näherungsweise,  die 

2 
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numerischen  Werlhc  der  bestimmten  Integrale  erhalten  kann, 
Seyen  diese  nun  einfache  oder  zusammengesetzte,  so  dafs  man 
eine  Aufgabe  als  gelöst  ansehen  kann ,  sobald  es  gelungen  ist, 
die  Unbekannten  durch  solche  Integrale  auszudrücken.  3\lan 
sagt  alsdann,  dafs  die  Aufgabe  auf  die  Quadraturen  zurück 
geführt  sey,  weil  einerseits  ein  vielfaches  Integral  nichts  Ande- 
res ist,  als  ein  mehrmals  wiederholtes  einfaches  Integral,  und 

ndererseits  ein  Integral         fxdx  immer  durch  ein  Quadrat 

vorgestellt  werden  kann,  welches  dem  Inhalt  einer  ebenen 
krummen  Linie  gleich  ist,  in  welcher  x  und  jx  die  Coordi- 
naten  irgend  eines  Punktes  sind,  und  a  und  b  die  Abscissen 
der  äufsersten  Punkte  vorstellen. 

Von  den  verschiedenen  Formeln,  die  man  anwendet,  um 
die  Näherungswerte  des  Integrals  /     fxdx  zu  berechnen, 

mJ  a 

will  ich  nur  die  folgende  anführen,  welche  voraussetzt,  dafs 

dfx 

die  Functionen  fx  und  zwischen  den  Granzen  a  und  b 

nicht  unendlich  grofs  werden. 

Mit  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen  setze  man 

dfx  d*fx 

dx-  =  fX>  d*Z  =  f** 
u.  8.  w.  Ferner  nehme  man  an,  dafs  die  Unterschiede  ,  J2 , 
(5j  u.  s.  w.  nicht  unendlich  klein  ,  sondern  blos  sehr  klein  sind  5 
man  setze  sie  alle  einander  gleich  und  bezeichne  ihre  gemein- 
schaftliche Gröfse  durch  dk,  so  erhalten  wir  nach  dem  Taylor- 
selten  Lehrsatze: 

F(a  +  t)  =  Fa  -f  tfa  +  i  d2fa  +  ... 

F(a+2#)  =  F(a  +  d)  +  fij(a  +  d)  +  i  cJ'2 f  (a  +  S)  + . . . 

F(a  +  3^=i^(ö  +  2^  +  #/(a+2*)+i^/(a+2<0+... 

F(a+nd)—F{a+,i#-  (a+nfi-fi)+  i&f{a+nd-g)+ . . . 

Setzt  man  daher  tid'z=zb —  a  und  nimmt  die  Summe  aller 
vorsiehenden  Gleichungen,  so  hat  man 

Fb—Fa=ä2J{a+iö)  +  W82/'(H**+«" 

wo  i  eine  ganze  Zahl  oder  Null  bedeutet,  und  die  Charak- 
teristik 2  die  Summen  anzeigt  ,  die  sich  auf  die  n  Wert  he 
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von  i  erstrecken,  die  zwischen  i=o  und  izzzn  —  1  ent- 
halten sind.  Nimmt  man  nach  einander  Jx  und  J'x,  J'x  und 
J2x  u.  s.  w.  statt  Fx  und  Jx ,  so  hat  man  auf  dieselbe  Weise 

Jb—fa  =  *2/  (a  +  i#)  +  i  d2  2/"  (a  +  ifi)  + . .'. 

fb—fa  =  i*fn  (a +  /())  +  .... 


Will  man  nun,  dies  vorausgesetzt,  die  Potenzen  von 
die  höher  sind  als  das  Quadrat,  in  dem  Werthe  von  Fb —  Fa 
vernachlässigen,  so  könnte  man,  vermöge  der  letzten  Glei- 
chungen 

if2/{a  +  H)  =  i  9{fb -Ja) -iÖ*(/b  -fa), 

i6S2f"(a  +  iä)  =  iö*(/'b-J'a) 
setzen,  und  hieraus  erhält  man 

Fb  —  Fa  =  <>2  f{a  +  ifi)  +  i  t(fb  —  fa)  —  T\P  (/'&  -fa) 
oder,  was  dasselbe  ist, 

Diese  Formel  wird  desto  genauer  seyn,  je  kleiner  der 
Unterschied  d  oder  J  (6  —  a)  ist,  und  in  demselben  Verhält- 
nis werden  aucli  die  Wrerthe  von  Jx  zwischen  den  Gränzen 
a  und  b  variieren.  In  den  meisten  Fällen  kann  man  auch 
das  Glied  vernachlässigen,  welches  von  d2  abhängt;  alsdann 
enthält  die  Formel  nur  Werthe  von  Jx,  die  in  Zahlen  gege- 
ben seyn  können,  ohne  dafs  die  Form  dieser  Function  be- 
kannt ist. 

16. 

In  der  Theorie  des  unendlich  Kleinen  betrachtet  man  die 
krummen  Linien  wie  Vielecke,  die  aus  einer  unendlich  grofsen 
Zahl  unendlich  kleiner  Seiten  bestehen.  Dies  setzt  voraus, 
dafs  die  Sehne  eines  unendlich  kleinen  Bogens  diesem  Bogen 
gleich  ist,  oder,  was  dasselbe  sagen  will,  dafs  das  Verhält- 
nis ihrer  Längen  als  der  Einheit  gleich  angenommen  werden 
kann;  dies  kann  man  auch  wirklich  auf  folgende  Art  beweisen: 

Sey  MmiriM  (Fig.  3)  ein  unendlich  kleines  Stück  einer 
krummen  Linie ;  man  ziehe  die  Sehnen  Mm ,  mm,  ?ri M'  und 
verlängere  die  dritte,  bis  sie  die  Verlängerung  MT  der  ersten 
in  dem  Punkte  K  trifft.    Da  der  Bogen  mm  gröfser  ist,  als 

2* 


die  Seime  mm,  und  kleiner  als  die  gebrochene  Linie  mKm, 
so  braucht  man  nur  zu  beweisen,  data  diese  Linie  und  diese 
Sehne,  die  beide  unendlich  klein  sind,  nur  um  ein  unendlich 
Kleines  eines  höheren  Ranges  von  einander  verschieden  sind, 
und  man  daher  ihr  Verhällnifs  der  Einheit  gleich  setzen  darf; 
um  so  mehr  wird  dies  alsdann  in  Beziehung  auf  den  Bogen 
mm  und  seine  Seime  wahr  seyn. 

Ist  nemlich  innerhalb  der  Länge  des  Bogens  Mmm  M' 
kein  besonderer  Punkt,  in  welchem  sich  die  Richtung  der 
krummen  Linie  plötzlich  ändert,  so  werden  die  Sehnen,  die 
von  einem  Punkte  der  krummen  Linie  nach  einem  anderen 
gezogen  werden,  Winkel  einscldiefsen ,  die  unendlich  wenig 
von  zwei  rechten  verschieden  sind.  Der  Winkel  TKM'  als 
Supplement  von  MKM!  wird  daher  unendlich  klein  seyn. 
Ich  werde  ihn  durch  d  bezeichnen,  und  setzt  man  ferner 

mK  =  a,  m  K  ~  b,  mm  =  c, 
so  hat  man  in  dem  Dreiecke  mKm   die  Gleichung 

c2=a2-\-b2  +  2ab.cosö, 
welche  man  auch  in  folgende  umändern  kann: 

c2=  (a  +  b)2  —  4  ab  sin  2  j d, 
indem  man  bemerkt,  dafs 

cosö*=i  —  2  sin2 J 6* 
ist.    Wir  haben  also 

(a  +  b)*-  (a  +  b)2  * 

Diese  Formel  drückt  das  Quadrat  des  Verhältnisses  der  Sehne 
mm  zur  gebrochenen  Linie  mKm  aus.  Niui  hat  man  aber 
aufserdem  noch 

4  ab  sa  —  6x  2 

und  Heraus  folgt,  dafs  der  Coefficient  von  sin2ieJ  nicht  un- 
endlich grofs  werden  kann,  wreil  er  immer  kleiner  als  die 
Einheit  ist.  Vernachlässigt  man  das  unendlich  Kleine  des 
zweiten  Ranges,  so  findet  man  daher,  dafs  das  Verhällnifs 
von  c  zufl-fi  der  Einheit  gleich  ist,  was  zu  beweisen  war. 

17. 

Da  die  krumme  Linie  wie  ein  Vieleck  von  unendlich 
vielen  Seiten  betrachtet  wird,  so  sind  die  Tangenten  die  Ver- 
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langerungen  seiner  uuendlich  kleinen  Seiten;  am  Punkte  3f, 
wo  die  Seite  Mm  ist,  ist  daher  die  Tangente  die  unbegränzte 
gerade  Linie  T  ' 31mT. 

Bezeichnet  man  durch  x,  y,  z,  die  drei  rechtwinkligen 
Coordinaten  des  Punktes  31,  so  sind  die  des  Punktes  m 

x-\-dx,  y-\-dy,  z-{-dz. 

* 

Nennt  man  ds  das  Element  der  krummen  Linie,  das  heifst 
seine«  Seite  31m,  so  sind  die  Differentiale  dx,  dy,  dvs ,  seine 
Projeclionen  auf  die  Axen  der  x,  y ,  z ;  bezeichnet  man  daher 
durch  a,  ß,  y,  die  drei  Winkel,  welche  die  Richtung  der 
geraden  Linie  MT  mit  den  Linien,  die  diesen  Axen  parallel 
durch  den  Punkt  M  gezogen  6ind,  einschliefst,  so  hat  man 

dx  dy  dz 

und  zugleich 

dx2  +  dy2  +  dz2  =  d**. 

Nimmt  man  nun  auf  der  krummen  Linie,  die  rtan  be- 
trachtet, einen  festen  Punkt  6'  an,  und  setzt  man  voraus,  dafs 
s  der  Bogen  CM  ist,  der  von  diesem  Anfangspunkte  aus  ge- 
zahlt wird ,  so  kann  dieser  Bogen  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche angesehen  werden,  von  welcher  x,  y,  z  Functionen 
sind,  die  durch  die  Gleichungen  der  krummen  Linie  gegeben 
sind.  In  diesem  Falle  ist  ds  positiv,  aber  dx,  dy,  dz,  und 
folglich  auch  cos«,  cos  ß,  cos  y  können  positiv  oder  negativ 
seyn.  Die  Winkel  a,  ß,  y,  beziehen  sich  immer  auf  die 
Verlängerung  31 T  der  Seite  Mm,  oder  auf  den  Theil  MmT 
der  Taugente;  die  Winkel,  die  sich  auf  den  anderen  Theil 
M  T*  beziehen ,  sind  die  Supplemente  von  «,  ß,  y  (f.  7). 

Da  die  Richtung  der  Tangente  am  Punkte  M  durch  die 
Gleichungen  (l)  bestimmt  ist,  so  kann  man  daraus  die  Glei- 
chung der  normalen  Ebene  desselben  Punktes  ableiten;  doch 
kann  man  diese  Gleichung  auch  unmittelbar  durch  folgende 
Betrachtung  finden: 

Sey  K  der  Halbmesser  einer  Kugel,  deren  Mittelpunkt 
im  Punkte  31  ist,  so  ist  die  Gleichung  desselben 

(*'  —  f)2 + (y '  -y)2 + («'  -  *)* = i 

wo  *  ,  y',  z  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kugel  vor- 
stellen.   Die  Gleichung  der  Kugel,  die  denselben  Halbmesser 
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hat,  und  dessen  Mittelpunkt  im  Punkte  ?n  liegt,  kann  aus 
der  vorhergehenden  abgeleitet  werdeu ,  wenn  man 

x  -f-  dx  ,  y  -J-  dy ,  z  -f-  dz 
bezüglich  au  die  Stelle  von  .v,  y,  z  setzt.     Zieht  man  diese 
zwei  Gleichungen  von  einander  ab,    und  vernachlässigt  die 
unendlich  kleinen  Grofsen  des  zweiten  Ranges,  so  erhalt  man 

(*  —  *0  dx  +  (y'  —  y)  dy  +  (*' — *)  dz  =  v , 
welche  Gleichung  dem  Durchschnitte  der  beiden  Kugelflächen 
angehört.  Da  dies  die  Gleichung  einer  Ebene  ist ,  deren 
Punkte  durch  die  Coordinalen  x,  y' ,  z  bestimmt  »erden,  so 
ist  sie  daher  die  Gleichung  der  Ebene  der  krummen  Linie, 
die  durch  den  Durchschnitt  gebildet  wird,  und  folglich  die 
Gleichung  der  normalen  Ebene,  weil  sich  die  beiden  Kugeln 
in  einem  Kreise  schneiden,  der  auf  der  Linie  lyrF\  die  durch 
ihre  Mittelpunkte  M  und  m  geht,  senkrecht  steht. 

Dividiert  mau  diese  Gleichung  durch  ds  und  berücksichtigt 
mau  die  Formeln  (l),  so  geht  sie  in  folgende  über: 

(*•'  —  .v)  cos  a  -j-  (y '  — y)  cos  ß  -f-  {z  —  z)  cos  y  —  o. 
Stellt  daher 

a  ix'  —  x)  +  b(y'  —y)  +  c(V  —  *)=  o 
die  Gleichung  einer  Ebene  vor,  die  durch  den  Punkt  gezogen 
ist,  dessen  Coordinaten  x,  y,  z  sind,  und  die  zugleich  senkrecht 
auf  der  geraden  Linie  steht,  deren  Richtung  durch  die  A Vin- 
kel a,  ß,  y  bestimmt  ist,  so  mufs  sie  mit  der  vorhergehen- 
den übereinstimmen,  es  mufs  daher 

a  zu  h  .  cos  et ,  b=zh.  cos  ß,   c  zzz  h  .  cos y 

seyn,  wo  h  einen  unbestimmten  Factor  andeutet.    Aus  der 

Gleichung  (l)  in  {.6  folgt  aber  überdies 

fl2  _|_  l%  +  c2  =  fc2 

woraus  sich  der  Werth  von  A,  abgesehen  von  dem  Zeichen, 
ergiebt.    Alsdann  hat  man 

a  o      b  _ ,  c 

cosaz=-,  cos/?=-,  cos/—     ,  (2) 

was  mit  den  bekannten  Formeln  übereinstimmt,  durch  welche 
man  die  Richtung  der  geraden  Linie,  die  auf  einer  gegebenen 
Ebene  seukrecht  steht,  bestimmt.  Das  Zeichen  von  h  bleibt 
unbestimmt,  weil  die  Winkel  u,  ß,  y,  sich  auf  den  einen  oder 
auf  den  anderen  Theil  der  geraden  Linie,  die  auf  den  zwei 
verschiedenen  Seilen  der  Ebene  liegen  ,  beziehen  können. 


Digitized  by  Google 


23 


18. 

Winkel  der  Contingcnz  nennt  man  den  unendlich 
kleinen  Winkel,  der  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Taugenten  enthalten  ist.  Sind  z.  B.  Mm  und  mm  (Fig.  4 ) 
zwei  auf  einander  folgende  Seiten  flpr  krummen  Linie,  so 
wird  dieser  Winkel,  am  Punkte  il/,  das  Supplement  von 
Mmm\  oder  der  Winkel  Ttnt  seyn ,  unter  welchem  die 
Tangente  Mm2f  von  der  folgenden  Tangente  mint  geschnit- 
ten wird.  Ich  werde  ihn  durch  d  bezeichnen.  ISimmt  man 
an,  dafs  die  Winkel  «,  ß>  y9  sich  immer  auf  die  Richtung 
MrV  beziehen,  und  bezeichnet  mau  durch  «',  ß,  y',  die  Win- 
kel, in  die  sie  vbergehen,  wenn  man  sie  auf  die  Richtung 
mt  bezieht,  so  \\\  man  vermöge  der  Gleichung  (2)  in  §.9 
sin  2tf=  1  — (cos  «.cos  u  +  cos  ßm  cos  ff  -f-  cos  y.  cos/)2. 
Nach  dem  Taylor'scheu  Lehrsatze  hat  man  auch 

cos  u  —  cos  «  -j~  d  •  c08  «  ~|"  i  d  2-  CÜS  «-{-••• 
cos  ß*  =  cos  ß      d .  cos  ß-\~ld  2.  cos  ^  -J-  . . . 
cos  /'  =  cos  ^  -|-  r/ .  cos  y  "f"  i  ^  2«  cos  ;/  -|-  . . . 
Substituiert  man  diese  Werthc  in  den  Werth  siu2d,  und 

berücksichtigt  die  Gleichung   -« *— • 

cos  2u  -J-  cos  2ß  -f-  cos  2y  =z  1 
und  sein  Differential 

cos  a  d  .  cos  et  -f-  cosß  d.  cosß  -f-  co&y  d.cosy  r=  o, 
so  sieht  man,  dafs  die  endlichen  Gröfseu  und  die  unendlich 
kleinen  des  ersten  Ranges  sich  aufheben,  so  dafs,  wenn  man 
die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  höheren  Ränge   als  des 
zweiten  vernachlässigt,  man  alsdann  erhält 

sin  2(?:=  —  (cos  a  cl2.  co6  a  +  cos  ß  d2.  cos  ß  -f-  cosy  d2.  cos  y). 
Differentiierl  man  die  vorhergehende  Gleichung,  so  hat  man 
aufserdem 

cos  et  d2  cos  «  -f-  cos  ß  d2,  cos  ß  -f-  cos  y  d2.  cos  y 
+  (d .  cos  c*)2  -f-  (d .  cos /?)2  +  (cl .  cos^)2  =  o , 
wodurch  der  Werth  von  sin2J  in  folgenden  übergeht: 

sin  2#=  (d.  cos  a)2  +  {d.  cos  ß)2  +  (d .  cos  y)2, 
welche  Gleichung  ebenfalls  den  Werth  von  ö2  ausdrückt,  weil  der 
Bogen  d,  als  ein  unendlich  kleiner,  seinem  Sinus  gleich  ist. 

Die  Differentiale  cos«,  cos/?,  cosy,  erhält  man  aus  den 
Formeln  (1)  des  vorhergehenden  J.  Läfst  man  die  unabhän- 
gige Veränderliche  unbestimmt,  so  hat  man 


d .  cos  a  =■ 
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ds2d2x—dxtds.d28 


ds* 
und  da 

ds2  =  dx*  +  df*  +  dz* 
dsd2s  =  djdtx  +  dyd2y  -f  dzd2z 
ist,  so  folgt  daraus 

d  .  C08  «  =  ^  (</j d*A?  —  f/^V)  +         (dzd2jC  —  5 

ebenso  findet  man 

d .  eos  ß  =  ^  (tf*^  dyrf2*)  -f  ^3  (tfsdV  —  fl^s)  , 

rf.  cos  y  =  ^  (darf2*  —  cfecPx)  +  ^  (^ffe2*  —  dzd2y). 

Nimmt  man  nun  die  Summe  der  Quadrate  dieser  drei  Wcrthe, 
so  findet  man,  nach  einigen  Rcduclionen,  dais  man  den  Werth 
von  sin2()f  oder  Ö2  unter  folgende  Form  bringen  kann: 

o*2  =zr  JL-  [(dxdfy  —  dy&z)*  +  (dzd2x  —  dxd2z)2 

Der  Ue^wlin^iffi  ist  derjenige,  der  zwei  auf 

einander  folgende  Seiten  mit  der  krummen  Linie  gemeinschaft- 
lich hat.  Am  Punkte  M  ist  dieser  Kreis  derjenige,  der  durch 
die  drei  Punkte  M,m,  m,  geht,  deren  Mittelpunkt  sich  im 
Durchschnitte  O  der  beiden  senkrechten  Linien  befindet,  dio 
in  der  Mitte  der  Linien  Mm  und  mm'  in  der  Ebene  dieser 
zwei  auf  einander  folgenden  Elemente  errichtet  sind,  und 
dessen  Halbmesser  die  gerade  Linie  mO  ist.  Werden  diese 
zwei  Elemente  gleich  grofs  angenommen,  so  thcilt  diese  gerade 
Linie  den  Winkel  Mmm'  in  zwei  gleiche  Theile.  Wir  kön- 
nen diese  Hypothese  annehmen,  ohne  fürchten  zu  müssen, 
dafs  hierdurch  der  Werth  von  mO  geändert  werde,  denn  es 
ist  leicht  zu  sehen,  dafs  das  numerische  Verhaltnifs  der  zwei 
unendlich  kleinen  Seiten  Mm  und  mm  nur  einen  unendlich 
kleinen  Einüufs  auf  die  Gröfsc  dieses  Halbmessers  haben  kann, 
der  daher  derselbe  bleibt,  man  möge  diese  beiden  auf  einan- 
der folgenden  Elemente  gleich  grofs  oder  nicht  gleich  grofs 
annehmen. 

Da  die  Lange  der  Seiten  Mm  und  mm  =  ds  ist,  so 
ist,  wenn  man  durch  q  die  Lange  der  Seite  mO  vorstellt, 
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die  Projeclion  von  q  auf  Mm  gleich  Je/*,  so  dafs  man  als- 
dann hat 

ids  —  Q  cos  MmOy 
und  da  'dieser  Winkel  Mmo  die  Hälfte  des  Supplements  von 
d  oder  =  £  ?r  —  i  #  ist ,  so  folgt  hieraus 

ids=  Q.swld  =  l  g£, 
wenn  man  den  Bogen       statt  dessen  Sinus  nimmt. 

Ist  daher  der  Krümmungshalbmesser  schon  ander- 
weitig bekannt,  so  hat  man  .  A 

~~  Q 

als  Werth  des  Contingcnzwinkels,  und  umgekehrt  erhält  man 
aus  dem  vorhergehenden  Werlhe  von  d2  den  Werth  von  q 

9  [(dxd2y—dyd2x)*+(dzd2x—dxd2z)2+^ 

19.  % 

Um  die  Beschaffenheit  der  krummen  Limo   in  irgend 
einem  Punlge^lfvollständig  kennen  zu  lernen,  mufs  man 
noch  seine  ^o?SliTTu7^ebene  bestimmen,  das  heilst,  die  Ebene, 
welche  die  zwei  auf  einander  folgenden  Seilen  Mm  und  mm 
enthält. 

Da  diese  Ebene  durch  den  Punkt  M  geht,  so  wird  man 
ihre  Gleichung  durch 

-x)  +  B(jy'  -y)  +  C(z'  -  z)  =o, 
wo  X  ,  y  ,  z    die  Coordinaten  eines  unbestimmten  Punktes 
der '  Ebene  sind ,  darstellen  können.     Da  nun  diese  Ebene 
auch  durch  die  Punkte  m  und  m  gehen  mufs ,  so  mufs  dem 
ersten  und  zweiten  Differentiale  dieser  Gleichung,  nemlich 

jidx'  +  Bdy'  +  Cdz'±=o 
Ad2x'  +  Bdy  -f-  Cd**'  =  o 
ebenso  wie  der  Gleichung  selbst ,   Genüge  geleistet  werden, 
wenn  man  x'=zx,  y' =y,  z  =z  setzt,  so  dafs  man  als- 
dann hat 

Adx  +  Bdy  +  Cdz  =  o 
Ad2x  +  Bd2y  +  Cd2z  =  o. 

Die  Werthc  von  A,  B,  C,  die  diese  beiden  Bedingungen 
erfüllen,  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 

C=  D(dxd2y  —  dyd2x) 
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B  =  D(dzd2x  —  dxcPz) 
A  =  D  \dyd2z  —  dzd2y) , 
wo  D  einen  unbestimmten  Factor  bedeulet^Substiluiert  mau 
diese  Ausdrücke  in  die  Gleichung   der  h euufi wrt&x\pE b en e, 
und  läfst  diesen  Factor,  der  allen  Gliedern  gemeinschaftlich 
ist,  weg,  so  erhält  man 

(s '  —  z)  {dxd2y  —  dyd2x)  +  (y '  —y)  (dzd2x  —  dxd2z) 
-f-  (x'  _     (rfy^  _  dzd2j)  =  o. 

?Jeimt  man  A,  /t,  p9  die  Winkel,  welche  die  auf  der 
lu^uJuSSM  l^l>ene  senkrecht  stehende  Linie  mit  den  Linien 
einschliefst,  die  durch  den  Punkt  M,  den  Axen  der  x ,  y,  z 
parallel,  gezogen  sind,  so  hat  man,  nach  den  Gleichungen  (2) 
im  $.17, 

cos  X  =  j  {dyd2z  —  dzd2y ) 
^  cos  p=:j(dzd2x  —  dxd2z)  }         ,  (3) 

cos  v=>y  {dxd2y  —  dyd2x) 

wenn  man  durch  h2  die  Summe  der  Quadrate  der.  drei  Zahler 
bezeichnet. 

Auf  dieselbe  Weise,  wie  man  im  Vorhergehenden  den 
Winkel  bestimmt  hat,  den  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
genten mit  einander  einschliefsen,  kann  man  auch  den  unend- 
lich kleinen  Winkel  bestimmen,  der  zwischen  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Normalen  enthalten  ist,  und  der  daher  der 
^  Winkel  seyn  wird,  den  zwei  auf  einander  folgende  «fce-eiik- 
*,^wv*2«4rS^lbenen  mit  einander  einschliefsen.  Bezeichnet  man  ihn 
durch  €,  so  hat  man,  nach  einer  Rechnung,  die  der  des  vor- 
hergehenden f.  ganz  ähnlich  ist, 

e2  =  (d .  cos  A)2  +  {d .  cos  /*)2  -J-  (d .  cos  v)2. 

20. 

Der  Mittel^njkt  des  Krümmungshalbmessers  O  ist  zu- 
gleich in  der  -feS^uKpemlifl  Ebene  und  im  Durchschnitte  der 
beiden  auf  einander  folgenden  normalen  Ebenen  enthalten, 
woraus  sich  ein  Mittel  ergiebt,  seine  Coordinäten  nach  den 
Gleichungen  dieser1  drei  Ebenen,  die  jetzt  bekannt  sind,  zu 
bestimmen. 
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Die  Gleichung  der  normalen  Ebene  im  Puncle  AI  ist  (f.  17) 
'(*'  —  *)  rf*  -f      —  j)  tfj-f  (V  — x;)      —  o ; 
man  erhält  dalicr  tlie  der  folgenden  Ebene,  wenn  man 

x+dx,  y  +  dy,  z+dz 
bezüglich  statt  x,  y}  z  setzt,    dalier  gcliürt  "das" Ttitfefential 
der  ersten  dieser  beiden  Ebenen,  in  Beziehung  auf  x,  y>  z 
genommen,  nein  lieh 

(*'  —  x)  d2x  +  (y'  —y)  d2y  +  (z  —  z)  d2z  —  ds2, 
üirem  Durchschnitte  an. 

Aus  diesen  zwei  Gleichungen  findet  man 
(x  —  x)  (dxd2y—dyd2x)  =  (z  —z)  (dyd2z—dzd2y)—ds2dy 
CT'— 7)  (dyd2x  —  dxd2y)  =  (z—z)  {dxd2z—dzd2x)^-d82dx 
^und  hieraus  findet  man,  mit  Hülfe  der  Gleichung  der-feerrür. 
^tnu\j&k-  Ebene , 

'     *'  —  *  =  £-4  \dy  (dyd2z  —  dzd2y) 

—  dx  (dzd2x  —  dxcPz)] , 

indem  man,  der  Kürze  halber,  durch  q  denselben  Werth  be- 
zeichnet, wie  in  f.  18. 
Ebenso  findet  man 

y—y  =£i  [dx(dxd2y  —  dyd2x) 

—  dz  (dyd2z  —  dzd2y)] , 

x'  —  #  =       [dz  (dzd2x  —  dxd2z) 

—  dy  (dxd2y  —  dyd2x)] , 
wodurch  man  den  Werth  der  drei  Coordinaten  x,  y,  z  des 
Mittelpunktes  des  Rrümmungshalbmessers   und  folglich  auch 
die  Richtung  der  Krümmung  erfahrt,  während  der  Halbmesser 
der  Krümmung  nur  ihre  Gröfse  angiebt. 

Addiert  man  die  Quadrate  der  Werthe  von  x—  x,  y—y, 

z'  .z,  und  nimmt  die  gehörigen  Reductionen  vor,  so  erhält  man 

O'  —  x)2  +  Cr'  -y)2  +  {z'  —  z)2  =  (>2] 
woraus  folgt,  dafs  die  Gröfse  q  der  Abstand  des  Punktes  O 
vom  Punkte  M,  oder  der  Krümmungshalbmesser  il/O  ist,  wie 
dies  auch  schon  früher  gefunden  wurde. 

21. 

Die  Formeln  der  fünf  vorhergehenden  Paragraphen  ent- 
halten Alles,  was  sich  auf  die  Richtung  und  die  Krümmung 
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irgend  einer  Linie  bezieht,  scy  sio  nun  eine  ebeno  oder  eine 
Linie  doppelter  Krümmung.  Betrachtet  man  irgend  eine  Ober- 
jläche^somufs  man  auch  ihre  Krümmung  und  die  Richtung 
der  IwniTu' offien  Ebene  berücksichtigen.  Was  die  Krümmung 
betrifft,  so  verweise  ich  auf  die  Abhandlung,  die  ich  über 
diesen  Gegenstand  in  dem  2  taten  Cahier  des  Journal  de  PEcolo 
polytechnique  gegeben  habe;  hier  werde  ich  mich  nur  mit 
dem  beschäftigen,  was  die  berührende  Ebene  und  die  Normale 
betrifft. 

Hat  man  einen  Punkt  M,   dessen  Coordinaten  x9  y,  z 
sind,  so  kann  die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  durch 

A  (*'  —  x)  +  B  (y '  —y)  +  C{z'  —  *)  =  o 
dargestellt  werden,  wo  x',  y\  z  die  Coordinaten  eines  bette-,  . 
bigen  Punktes  derselben  bedeuten.  Diese  Ebene  mufs  alsdann 
auch  durch  einen  anderen  Punkt  Mr  der  Oberfläche  gehen, 
der  dem  Punkte  M  unendlich  nahe  ist;  man  mufs  daher  die- 
ser Gleichung  Genüge  leisten  können,  wenn  man  x  z=x  -\-dxy 
y  =z  y  -|-  dy,  z  =  z  -f-  dz  setzt,  oder  wenn  man  sein 
Differential  in  Beziehung  auf  x'f  yr,  z  nimmt,  und  alsdann 
x ,  y,  z  an  die  Stelle  dieser  Veränderlichen  setzt.  Folglich 
hat  man 

Adx  -f-  Bdy  -}-  Cdz  =  o. 

Dio  Gleichung  der  Oberfläche  giebt 

dz=pdx-\-  qdy , 
wo  p  und  q  bekannte  Functionen  von  x,  y,  z  bedeuten. 

Die  vorhergehende  Gleichung  geht  daher  in  folgende  über: 
(A+pC)dx  +  (B  +  q  O  dy  —  o , 
und  da  sie  für  alle  Richtungen  der  geraden  Linie  MM'  gültig 
seyn  mufs,  das  heifst  für  alle  Verhältnisse,  die  man  zwischen 
(Ix  und  dy  bilden  kann ,  so  mufs  man  jeden  Coefficienten  die- 
ser Differentiale  für  sich  =  o  setzen ,  hierdurch  erhält  man 

A  +  pC  =  o,  B  +  qC=o. 
Hieraus  finde  ich  die  Werthe  von  A  und  B,  substituiere  sie 
in  die  Gleichung  der  berührenden  Ebene,  und  lasse  den  ge- 
meinschaftlichen Factor  C  weg.    Dies  giebt 

*  —  p(x'—x'j—q(y'—y)=zo. 
Sind  a,  b,  c  die  Winkel,  die  die  Normale  am  Punkte  M  mit 
den  Verlängerungen  der  Coordmatcn  x,  r,  z  einschliefst,  so 
hat  man,  nach  den  Gleichungen  (2)  des  f.  17, 
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tos  a=  — 


cos  b  ~   — —   >  (4) 


cos  c  =  — 


1 


Das  Wurzelzeichen  wird  in  diesen  drei  Formqjit  positiv 
oder  negativ  seyn,  je  nachdem  der  Theil  der  Normale,  den 
man  betrachten  will,  einen  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  c 
mit  der  geraden  Linie  einschliefst,  die  durch  den  Punkt  AI, 
nach  der  Richtung  der  positiven  z  gezogen  ist. 

Nennt  man  co  das  Element  der  Oberfläche,  dessen  Pro- 
jcclion  auf  die  Flache  der  x  und  y  den  Werth  dx .  dy  hat, 
so  hat  man 

dx  .  dy  =  r*r  co  cos  c , 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  Je  nach- 
dem c  ein  spitzer  oder  stumpfer  Winkel  ist;  da  dieses  Ele- 
ment nach  jeder  Richtung  unendlich  klein  und  in  der  berüh- 
renden Ebene  enthalten  ist,  deren  Neigung  gegen  die  Ebene 
der  x  und  y  der  Winkel  c  oder  sein  Supplement  ist,  und 
der  Lehrsatz  des  f.  10  auch  für  die  Protection  einer  ebenen 
unendlich  kleinen  Oberfläche  gültig  ist. 
Hiernach  hat  man 

co  =  dxdy  V  1+  p2  +  q2, 
wo  man  die  Wurzelgröfse  immer  positiv  nehmen  mufs. 

Scy  L  eine  gegebene  Function  von  x ,  y,  z;  man  be- 
zeichne durch 

L  =  o 

die  Gleichung  der  Oberfläche,  die  man  betrachtet;  differen- 
tiiert  man  sie  nach  einander  in  Beziehung  auf  x  und  in  Be- 
ziehung auf  y,  so  hat  man 

dL  i£~0 

dx  dz 

dL  dL 

Entwickelt  man  hieraus  die  Werlhe  von  p  und  </,  und 
substituiert  sie  in  die  Gleichung  der  berührenden  Ebene,  so 
nimmt  dieso  die  Form 
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an.    Zu  gleicher  Zeit  verwandeln  sich  die  Formeln  (4)  in 

rKdTj         .       rr  dfj  r,  dL     .  N 

cosa=zr>  — ,  cos  b  —  y.  vosc=zr.—,  (5) 

rfji;  </y  c/s 

wenn  man,  zur  Abkürzung, 

[(£>'+<£)*+(£)']-<='  ; 

setzt. 


Ich  will  hier  eine  Bemerkung  mittheilen,  die  dazu  dienen 
kann,  analoge  Formeln,  die  verschiedenen  Axcn  entsprechen, 
zu  bewahrheiten  oder  aus  einander  abzuleiten. 

Man  nehme  an,  dafs  bei  irgend  einer  Frage  Alles  in 
Beziehung  auf  die  drei  Coordinatenaxen  x,  y,  z  gleich  sey. 
Hat  mau  eine  Gleichung  X  =  o,  die  sich  auf  die  Axe  der  x 
bezieht,  so  wird  es  eine  ähnliche  Y=o  geben,  die  der  Axe 
der  y  entspricht,  und  eine  dritte  Z  —  o,  die  sich  auf  die 
Axe  der  z  bezieht.  Die  zwei  anderen  Gleichungen  Y  =  o, 
Z—o  wird  man  durch  einfache  Vertausch ungen  der  Buch- 
staben aus  der  ersten  X  =  o  ableiten  können.  Diese  Ver- 
tauschungen müssen  aber  auf  folgende  Weise  ausgeführt  werden : 

Man  setzt  in  X  alle  Gröfsen ,  die  sich  auf  die  Axe  der 
x  bezteheu,  an  die  Stelle  aller  analogen  Grüfsen,  die  der  Axe 
der  y  entsprechen,  alsdann  diese  wieder  an  die  Stelle  aller 
derer,  die  der  Axe  der  z  entsprechen,  und  endlich  diese  letz- 
ten Gröfsen  an  die  Stelle  der  ersten,  die  der  Axe  der  x  ent- 
sprechen. C*M.. 

Durch  diese  umgehende  Veiiauschung  leitet  man  Z 
aus  X  ab.  Durch  eine  zweite  ähnliche  Vcrlauschung,  die 
man  an  Z  ausführt,  erhält  man  Y,  und  durch  eine  dritte 
ähnliche  Vertauschung,  die  mau  an  Y  ausführt,  erhält  man 
wieder  X. 

Hat  man  es  z.  B.  mit  den  Gleichungen  (3)  des  §.  19  zu 
ihun ,  von  welchen  die  erste  der  Axe  der  x,  die  zweite  der 
Axe  der  y  und  die  dritte  der  Axe  der  z  entspricht,  so  schreibe 
ich  auf  dieselbe  Linie,  aber  in  zwei  getrennten  Abiheilungen, 
die  Coordinalen  x,  y,  z  und  die  Winkel  A,  /#,  p9  die  ihnen 
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bezüglich  entsprechen;  ulstlaim  selze  ich  dieselben  sechs  Crü- 
fsen,  ebenfalls  in  zwei  Abtheilungen,  auf  eine  zweite  Linie 
und  in  einer  verscluedenen  Ordnung,  so  dafs  man  hat 

x,  y9  *f  A,  fty  v, 
z,  x,  y,        Vi  Xy  /f. 

Alsdann  vertausche  ich  in  der  ersten  Gleichung  (3)  jede 
Grüfse  aus  der  ersten  Linie  mit  der  entsprechenden  Gröfse 
aus  der  zweiten.  Durch  diese  Vertauschnng  wird  h  nicht 
geändert  werden,  und  man  erhalt  die  dritte  Gleichung.  Ich 
setze  nun  von  Neuem  in  dieser,  die  Gröfsen  aus  der  unleren 
Linie  art  die  Stelle  derer,  die  ihnen  in  der  oberen  Linie  ent- 
sprechen, Dies  giebt  die  zweite  Gleichung  (3),  verfährt  man 
nun. au f_ dieselbe  Wcisx . Jlüljieser  Gleichung,  so  findet  man 
die  erste  Gleichung  wieder,  von  welcher  man  ausgegangen  ist. 

Jede  dieser  Operationen  kommt  auf  eine  Aenderung  der 
Coordinatenaxen  zurück,  indem  man  zuerst  die  Axen  der  x 
und  der  y  sich  in  ihrer  Ebene  umdrehen  laist,  so  dafs  die 
Axe  der  positiven  *  auf  die  Axe  der  positiven  y  fällt,  und 
letztere  wieder  auf  die  Axe  der  negativen  x ;  alsdann  dreht 
man  wieder  diese  Axe  der  positiven  y  aus  der  Lage,  die  sie 
nunmehr  einnimmt,  und  die  Axe  der  zf  so  dafs  die  erstere 
auf  die  Axe  der  positiven  z  und  letztere  wieder  auf  die  ur- 
sprüngliche Axe  der  positiven  x  fällt ,  so  dafs  zuletzt  jede 
Axe  der  positiven  Coordinaten  die  Stelle  einer  anderen  Axe 
der  positiven  Coordinaten  eingenommen  hat.  Dies  ist  der 
Grund,  weswegen  sich  die  Gleichungen,  die  sich  auf  die  drei 
Coordinatenaxen  beziehen,  durch  einfache  Vertauschungen  der 
Buchstaben  aus  einander  ableiten  lassen,  was  nicht  der  Fall 
seyn  würde,  wenn  man  nicht  gleichzeitig  die  drei  Coordina- 
ten und  die  Gröfsen,  die  sich  auf  dieselben  beziehen,  auf  die 
angegebene  Weise  vertauschen  winde. 

*  23. 

Es  möge  hier  noch  eine  allgemeine  Bemerkung  Platz  fin- 
den, mit  welcher  ich  diese  Einleitung  schlicfsen  werde. 

Die  Gleichungen,  die  im  Folgenden  vorkommen  werden, 
enthalten  abstracle  Zahlen,  wie  z.B.  die  Zahl  st,  die  Loga- 
rithmen, die  trigonometrischen  Functionen  u.  s.w.;  aufserdem 
kommen  in  denselben  auch  andere  Gröfsen  verschiedener  Art 
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vor,  die  ebenfalls  durch  Zahlen  .auegedrückt  werden,  die  ihr 
Verhältnifs  zu  willkührlich  gewählten  Einheilen  ausdrücken, 
wobei  es  sich  von  selbst  verstellt,  dafs  jede  Einheit  für  alle 
Grüfsen  derselben  Art  dieselbe  seyn  mufs.  Aendert  man  aber 
die  Grüfse  einer  oder  mehrerer  Einheiten,  so  werden  sich 
die  Zahlen,  welche  die  entsprechenden  Grüfsen  ausdrücken,  im 
umgekelirten  Verhältnisse  dieser  Grüfse  andern,  und  ungeach- 
tet dieser,  durchaus  freiwilligen  Acndcrung  werden  die  Glei- 
chungen, die  sie  enthalten,  noch  immer  fortbestehen  müssen. 
Es  ist  daher  nöthig,  dafs  die  Form  dieser  Gleichungen  ge- 
wisse Bedingungen  erfülle,  die  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht 
zu  bewahrheiten  sind,  und  die  man,  in  der  ausgedehntesten 
Auffassung,  die  Bedingungen  der  Homogenität  der  Gr ü- 
fsen  nennt.  Jede  Gleichung,  die  ihnen  nicht  Genüge  leistet, 
wird  eben  deswegen  ungenau  seyn,  und  mufs  verworfen 
werden. 

Bezeichnet  man  z.  B.  durch  F  eine  gegebene  Function, 
so  nehme  man  au,  es  sey 

F(f,f...  I,  m,  m',  t,  t',  )=o;  (a) 

wo  /,  ....  Kräfte,  l,  V,  ....  Linien,  m,m,  ....  Massen, 
t,  t'  ....  Zeiten  bezeichnen.  Stellt  man  durch  n,  ri,  n  ',  ri" 
abstracto  Zahlen  vor,  und  vermindert  man  zu  gleicher  Zeit 
die  Einheit  der  Kraft  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  n ,  die 
Einheit  der  Länge  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  die 
Einheit  der  Masse  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  //',  die 
Einheit  der  Zeit  in  dem  Verhältnisse  von  eins  zu  ri" ,  so 
gehen  die  Zahlen  f,  f ,  ...1,1',  ...  m,  m  ,  ...  t,  t'  ...  in 

nj,  nj  . . .  n  l,  n  L  ,  ...  n  m,  n  m   ...  n  t,  n  t  ... 

über,  und  die  Gleichung  (a)  wird  immer  statt  haben  müssen, 
das  heilst,  man  wird  noch  immer  haben  müssen 

F(rif,  nf ...  n'l,  riV ....  ri'm,ri'm ...  ri"t,  ri"  t' ,  ,,.)  =  o, 

was  auch  immer  n,  ri,  ri' ,  ri"  seyn  mügen.  Würde  die  Glei- 
chung (a)  Oberflächen  s,s'  ...  und  Volumina  v,  v  ent- 
halten, so  müfsten  ihre  Dimensionen  auf  dieselbe  Einheit 
bezogen  werden,  wie  die  der  Linien  1,1'...,  und  die  Gröfsen 
ä,«'...  v,v  ...  würden  folglich  durch  die  Acnderung  dieser 
Einheit  in  n'2s,  ri2s'  ...  ri5y,  ri*v  übergehen. 
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Die  Gleichung  in  f.  18,  die  den  Werth  von  q  angiebt, 
leistet  offenbar  dieser  Bedingung  Genüge;  denn  sie  enthalt 
nur  endliche  oder  unendlich  kleine  Linien 

g ,  ds,  dxy  dy,  dz,  d2x ,  d2yy  d2*. 

Verändert  man  nun  die  "Längeneinheit,  und  multipliciert ,  -wie 
eben  gesagt  wurde,  jede  dieser  Linien  durch  dieselbe  Zahl  n, 
so  verschwindet  diese  Zahl,  und  die  Gleichung  bleibt  unver- 
ändert. Die  in  demselben  {.  vorkommende  Gleichung,  von 
welcher  der  Werth  von  d2  abhängt,  leistet  ebenfalls  der 
Bedingung  der  Homogeneität  Genüge ,  indem  man  nur  zu  be- 
merken braucht,  dafs  ö2  eine  abstracte  Zahl  ist,  die,  eben  so 
wenig  wie  dieser  Werth,  sich  mit  der  Grüfse  der  linearen 
Einheit  ändert.  * 

Es  ist  nicht  möglich,  daf3  die  Gleichung  (a)  nur  eine 
Gröfse  einer  Gattung  enthalte;  enthält  sie  deren  zwei,  z.B. 
zwei  Kräfte  f  und  /',  und  man  lüfst  sie  in  Beziehung  auf 
eine  derselben  auf,  wodurch  man 

f  —  F(f,  m,  rri  . . .  t,  t' . ..) 

erhält,  so  mufs,  wegen  der  Homogeneität  der  Gröfsen,  /  ein  . 
gemeinschaftlicher  Factor  aller  Glieder  der  neuen  Function  F 
seyn,  oder,  mit  anderen  Worten,  es  mufs 

f  =  Nf 

seyn,  wo  N  einen  Factor  bedeutet,  der  keine  Gröfse  von 
derselben  Gattung,  wie  f  und  f  >  enthält,  und  sich  nicht  mit 
der  Einheit  der  Kraft  ändert. 

Zuweilen  wird  es  scheinen,  als  habe  das  Princip  der 
Homogeneität  nicht  statt,  weil  man  als  Einheit  der  Kraft  eine 
der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  oder  als  Einheit  der  Linie 
den  Abstand  zweier  materieller  Punkte,  mit  welchen  man 
sich  beschäftigt,  oder  als  Einheit  der  Masse  die  einer  der 
Körper,  die  in  der  Aufgabe  vorkommen  u.  s.  w.,  genommen 
haben  wird.  Aendert  man  aber  alsdann  diese  Einheiten  will- 
kührlich,  und  wird  die  Kraft,  die  Linie,  die  Masse,  die 
Zeit,  die  man  vorher  als  Einheit  angenommen  hatte,  nun 
durch  (p,  X,  fi9  &  ausgedrückt,  so  gehen  die  anderen  Grö- 
fsen dieser  verschiedenen  Gattungen,  die  in  der  Gleichung  (a) 
vorkommen,  in 
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ff  IV         mm  t  t' 

über,  man  mufs  also 

haben,  und  diese  Gleichung  kann  man  auch  auf  folgende 
Weise  schreiben:  , 

Fi  (9,  f)f  •••  Xf  lf  V      ft,  m9  m  ...  &y  t,  t'  . . .)  =  o. 

Diese  letztere  mufs  nun  dem  Gesetze  der  Homogeneilat 
Genüge  leisten;  jF\  bezeichnet  hier  eine  Function,  die  man, 
in  jedem  Falle,  aus  der  gegebenen  Gleichung  F  ableiten 
kann. 
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Erstes  Buch 


Statik. 

Erster  Theil. 


Erstes  Kapitel. 

Von  der  Zusammensetzung  und  dem  Gleichgewichte  der  Kräfte,  die 

an  denselben  Punkt  angebracht  sind. 

24. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  der  gleichzeitigen  Wirkung 
mehrerer  Kräfte  unterworfen  ist,  die  sich  nicht  im  Gleichge- 
wichte halten,  so  bewegt  er  sich  nach  einer  bestimmten  Rich- 
tung, und  man  kann  die  Bewegung,  die  er  annimmt,  einer 
einzigen  Kraft  zuschreiben,  die  nach  dieser  Richtung  wirkt. 
Diese  Kraft  ist  das,  was  man  die  Mittelkraft  der  Kräfte 
nennt,  die  den  beweglichen  Körper  fortgetrieben  haben,  und 
diese  Kräfte  selbst  nennt  mau  die  Seitenkräfte  der  erste- 
ren.  Wird  die  Mittelkraft  in  dem  ihrer  Richtung  entgegen- 
gesetzten Sinne  angebracht,  so  hält  sie  den  Seitenkräften  da* 
Gleichgewicht,  weil  sie  dem  Körper  eine  Bewegung  mitzu- 
theilen  sucht,  die  derjenigen  gleich  und  entgegengesetzt  ist, 
die  er  durch  die  gleichzeitige  Wirkung  der  Seitenkräfte  erli  al- 
ten würde,  und  weil  eben  deswegen  kein  Grund  vorhanden 
ist,  weswegen  er  sich  eher  nach  der  einen  als  nach  der  an- 
deren Seite  bewregen  sollte. 

Sind  alle  Seitenkräfte  nach  derselben  geraden  Linie  ge- 
richtet, und  wirken  sie  alle  in  demselben  Sinne,  so  folgt  aus 
der  Ansicht,  die  wir  über  das  Maafs  der  Kräfte  gegeben 
haben  (f.  5),  dafs  die  Mittelkraft  ihrer  Summe  gleich  seyn 
wird.  Wird  der  bewegliche  Körper  durch  zwei  Kräfte  ge- 
trieben, die  sich  gerade  entgegengesetzt  sind,  so  kann  man 
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die  gröfsere  in  zwei  andere  zerlegen,  von  welchen  die  eine, 
die  der  kleineren  gleich  ist,  durch  diese  aufgehoben  wird; 
die  andere,  die  dem  "Ueberschusse  der  grüfseren  über  die 
kleinere  gleich  ist,  wird  die  Mittelkraft  seyn.  Aus  diesen 
zwei  Sätzen  kann  man  die  Folgerung  ziehen,  dafs,  wenn 
man  eine  Anzahl  von  Seilenkräften  hat,  die,  theils  nach  einer 
geraden  Linie,  theils  in  entgegengesetztem  Sinne  nach  deren 
Verlängerung  gerichtet  sind,  alsdann  die  Mittelkraft  der  Summe 
derjenigen,  die  in  einem  Sinne  wirken,  weniger  der  Summe 
derer,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  gleich  seyn  wird, 
und  dafs  sie  in  dem  Sinne  der  grüfseren  Summe  wirken  wird. 
Wenn  beide  Summen  gleich  sind,  so  wird  die  Mittelkraft  Null 
seyn,  und  die  gegebenen  Kräfte  werden  sich  im  Gleichge- 
wichte halten. 

25. 

Es  giebt  noch  einen  anderen  Fall,  in  welchem  man  eben- 
falls sehr  leicht  die  Grüfse  und  Richtung  der  Mittelkraft  be- 
stimmen kann. 

Seyen  MA,  MB,  MC  (Fig.  5)  die  Richtungen  der  drei 
gleichen  Kräfte,  die  an  den  Punkt  M  angebracht  sind;  man 
nehme  an,  dafs  diese  drei  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthal- 
ten sind,  und  dafs  die  drei  W  inkel  AMB ,  BMC,  CMA 
einander  gleich  oder  alle  drei  einzeln  —  120°  sind.  Der  Punkt 
M  wird  daher  im  Gleichgewichte  bleiben,  denn  es  ist  kein 
Grund  vorhanden,  weswegen  er  aus  der  Ebene,  in  welcher 
die  drei  Kräfte  liegen,  heraus  gehen  sollte,  noch  warum  er 
sich  eher  in  dem  einen  als  in  dem  andern  der  erwähnten 
Winkel  bewegen  sollte.  Jede  der  drei  Kräfte  wird  daher  der 
Mittelkraft  der  beiden  übrigen  gleich  und  entgegengesetzt  seyn. 
Nimmt  man  nun  auf  den  Richtungen  MA  und  MB  zweier 
dieser  Kräfte  gleich  grofse  Linien  MG  und  MH,  um  ihre 
Gröfse  vorzustellen,  und  bildet  man  die  Raute  GMHK,  so 
wird  die  Diagonale  MK  auf  die  Verlängerung  MD  der  Linie 
MC  fallen;  der  Winkel  MGK  wird  60°  betragen,  so  wie 
auch  jeder  der  zwei  anderen  Winkel  desselben  Dreiecks,  wel- 
ches ein  gleichseitiges  seyn  wird.    Man  hat  daher 

MK  =z  MG, 

folglich  stellt  die  Diagonale  MK  der  Raute,  die  aus  den  zwei 
Kräften  MG  und  MH  construiert  worden  ist,  die  Mittelkraft 


37 


dieser  zwei  Kräfte,  sowohl  der  Grüfse  als  der  Richtung  nach, 
vor. 

Dieser  Satz  ist  in  einem  anderen  enthalten,  den  wir 
nun  zuerst  für  den  Fall  beweisen  wollen,  wenn  zwei  gleiche 
Kräfte  gegeben  sind,  deren  Richtungen  einen  beliebigen  Win- 
kel mit  einander  einschliefsen,  und  den  wir  nachher  auf  un- 
gleiche Kräfte  ausdehnen  werden. 

• 

26. 

Die  Mittelkraft  zweier  gleicher  Kräfte  theilt  jedenfalls 
den  Winkel,  der  zwischen  ihren  Richtungen  enthalten  ist, 
in  zwei  gleiche  Theile;  denn  es  ist  kein  Grund  vorhanden, 
warum  sie  sicli  der  einen  dieser  zwei  Kräfte  mehr  nähern 
sollte  als  der  anderen,  noch  warum  sich  ihre  Richtung  eher 
nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  von  der  Ebene 
entfernen  sollte,  in  welcher  diese  Kräfte  enthalten  sind.  Die 
Richtung  dieser  Mittelkraft  ist  daher  bekannt,  und  wir  haben 
nur  noch  ihre  Grüfse  zu  bestimmen. 

Um  diese  zu  finden,  nehme  man  an,  es  seyen  MA  und 
MB  (Fig.  6)  die  Richtungen  der  Seitenkräfte,  ,deren  gemein- 
schaftlicher Werth  durch  P  dargestellt  wird.  Sey  2x  der 
Wrinkel  AMB  und  MD  die  Richtung  der  Mittelkraft,  so 
dafs  man  hat 

AMD  =  BMD  =  x. 

Die  Grüfse  der  Mittelkraft  kann  nur  von  den  Grüfsen  P 
und  x  abhängen,  bezeichnet  man  sio  durch  R,  so  hat  man 

R  =  J  (P,  *> 

In  dieser  Gleichung  sind  R  und  P  die  einzigen  Gröfsen, 
deren  numerischer  W^erth  sich  mit  der  Einheit  der  Kraft  än- 
dert; nach  dem  Gesetze  der  Homogcneität  der  Grüfsen  ({.23) 
mufs  daher  die  Function  f  (P,  x)  die  Form  Pcpx  haben. 
Man  hat  also 

R    =  PffXy 

und  die  Frage  kommt  darauf  zurück,  die  Form  der  Function 
(px  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehe  ich  willkührlich  durch  den 
Punkt  M  die  vier  Linien  MA' ,  MA",  MB',  MB",  ich 
nehme  an,  dafs  die  vier  Winkel  ÄMA,  A"  MA,  B' MB, 
B"  MB  unter  einander  gleich  sind,  und  stelle  jeden  derselben 
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durch  z  vor.  Ich  zerlege  die  Kraft  P,  die  nach  MA  gerich- 
tet ist,  in  zwei  gleiche  Kräfte,  die  nach  MA'  und  MA"  ge- 
richtet sind,  das  heifst,  ich  betrachte  P  als  die  Mittelkraft 
zweier  gleicher  Kräfte,  deren  Werth  unbekannt  ist,  und  die 
nach  den  Richtungen  MA'  und  MA"  wirken;  bezeichnet 
man  diesen  Werth  durch  Q,  so  hat  man 

P=Q<Pz, 

denn  es  mufs  zwischen  den  Gröfscn  P,  Q,  z  dasselbe  Ver- 
hältnils bestehen,  wie  zwischen  den  Grüfsen  R,  P,  x.  Ebenso 
zerlege  ich  die  Kraft  P,  die  nach  MB  gerichtet  ist,  in  zwei 
Kräfte  Q,  die  nach  MB'  und  MB"  gerichtet  sind.  Auf  diese 
Weise  sind  die  zwei  Kräfte  P  durch  die  vier  Kräfte  Q  er- 
setzt, folglich  mufs  die  Mittelkraft  der  letzleren,  sowohl  der 
Grüfse  als  der  Richtung  nach,  mit  der  Kraft  R  zusammen- 
fallen, die  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  P  ist. 

Nennt  man  aber  Q'  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  Q, 
die  nach  MA'  und  MB'  gerichtet  sind,  und  bemerkt,  dafs 

A'MD  =  B' MD  ~  x  —  z 
ist,  so  wird  diese  Kraft  Q'  nach  MD  gerichtet  seyn,  und 
man  hat 

Q'  =  Q  <r  {x  -  z). 

Ebenso  wird  auch  die  Mittelkraft  der  beiden  anderen 
Kräfte  Q  nach  MD  gerichtet  seyn,  weil  diese  gerade  Linie 
auch  den  Winkel  A"  MB"  in  zwei  gleiche  Theiie  Üteilt, 
und  da 

A"MD  =z  B"MD  =  x  +  z, 

so  hat  man 

Q"  —  Qv  {*  +  *), 

wo  Q"  diese  zweite  Mittelkraft  bedeutet.  Da  die  zwei  Kräfte 
Q'  und  Q"  nacli  derselben  geraden  Linie  MD  gerichtet  sind, 
so  wird  ihre  Mittelkraft,  die  zugleich  die  der  vier  Kräfte  Q 
ist,  ihrer  Summe  gleich  seyn;  mau  mufs  daher  auch 

R  =  Q'  +  Q" 
haben.    Man  hat  aber  auch  schon 

R  =z  P(fX  =  QffZffX. 

Substituiert  man  nun  diesen  Werth  von  R  und  die  Werthe 
von  Q  und  Q  in  die  vorhergehende  Gleichung,  und  unter- 
drückt den  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Factor  Q,  so 
hat  man 

(f  X.(fZ  =.  (fj  (X  -f-  Z)  +  ff  (x  —  z)  (1) 
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Dies  ist  die  Gleichung,  die  wir  auflösen  müssen,  um  daraus 
den  Werth  von  rpx  abzuleiten. 

27. 

Zuerst  bemerkt  man,  dafs  man  dieser  Gleichung  Genüge 
leistet,  wenn  man 

=  2  cos  ax 

setzt,  wo  a  eine  willkührliche  Constante  ist,  so  dafs  man  zu 
gleicher  Zeit 

tpz  ==  2  cos  az 
tp  (x  -f-  z)  =r  2  cos  a  {x  -f-  z) 
(p  (x  —  z)  =  2  cos  a  (x  —  z) 
hat ;  substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (1) ,  so 
erhält  man  wirklich  die  bekannte  Gleichung 

2  cos  ax .  cos  az  —  cos  a  (x  -\-  z)  -\-  cos  a  (x  —  z). 
Ich  behaupte  aber,  dafs  dieser  Werth  der  FunctioÄ  <px  der 
einzige  ist,   der  der  Gleichung  (1)  Genüge  leistet,  und  dafs 
attfserdem  die  Constante  a,  bei  der  Frage  die  uns  beschäftigt, 
der  Einheit  gleich  ist,  so  dafs  man  hat 

(fx  —  2  cos  x.  (2) 
Dies  ist  von  selbst  einleuchtend,  wenn  x  =  o  ist,  denn 
alsdann  fallen  die  Richtungen  der  zwei  Kräfte  P  zusammen, 
und  die  Mittelkraft  H.  ist  2P  gleich,  was  voraussetzt,  dafs 
y.X  2  ist.  Nimmt  man  nun  an,  dafs  es  noch  einen  Werth 
u  von  x  giebt,  für  welchen  mau  ebenfalls  <pa  =  2  cos  a  hat, 
so  behaupte  ich,  dafs  die  Gleichung  auch  noch  für  alle  Werthe 
2«,  Set,  4a  ...  i«,         %a  ...  von  x  und  allgemein  für 

x  —    (3) 

gültig  ist,  wenn  m  und  n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 

Ist  nemlich  die  Gleichung  (2)  für  die  drei  Winkel  x,  z, 
x  —  z  gültig ,  so  dafs  mau  hat 

(fX  =  2  cos  A',    (pz  =  2  cos  z ,   (p  (x  —  z)  =  2  cos  (.v  —  ü), 

so  hat  sie  auch  für  einen  vierten  Winkel  x  -\-  z  statt ,  denn 
vermöge  der  Gleichung  (1)  hat  man  alsdann 

(p  (.v      z)  r=  4  cos  x  .  cos  z  —  2  cos  ( x  —  z) , 
welche*  Gleichung  sich  auf 

(p  (x  -\-  z)  —  2  cos  (x  -f-  -) 
mindert.    Da  nun  die  Gleichung  (2)  für  die  Werthe  x  =  o 
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und  x  =  u  statt  hat,  so  folgt  daraus,  dafs  sie  auch  noch  für 
den  Werth  x  =  2a  gültig  seyn  mufs.  Da  sie  aber  für  die 
Werthe  x=zUi  x  =  2«  gültig  ist,  so  mufs  sie  auch  noch  für 
den  Werth  x  =  3a  bestehen,  und  indem  man  auf  diese  Weise 
fortgeht,  so  sieht  man,  dafs  sie  auch  für  den  Werth  x=ima 
gültig  seyn  wird. 

Ich  setze  nun  ma  =  ß,  man  hat  also 

q>ß  —  2  cos  ß, 
und  hieraus  kann  man  schliefsen,  dafs  die  Gleichung  (2)  auch 
noch  für  den  Werth  x  =  \  ß  bestehen  -wird,    denn  -wenn 
man  x  =  z  =  \  ß  setzt ,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung 
(1)  in 

(<Plß)2=  *  cos^  +  2, 

woraus  sich 

tpiß  =  2  cos  ^ 
ergiebt.     Setzt  man  nun  x  z=  z  =?ß,    60  hat  man,  der 
Gleichung  (1)  und  dieser  letzleren  zufolge, 

(piß)*=  2  cos  Iß  +  2 

<p\ß=2  cos  iß, 
und  indem  man  so  fortfährt,  kann  man  die  Gleichung  (2) 

für  x  =  —  beweisen ,  d.  h.  für  alle  Werthe  von  x ,  die  in 

der  Formel  (3)  enthalten  sind. 

Da  aber  die  Zahlen  m  und  n  so  grofs  seyn  können  ala 
man  will,  und  selbst  unendlich  grofs  werden  können,  so 
kann  man  diese  Werthe  von  x  durch  unendlich  kleine  Stufen 
wachsen  lassen.  Die  Formel  (3)  enthält  also  alle  möglichen 
Werthe  des  Winkels  x,  und  die  Gleichung  (2)  ist  vollständig 
bewiesen,  sobald  sie  nur  für  den  besonderen  Werth  x  =  «, 
der  von  Null  verschieden  ist,  statt  hat.  Nach  dem  Lehrsätze 
des  f.  25  ist  aber  die  Mittelkraft  R  =  P,  wenn  x  ==  60°  ist ; 
man  hat  also 

(px  zz:  1  zzr  2  cos  60°. 
Die  Gleichung  (2)  hat  daher  für  x  z=z  60°  statt,  und  folglich 
auch  für  alle  Werthe  von  x+ 

28. 

Vermittelst  dieser  Gleichung  hat  man 

H  =  2  P  .  cos  x. 
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Werden  daher  die  Mittelkraft  R  und  die  beiden  Seitenkrafte 
P,  wie  in  {.25,  durch  gerade  Linien  vorgestellt,  die  auf 
ihren  Richtungen ,  von  ihrem  Angriffspunkte  aus ,  genommen 
sind,  so  wird  die  Kraft  R  das  Doppelte  der  Projection  von 
P  auf  ihre  Richtung,  oder  der  Diagonale  der  Raute  gleich 
seyn,  die  man  aus  den  beiden  Kräften  P  gebildet  hat. 

Seyen  nun  zwei  ungleiche  Kräfte  P  und  Q  an  einen 
Punkt  M  (Fig.  7)  augebracht,  und  zwar  nach  den  Richtungen 
MA  und  MB,  man  stelle  ihre  Gröfsen  durch  die  Linien  MG 
und  MH  vor,  die  auf  ihren  Richtungen  genommen  sind,  und 
vollende  das  Parallelogramm  MGKH,  so  mufs  man  zwei  Fälle 
unterscheiden,  je  nachdem  der  Winkel  AMB  im  ersten  Falle 
ein  rechter,  oder  im  anderen  Falle  ein  spitzer  oder  stumpfer 
Winkel  ist. 

Im  ersten  Falle  ziehe  man  die  beiden  Diagonalen  MK  und 
GH,  die  sich  im  Punkte  L  schneiden,  durch  die  Punkte  G 
und  H  ziehe  man  die  Linien  GN  und  HO  mit  ML  parallel, 
diese  werden  in  A7  und  O  die  Linie  ISO  treffen,  die  durch 
den  Punkt  M  mit  GH  parallel  gezogen  ist.  Der  Punkt  Li 
ist  die  Mitte  von  MK  und  GH,  und  da  in  einem  Rechtecke 
die  beiden  Diagonalen  gleich  sind,  so  folgt  hieraus,  dafs  man 

GL  =  LH  =  LM 
hat.  Die  beiden  Parallelogramme  GLMN  und  HLMO  sind 
also  Rauten,  folglich  kann,  nach  dem  vorhergehenden  Satze, 
die  Kraft  MG  wie  die  Mittelkraft  der  zwei  Kräfte  JfcfJV  und 
ML  angesehen  werden,  und  ebenso  die  Kraft  MH  wie  dio 
Mittelkraft  von  MO  und  ML.  Substituiert  man  nun  statt  der 
gegebenen  Kräfte  ihre  Seitenkräfte,  so  hat  man  statt  MH  und 
MG  die  beiden  Kräfte  MN  und  MO,  die  sich  aufheben, 
weil  sie  einander  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  und  die 
beiden  Kräfte  ML,  die  sich  vereinigen  und  eine  Mittelkraft 
geben,  die,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  durch  die  Diago- 
nale MK  dargestellt  werden  kann. 

Im  zweiten  Falle  ziehe  man  durch  die  Punkte  G  und  77 
(Fig.  8)  die  senkrechten  Linien  GM  und  HF  auf  die  Diagonale 
MK,  und  die  Linien  GN  und  HO,  die  mit  derselben  Linie* 
parallel  sind;  durch  den  Punkt  M  ziehe  man  die  Linie  NMO 
senkrecht  auf  die  gerade  Linie  MK.  Die  beiden  Parallelo- 
gramme GEMN  und  HF  MO  werden  Rechtecke  seyn,  in 
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welchen  die  gleich  grofsen  Seilen  MN  und  MO  enthalten  sind, 
da  diese  die  Höhen  der  gleichen  Dreiecke  GMK  und  HMK 
sind.  Nach  dem  ersten  Falle  kann  man  die  Kräfte  MG  und 
MH  durch  ihre  rechtwinkligen  Seilenkräfte  ME  und  MN, 
MF  und  MO  ersetzen;  statt  der  zwei  gegebenen  Kräfte  hat 
man  daher  die  zwei  Kräfte  MN  und  MO,  die  sich  als  gleich 
grofsc  und  entgegengesetzte  aufheben,  und  die  beiden  Kräfte 
ME  und  MF,  die  nach  derselben  Richtung  wirken,  und  sich 
daher  vereinigen,  und,  weil  ME  ~  FK  ist,  eine  Mittelkraft 
geben,  die  der  Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Diago- 
nale MK  vorgestellt  werden  kann. 

Hieraus  kann  man  also  den  Schlufs  ziehen,  dafs  die 
Mittelkraft  zweier  Kräfte,  die  an  denselben  Punkt 
angebracht  sind,  und  durch  Linien  dargestellt 
werden,  die  auf  ihren  Richtungen  genommen  wer- 
den, indem  man  von  diesem  Punkte  ausgeht,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach  durch  die  Diagonale 
des  Parallelogramms  dargestellt  werden  kann, 
das  aus  den  zwei  gegebenen  Kräften  gebildet 
worden  ist. 

29. 

Aus  diesem  Lehrsätze  lassen  sich  unmittelbar  mehrere 
Folgerungen  ableiten. 

Zuerst  sieht  man,  dafs  alle  Fragen,  die  man  über  die 
Zusammensetzung  zweier  Kräfte  in  eine  einzige,  und 
über  die  Zerlegung  einer  Kraft  in  zwei  andere  aufwerfen 
kann,  auf  die  Aullösung  eines  Dreiecks  zurück  geführt  sind. 
Denn  die  Gröfsen  der  Mittelkraft  und  der  zwei  Seitenkräfte 
werden  durch  die  drei  Seiten  MK,  MG,  GK  des  Dreiecks 
MGK  dargestellt,  und  die  drei  Winkel  dieses  Dreiecks  sind 
diejenigen,  welche  die  Mittelkraft  mit  jeder  der  Seitenkräfle 
einschliefst  und  das  Supplement  des  Winkels,  der  zwischen 
den  zwei  Mittelkräften  enthalten  ist.  Hieraus  folgt,  dafs, 
wenn  drei  der  sechs  Stücke,  nemlich  der  drei  Kräfte  und 
«der  drei  Winkel,  die  zwischen  ihren  Richtungen  enthalten 
sind}  gegeben  sind,  man  die  drei  anderen- findet,  wrenn  man 
das  Dreieck  MGK  auflöfst,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dafs 
wenigstens  eine  Kraft  unter  den  gegebenen  Stücken  ist. 
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Seyen  z.  B.  P  und  Q  die  Werlhe  der  beiden  Seilenkräfte, 
und  m  der  Winkel,  der  zwisclien  iliren  Richtungen  enthalten 
ist,  man  will  die  Mittelkraft  R  finden,  und  den  Winkel  xt 
den  sie  mit  der  Kraft  P  einschliefst.  Zuerst  hat  man  die 
Gleichung 

R2  —  p%  ^  q9  _|_  2  Pq  c08  /;2) 

um  den  Werth  von  R  zu  bestimmen,  und  den  Werth  you 
x  findet  man  aus  der  Proportion 

sin  x  :  sin  m  =  Q  :  2?. 
Sind  die  drei  Kräfte        (9,  S,  die  an  denselben  Punkt 
M  (Fig.  9)  angebracht  sind,  und  nach  den  Richtungen 
il/Z?,  J/C  wirken,   mit  einander  im  Gleichgewichte ,  so  muis 
jede  dieser  Kräfte  der  Mittelkraft  der  beiden  anderen  gleich 
und  entgegengesetzt  seyn,    und  da  diese  Mittelkraft  in  der 
Ebene  der  beiden  Kräfte  enthalten  ist,  so  folgt  zuerst  daraus, 
däfs  die  drei  gegebenen  Kräfte  ebenfalls  in  derselben  Ebene 
Hegen  müssen.    Sey  MD  die  Verlängerung  von  MC,  so  wird 
die  Mittelkraft  von  P  und  Q  nach  MD  gerichtet  seyn,  und 
bezeichnet  man  sie  durch  R,  so  hat  man 

R=  S. 

Vergleicht  man  aufserdem  die  Kraft  R  mit  jeder  der 
Seitenkräfte,  so  hat  man,  nach  dem  eben  Gesagten, 
R  :  Q  =  sin  AMB  :  sin  AMD 
n  :  P  =:  sin  AMB  :  sin  BMD, 

weil 

sin  AMD  =  sin  AMC,    sin  BMD  =z  sin  BMC. 
Hieraus  folgt  also 

S  i  Q  :  P  s=  sin  AMB  :  sin  AMC  :  sin  BMC, 
woraus  hervorgeht,  dafs,  wenn  die  Kräfte  an  einem  Funkte 
im    Gleichgewichte  sind,    die  Gröfse   einer  jeden  derselben 
durch  den  Sinus  des  Winkels  dargestellt  werden  kann,  der 
zwisclien  den  Richtungen  der  beiden  anderen  enthalten  ist. 

Vom  Punkte  O,  der  auf  der  Richtung  der  Mittelkraft  R 
oder  auf  deren  Verlängerung  genommen  wird,  falle  ich  senk- 
rechte Linien  OE  und  OF  auf  die  Richtungen  der  Seilen- 
kräfte P  und  Q,  alsdann  hat  man 

OE  =  MO  sin  AMD,    OF=z  MO  sin  BMD. 

Multipliclert  man  daher  die  zwei  letzten  Glieder  der  Pro- 
portion 
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P  :  Q  =  sin  BMD  :  sin  AMD 
mit  MO,  so  folgt  daraus 

P  :  Q  =  OF:  OEy 
so  dafs-die  Seiteukräftc  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  senk- 
rechten Linien  stehen ,  die  auf  ihre  Richtungen  von  irgend 
einem  Punkte  aus  gefallt  sind,  der  der  Richtung  der  Mittel- 
kraft angehört.  Stehen  umgekehrt  die  Seilenkräfte  P  und  Q 
im  umgekehrten  Verhältnisse  der  senkrechten  Linien  OE  und 
OF,  die  auf  ihre  Richtungen  von  einem  Punkte  O  aus  gefallt 
werden,  der  in  ihrer  Ebene  liegt,  so  gehört  dieser  Punkt 
der  Richtung  der  Mittelkraft  an,  denn  dividiert  man  die  zwei 
letzten  Glieder  der  letzten  Proportion  durch  MO,  so  erhalt 
man  die  vorhergehende,  die  diese  Richtung  bestimmt. 

30. 

Ist  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  bekannt,  so  ist  es 
leicht,  die  irgend  einer  Anzahl  von  Kräften,  die  an  densel- 
ben Punkt  angebracht  sind  und  in  derselben  Ebene  oder  in 
verschiedenen  Ebenen  liegen  ,  daraus  abzuleiten.  Man  nimmt 
neinlich  zuerst  die  Mittelkraft  zweier  dieser  Kräfte,  verbindet 
alsdann  diese  Mittelkraft  mit  einer  dritten  Kraft,  dies  giebt 
eine  zweite  Mittelkraft,  die  man  ebenso  mit  einer  vierten 
Kraft  verbindet,  und  so  fährt  man  fort,  bis  man  alle  gegebe- 
nen Kräfte  erschöpft  hat.  Bei  dieser  Construction  sieht  man 
leicht,  dafs,  wenn  die  Gröfsen  aller  Kräfte  durch  Seiten  des 
Thcils  eines  Vielecks  dargestellt  werden ,  die  ihren  Richtun- 
gen parallel  und  in  dem  Sinne  ihrer  Wirkungen  gezogen  sind, 
die  Mittelkraft,  der  Grofse  und  Richtung  nach,  durch  eine 
gerade  Linie  dargestellt  wird,  die  die  äufsersten  Punkte  die- 
ser gebrochenen  Linie  verbindet,  und  also  das  Vieleck  schlie- 
fsen  wird.  Die  Ordnung,  in  , welcher  die  Seiten,  die  den 
Kräften  parallel  sind,  auf  einander  folgen  werden,  ist  hierbei 
gleichgültig.  Wenn  sich  das  Vieleck  von  selbst  schliefst,  so 
ist  die  Mittelkraft  Null,  und  die  gegebenen  Kräfte  werden 
sich  alsdann  im  Gleichgewichte  halten. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  drei  Kräfte  gegeben  sind,  die 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  ihre  Mittelkraft,  der  Grofse  und 
Richtung  nach,  durch  die  Diagonale  des  Parallelopipedums  dar- 
gestellt wird,  dessen  drei  anliegende  Seilen  diese  drei  Kräfte  sind. 


Digitized  by  Google 


45 


0 


31. 

Man  kann  diese  Zurück führung  einer  Anzahl  von  Kräf- 
ten auf  eine  einzige  noch  auf  eine  einfachere  Weise  ausfüh- 
ren, indem  man  zuerst  den  besonderen  Fall  dreier  recht- 
winkliger Kräfte  betrachtet,  auf  welchen  man  den  allgemei- 
neren Fall  zurück  führt. 

Seyen  X,  Y,  Z  die  drei  Seitenkräfte,  R  ihre  Mittel- 
kraft, (tfbyC  die  Winkel,  welche  sie  mit  X,  Y,  Z  ein- 
schliefst. W'ie  man  so  eben  gesehen  hat,  ist  R  die  Diagonale 
des  Parallelopipedums ,  dessen  anliegende  Seiten  X,  Y,  Z 
sind;  da  aber  dieses  Parallelopipedum  rechtwinklig  ist,  so 
folgt  daraus 

R2  =  X2  -f-  Y2  +  Z2.  (a) 

Auch  folgt  daraus,  dafs,  wenn  man  das  Ende  der  Diagonale 
R  mit  den  Endpunkten  der  drei  Seiten  X,  Y,  Z  verbindet, 
man  drei  rechtwinklige  Dreiecke  bilden  wird,  deren  gemein- 
schaftliche Hypotenuse  R  seyn  wird ,  woraus  alsdann  folgt 

X  =  R  .  cos  rt,    Y  =  R  .  cos  b,    Z  =  R  .  cos  c.  (b) 

Diese  Gleichungen  stimmen  mit  der  vorhergehenden  über- 
ein,  da  die  drei  W  inkel  a,  6,  c  durch  die  Gleichung 

cos2  a  -f-  cos2  b  -J-  cos2  c  =  1 
unter  einander  verbunden  sind. 

Sind  die  Seitenkräfte  X,  Y,  Z  gegeben,  so  giebt  die 
Gleichung  (a)  den  Werth  der  Mittelkraft  an,  und  die  Glei- 
chungen (b)  bestimmen  deren  Richtung,  mit  Hülfe  der  drei 
Winkel  a,  b}  c;  ist  dagegen  die  Mittelkraft  R  gegeben,  und 
will  man  sie  in  drei  rechtwinklige  Seitenkräftc  X,  Y,  Z,  die 
mit  ihr  die  Winkel  a,  b,  c  einschliefsen ,  zerlegen,  so  kann 
man  die  Werthe  der  verlangten  Kräfte  unmittelbar  durch  die 
Gleichungen  (6)  bestimmen. 

Wenn  eine  der  Seitenkräfte,  z.  B.  die  Kraft  Z,  Null  ist, 
so  ist  R  nur  die  Mittelkraft  zweier  Kräfte  X  und  Y,  sie  ist 
daher  in  deren  Ebene  enthalten,  und  ihre  Richtung  hängt  nur 
von  den  zwei  Wrinkeln  a  und  b  ab.  Diese  Winkel  uud  der 
Werth  von  R  sind  alsdann  durch  die  Gleichungen 

R2  =  X2  +  Y2,    X  =r  R  .  cos  a,    Y  =  R  .  cos  6 
bestimmt. 
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32. 

Man  nehme  nun  an,  es  sey  M  (Fig.  1)  der  Angriffspunkt 
einer  gewissen  Anzahl  gegebener  Kräfte.  Man  bezeichne  diese 
Kräfte  durch 

P,  P\  P"  etc., 
und,  um  der  Einbildungskraft  zu  Hülfe  zu  kommen,  setze 
man,  es  sey  die  gerade  Linie  MD  die  Richtung  der  Kraft  P. 
Es  ist  unnüthig,  die  Richtungen  der  anderen  Kräfte  in  der 
Figur  anzugeben.  Seyen  a ,  ß ,  y  die  Winkel,  welche  die 
Richtung  MD  mit  den  drei  rechtwinkligen  Axen  MA,  MB, 
MC  einschliefst,  die  willkührlich  durch  den  Punkt  M  gezo- 
.  gen  sind.  Man  bezeichne  ebenso  durcli  a  ß'  y'  die  Winkel, 
welche  die  Kraft  P'  mit  denselben  Axen  einschliefst,  ebenso 
durch  a",  ß  ',  y"  diejenigen,  die  der  Kraft  P"  entsprechen 
u.  8.  w«  Alle  diese  Winkel  sind  gegeben  und  müssen  sich 
von  Null  bis  180°  erstrecken  (f.  7),  damit  die  Kräfte  P,  P' , 
P"  u.  s.  w.  alle  möglichen  Lagen  um  den  Punkt  M  haben 
können. 

Man  zerlege  jede  dieser  Kräfte  in  drei  andere,  die  nach 
den  Axen  MA,  MB,  MC  gerichtet  sind.  Die  Seitenkräfte 
der  Kraft  P  sind 

P.  cos  «,    P  *  cos  ß,    P.  cos  y. 
Die  der  Kraft  P'  sind 

P' .  cos  a,  P'  •  cos  ß' ,  P'  .  cos  y 
und  so  weiter,  und  diese  Seitenkräfte  wirken  nach  der  Rich- 
tung der  Axen  oder  deren  Verlängerung,  je  nachdem  sie  po- 
sitiv oder  negativ  seyn  werden.  Da  z.  P*.  die  Richtung  MD, 
ebenso  wie  die  Axe  MC,  über  der  Ebene  AMB  der  beiden 
anderen  Kräfte  liegt,  so  strebt  die  Seitenkraft  P .  cos  y  der 
Kraft  P,  den  Punkt  M  zu  heben,  d.  h.  sie  wirkt  nach  MC, 
und  in  diesem  Falle  ist  P.  cos  y  eine  positive  XJröfse,  weil 
y  <L  90°  ist.  Fiele  im  Gegentheil  diese  Richtung  MD  unter- 
halb der  Ebene  AMB ,  so  hätte  man  y  >  90°,  die  Seiten- 
kraft P.  cos  y  wäre  negativ,  und  würde  zu  gleicher  Zeit 
den  Punkt  M  herab  zu  drücken  streben,  das  heilst,  sie  würde 
nach  der  Verlängerung  von  MC  wirken.  Nimmt  man  daher 
auf  die  Zeichen  der  Seitenkräflc  Rücksicht,  so  sieht  man, 
nach  dem,  was  in  f.  24  gesagt  wordeu  ist,  dals  alle  Kräfte, 
die  nach  derselben  Axe  oder  nach  ihrer  Verlängerung  gerich- 


Digitized  by  Googl 


47 


*  tct  sind,  sich  auf  eine  einzige  reducieren ,  die  ihrer  Summe 
gleich  ist. 

Auf  diese  Weise  sind  die  gegebenen  Kräfte  P,  P" 
u.  s.  w.  durch  drei  rechtwinklige  Kräfte  ersetzt,  und  wenn 
man  diese  durch  X,  Y>  Z  bezeichnet,  so  hat  man 

X  =  P  .  cos  a  -f-  P' .  cos  a   +  P" .  cos  «"  +  ■••  1 
F=  P.cosß  +  P'.cotß'  +  P".cosß"  +  ...[  (r) 
Z  =  P  .  cos  y  +  ZJ'  .  cos  y'  -f-  P"  •  cos  /    ~f"  •••  ) 

Die  Werth«  von  X,  Y,  J£  können  positiv  oder  negativ 
seyn,  ihre  Vorzeichen  geben  die  Richtung  ihrer  Wirkung  an. 
Ist  die  Kraft  X  positiv,  so  wirkt  sie  nach  der  Richtung  der 
Axe  üiy/,  oder  im  Sinne  der  Seitenkräfte  P .  cos  «,  P'.  cos  u 
u.  s.  w.,  die  positiv  sind.  Ist  sie  negativ,  so  mufs  man  daraus 
schliefscn,  dafs  sie  nach  der  Verlängerung  von  Msl,  oder  im 
^injje  der  negativen  Seitenkräfte  wirkt,  und  ebenso  ist  es  bei 
den  Kräften  Y  und  Z. 

Dies  angenommen,  sey  H  die  Mittelkraft  der  gegebenen 
Kräfte  P,  P',  P",  ...  oder  der  drei  Kräfte  X,  Y,  Z,  Seyen 
zugleich  a,  b,  c  die  Winkel,  die  ihre  unbekannte  Richtung 
mit  den  Axen  MJy  MB,  MC  einschliefst.  Die  Werl  he  von 
R,  a,  b,  c  werden  durch  die  Gleichungen  (a)  und  (b)  gege- 
ben seyn,  in  welchen  man  die  Formeln  (er)  an  die  Stelle  von 
X,  Y,  Z  setzen  mufs.  Die  Winkel  a,  b,  c  können  spitz 
oder  stumpf  seyn;  da  aber  die  Kraft  R.  immer  eine  positive 
Gröfse  seyn  mufs,  so  werden  die  Zeichen  ihrer  Cosinus  die- 
selben seyn,  wie  die  der  Grüfsen  X,  Y,  Z,  vermöge  der 
Gleichung  (b).  Auf  diese  Weise  wird  die  Kraft  II,  sowohi 
der  Gröfse  als  Richtung  nach,  vollkommen  bestimmt  seyn. 

Die  Gröfse  der  Mittelkraft  R  kann  nicht  von  der  will- 
kührlichen  Richtung  der  Axen  MA,  MB,  MC  abhängen,  sie 
hangt  blos  von  der  Gröfse  der  gegebenen  Kräfte  und  den 
Winkeln,  die  zwischen  deren  Richtungen  enthalten  sind,  ab. 
Wirklich  kann  man  auch  einen  Ausdruck  linden,  der  nur 
diese  Gröfsen  enthält. 

Zu  diesem  Zwecke  bezeichne  man  durch  PMP\  P3/P", 
P' MP"  u.s.w.  die  Winkel,  die  zwischen  eleu  Richtungen 
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der  Kräfte  P  und  P',  P  und  P",  P'  und  P"  u.  8.  w.  enthal- 
ten sind.     Nach  der  Gleichung  (2)  des  f.  9  haben  wir 

cos  PMP'  =  cos  a  .  cos  «'  cos  ^  .  cos  ß'  -j-  cos  /  .  cos  /, 
cos  PMP"  =  cos  c< .  cos  a"  -f-  cos  ß  .  cos  ß"  -J-  cos  ^  .  cos  y  9 
cos  P'  AIP"  =  cos  et' .  cos  «"  +  cos  ß'  •  cos  ^"  -f-  cos  y  .  cos  y" 

Auch  hat  man 

cos2  a  +  cos2  cos2  y  =  1 

cos2  a'       cos2/?'  -|-  cos2/'  z=  1 
cos2  »"  +  cos2  ß"  +  cos2  /'  =  1 

addiert  man  dalier  die  Quadrate  der  Formeln  (c),  und  berück- 
sichtigt die  Gleichung  (a),  so  findet  man 

Ä2  =  P2  +  P'2  +  P"2  -f  .... 

-f  2  PP'  cos  Pi¥P'  +  2  PP"  cos  PMP±^ 
+  2  P'P"  cos  P'3JP''  +  .... 
als  Quadrat  des  Werthes  von  R ,  den  man  wissen  wollte. 

34. 

Aus  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  kann  man  auch  eine 
Eigenschaft  der  Mittelkraft  ableiten,  die  uns  in  einem  der 
folgenden  Paragraphen  nützlich  seyn  wird. 

In  irgend  einer  Richtung  ziehe  ich  durch  den  Punkt  M 
eine  gerade  Linie,  deren  anderen  Endpunkt  ich  O  nenne. 
Seyen  g,  h,  k  die  Winkel  AMO ,  B  MO ,  CMO ,  die  diese 
gerade  Linie  mit  den  drei  Axen  Mj49  MB,  MC  einschliefst. 
Ferner  bezeichne  man  durch  R  MO ,  PMO,  P' MO  u.  s.  w. 
die  Winkel,  die  zwischen  dieser  geraden  Linie  MO  und  den 
Richtungen  der  Kräfte  R,  P,  P',  P"  u.  s.  w.  enthalten  sind, 
alsdann  hat  man  wieder 

cos  RMO  =  cos  g  .  cosa  -f~  cos  h  .  cos  b  +  cos  h  .  cos  c, 
cos  PMO  =  cos  .  cos  a  +  cos/i.cos^  -f  cos*  .cos/, 
cos  P' MO  =  cos£-.co8a'  +  cos 7*  .cos/?' -f-  cosi?.cos/, 

Nach  der  ersten  dieser  Formeln  und  den  Gleichungen  (b) 
hat  man 

R  cos  Äil/O  =  -X  cos  g  -f  y  cos  h  +  Z  cos  *, 
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und  wenn  man  die  Gleichungen  (r)  zusammen  addiert,  nach- 
dem  man  sie,  die  erste  durch  cos  g,  die  zweite  durch  cos  //, 
die  dritte  durch  cos  h  multiplicjert  hat,  so  erhalt  mau,  ver- 
möge der  vorhergehenden  Formeln, 

R  .  cos  RMO  =  P.  cosPMO  +  P'  cos  P'MO  +  ... 
woraus  sich  deutlich  ergiebt,  dals  die  Seitcnkraft  der  Mittel- 
kraft R,    die  nach  irgend  einer  Richtung  MO  wirkt,  der 
Summe  der  Seitenkräfte  von  P,  P',  p"  „.  8.  w.,  die  nach 
derselben  Richtung  wirken,  gleich  ist. 

Dies  vorausgesetzt,  projiciere  ich  die  gerade  Linie  MO 
auf  die  Richtungen  der  Kräfte  R,  P,  P\  p"  „.  s.w.,  nenne 
ferner  r,  p,  p',  p"  u.s.w.  ihre  Projectionen ,  so  dals  man  hat 

r  ==  MO  .  cos  RMO 
p  —  MO  .  cos  PMO 
p  =  MO  .  cos  P'ATO, 

indem  man  jede  der  Gröfsen  r,  p,  //,  p"  u.s.w.  als  eine 
positive  oder  negative  ansieht,  je  nachdem  die  Projection,  die 
sie  ausdrückt,  auf  die  Richtung  der  Kraft  selbst  oder  auf  ihre 
Verlängerung  lallt.  Multipliciert  man  daher  durch  MO  die 
vorhergehende  Gleichung,  so  hat  man 

Rr  =  Pp  +  py  -f  p'p"  +  ....  (r/) 

welcher  Ausdruck  die  Eigenschaft  der  Mittelkraft  enthält ,  die 
bewiesen  werden  sollte. 

35. 

Damit  die  Kräfte  P,  P',  P"  u.  s.  w.  im  Gleich  gewichte 
Seyen,  ist  es  hinreichend,  dals  ihre  Mittelkraft  R  Null  »ey, 
und  diese  Bedingung  ist  zugleich  nothwendig,  wenn  ihr  An- 
griffspunkt M  gänzlich  frei  ist,  die  Gleichung 

R  =  o 

oder 

X*  +  Y*  +  Z*  =  o, 
kann  aber  nur  dann  statt  finden,  wenn  man  einzeln  hat 

X  =  o,    Y  =  o,    Z  —  o, 
das  heilst,  in  Folge  der  Gleichungen  (c), 

P  .  cos  a  +  P'  cos  a  +  P".  cos  vi '  +  ...  2=  © 
P.  cos^  -f  P'.cosß'  +  P\  co*ß"  +  ...  =  ©fr  (e) 
P .  cos  y  -{-  P\  cos  y'  +  Pf/.  cosy"  +  ...  =  o 
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Dieses  sind  also  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
eines  materiellen  Punktes,  den  man  sich  als  völlig  frei  denkt. 
In  diesem  Falle  niufs  jede  der  Kräfte,  die  auf  ihn  wirken, 
der  Mittelkraft  aller  übrigen  gleich  und  entgegengesetzt  seyn, 
uud  es  ist  leicht,  sich  von  der  Wahrheit  dieser  Behauptung 
zu  überzeugen. 

Sey  R'  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P',  P"  u.s.w.  Man 
nenne  a\  b',  c  die  Winkel,  die  sie  mit  den  Axen  Md,  MB, 
MC  einschliefst,  und  setze,  zur  Abkürzung, 

X'  =  P'  cos  a   -f-  P"  cos       -\-  ••• 
r  =  P'  cos  ß*  +  P"  cos  ß"  +  ... 
Z'  =  P*  cos  y'  -f~  P"  cos       -j-  ... 
so  hat  man ,  nach  f.  32 , 

X'  =  R'  cos  a,    T  =  R'  cos  b\    Z'  =  R'  cos  c, 
und  folglich,  vermöge  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes, 

P  .  cos  a  =  —  R'  cos  a 
P  .  cos  ß  =  —  A'  cos  6' 
iP  .  cos  y  =  —  R'  cos  c'. 

Addiert  man  diese  Gleichungen  zusammen 5  nachdem  man 
sie  auf  das  Quadrat  erhoben  hat,  so  findet  man 

P2  =  TT2, 

da  nach  {.6 

cos  2  a  +  cos  2  ß  +  cos2  y  =  1 
coa2a'  +  cos26'  +  cos2c'  =  1, 
folglich  hat  man 

P  =  dz  R'. 

Da  aber  diese  beiden  Kräfte  positive  Gröfsen  seyn  müssen, 
so  mufs  man  P  =  R'  nehmen.  Die  vorhergehenden  Glei- 
chungen verwandeln  sich  alsdann  in 

cos  a  =z  —  cos  a  ,  cos  ß  zzz  —  cos  br ,  cos  y  —  cos  c', 
folglich  sind  die  Winkel  «,  ß,  y  Supplemente  von  a  ,  b' ,  c, 
und  entsprechen  einer  Kraft,  deren  Richtung  die  Verlängerung 
der  Kraft  R'  ist  (f.  7).  Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Kraft  P 
der  Mittelkraft  R'  aller  übrigen  Kräfte  P\  P"  u.  s.  w.  gleich 
und  gerade  entgegengesetzt  ist,  was  nachgewiesen  werden  sollte. 

36. 

Wenn  der  Punkt  M,  an  welchen  die  Kräfte  P,  P\  P" 
u.s.w.  angebracht  sind,  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen 
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Oberfläche  zu  bleiben,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  nicht 
mehr  erforderlich,  dafs  ihre  Mittelkraft  Null  sey,  es  ist  hin- 
reichend, dafs  sie  senkrecht  auf  der  Oberfläche  stehe,  weil 
sie  alsdann  den  Tunkt  M}  nach  keiner  Richtung,  auf  der  Ober- 
fläche fortbewegen  kann.  Diese  Bedingung  ist  aber  auch 
nothw endig,  denn  wenn  sie  nicht  erfüllt  wäre,  so  würde 
sich  die  Mittelkraft  in  zwei  Kräfte  zerlegen,  von  welchen  eine 
senkrecht  auf  der  Oberfläche  wäre  und  aufgehoben  würde, 
die  andere  dagegen  die  Oberfläche  berühren  würde,  und  daher 
durch  Nichts  gehindert  wäre,  die  Körper  zu  bewegen.  Man 
brauchte  also  nur  in  jedem  Falle  die  Richtung  der  Mittelkraft 
der  Kräfte  P9  P'  P"  u.  s.  w.  zu  suchen,  und  nach  zu  sehen, 
ob  sie  auf  der  gegebenen  Oberfläche  senkrecht  steht,  um  zu 
wissen,  ob  das  Gleichgewicht  vorhanden  ist.  Indessen  ist  es 
rathsamer,  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  durch  Glei- 
chungen, die  die  gegebenen  Gröfsen  der  Frage  enthalten,  aus- 
zudrücken, wie  wir  es  für  den  Fall  eines  freien  Punktes 
gethan  haben. 

Da  nun  die  normalen  Seitenkraft  e  aller  Kräfte,  die  auf 
den  Punkt  M  wirken,  durch  den  Widerstand  der  Oberfläche 
aufgehoben  werden,  so  ist  dieser  Widerstand  einer  Kraft  gleich, 
die  den  vereinten  aufgehobenen  Kräften  gleich  und  enlgegen- 
gesetzt  ist.  Hieraus  ergiebt  sich,  dafs  man  von  der  gegebenen 
Oberfläche  völlig  abstrahieren  und  den  Punkt  M  als  völlig  frei 
ansehen  kann,  wenn  man  nur  zu  den  gegebenen  Kriilten 
Py  P'  P",,.  eine  neue  Kraft  hinzufügt,  deren  Gröfse  noch 
unbekannt  ist,  und  welche  senkrecht  auf  der  Oberfläche  sieht. 

Bezeichne  also  AT  "diese  Kraft,  imd  Seyen  X,  fi ,  r  die 
Wrinkel,  die  ihre  Richtung  mit  den  Axen  MA ,  MB,  MC 
einschliefst.  Jede  der  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  die 
früher  gefunden  wurden,  wird  daher  um  ein  neues  Glied  ver- 
mehrt, so  dafs  man  statt  der  Gleichungen  (c)  nun  haben  wird 

.ZV cos  X  +  P  cos  a  +  P'  cos  a  +  P"  cos  «"  +  ...  =  o  \ 
N  cos  ii  +  P  cos  ß  +  P'  cos  ß'  +  P"  cos  ß"  +  . . .  =  o  V  (/) 
jV  cos  v  +  P  cos  y  +  P'  cos /  +  P"  cos/'  +  ...  =  o  ) 
Ich  bezeichne  durch  x,  y,  z  die  drei  Coordinaten  von 

M,  die  sich  auf  Axen  beziehen,  die  MA,  MB,  MC  parallel 

sind,  und  durch 

4* 
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die  Gleichung  der  gegebenen  Oberfläche.  Da  die  Richtung 
der  Kraft  N,  angenommener  Mafsen,  die  der  Normalen  am 
Punkte  M  ist,  so  hat  man  nach  den  Gleichungen  (5)  des  {.21 

dL  Tr  dL  _._  dL 

cos  A  =  V>  -j- ,    cos  /*  =  V.  — ,    cos  v  —  /  .  — , 
dx  dy  dz 

indem  man,  zur  Abkürzung, 

^= -[<£>*+ (gy+cgyr1 

setzt. 

Das  Vorzeichen  von  ist  unbekannt,  weil  mau  nicht 
im  Voraus  wissen  kann,  nach  welchem  Theile  der  Normalen 
die  Kraft  N  gerichtet  seyn  wird,  V  verschwindet  aber,  wenn 
man  N  in  den  Gleichungen  (/)  eliminiert,  und  berücksichtigt 
man  die  Gleichungen  (c),  so  findet  man 

fr  fr         \  ^ 

dx  dz  I 

als  die  zwei  Gleichungen,  die,  für  das  Gleichgewicht  eines 
materiellen  Punktes,  der  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  blei- 
ben inufs,  hinreichend  und  .nothwendig  sind. 

37. 

Wenn  die  Lage  dieses  Punktes  auf  dieser  Oberfläche 
nicht  bekannt  ist,  so  dienen  die  Gleichungen  (g)  in  Verbin- 
dung mit  der  gegebenen.  Gleichung  L  =  o  dazu ,  die  Coordi- 
naten  der  verschiedenen  Punkte  dieser  Oberfläche  zu  bestim- 
men, wo  der  Körper  im  Gleichgewichte  bleiben  kann.  Ist 
aber  seine  Lage  gegeben,  so  braucht  man  sich  nur  davon  zu 
überzeugen,  dafs  die  Coordinaten  x,  y,  z,  der  Angriffspunkte 
der  gegebenen  Kräfte  den  Gleichungen  (g)  Genüge  leisten. 
In  diesem  Falle  aber  erhält  man  einfachere  Gleichungen,  wenn 
man  eine  der  Axen  MA,  MB,  MC,  die  erste  z.  B.,»  mit 
einem  der  beiden  Theile  der  Normalen  zusammen  fallen  lälst, 
woraus  folgt 

cos  X  s=  dz  1 ,    cos  fi  zr  o ,    cos  v  =  o , 
wodurch  die  Gleichungen  (/)  in  folgende  übergehen: 
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dt  N  +  P.  cos  a  -f  P'  cos  «'  +  P"  cos  a"  -f  ...  =  o 
P  cos  ß  +  P'  cos/*'  +  P"  cozß"  +  ...  =  o 

P  cos  /  -j-      C08  T*  "t"      c°&y  4*  •••  =  o. 

I 

Die  beiden  letzten  Gleichungen  zeigen,  wie  dies  auch 
ohnehin  einleuchtend  ist,  dafs  in  der  Berührungsebene  der 
gegebenen  Oberfläche  die  Seitenkräfte  der  Kräfte,  die  an  den 
beweglichen  Punkt  angebracht  sind,  sich  ebenso  im  Gleich- 
gewichte hallen  müssen,  als  wenn  diese  Oberflache  nicht  vor- 
handen wäre. 

Der  Widerstand  N,  den  die  Oberfläche  den  Kräften  P, 
P\  P'...   entgegensetzt,   ist  dem  Drucke,    den  sie  von 
denselben  erleidet,  gleich  und  entgegengesetzt.    In  Folge  der 
Gleichungen  (/)  ist  dieser  Druck,  im  Zustande  des  Gleichge- 
wichtes,   die  Mittelkraft  dieser  Kräfte  selbst.     Bei  der  An- 
wendung mufft  man  seine  Grüfsc  vermittelst  der  Gleichung  (a) 
berechnen,  um  zu  wissen,  ob  die  Oberfläche  im  Stande  ist, 
üin  auszuhallen«    Wenn  der  bewegliche  Punkt  blos  auf  einer 
solchen  Oberfläche  aufliegt,  die  einem  festen  Körper  angehö- 
ren soll,  so  mufs  aufserdem  die  Richtung  dieses  Druckes  so 
beschaffen  seyn,  dafs  sie  den  beweglichen  Punkt  gegen  diese 
Oberfläche  preist;  diese  Bedingung  kann  nur  durch  eine  Glei- 
chung ausgedrückt  seyn,    deren  Richtigkeit  man  in  jedem 
Falle  untersuchen  mufs,  indem  man  die  Richtung  dieser  Kraft 
nach  den  Gleichungen  (6)  bestimmt.  Diese  Untersuchung  kann 
noch  einfacher  vermittelst  der  ersten  der  drei  vorhergehenden 
Gleichungen  geführt  werden.    Denn  nimmt  man,  um  einen 
bestimmten  Fall  zu  haben,  an,  dafs  der  Theil  der  Normalen, 
mit  welchem  man  die  Axe  MA  zusammen  fallen  läfst,  der 
Theil  sey,  welcher  in  der  Concavität  der  Oberfläche  liegt,  so 
weifs  man,  ob  die  gegebenen  Winkel  a,        «"  u.  s.  w.  spitz 
oder  stumpf  sind,  und  auch  das  Zeichen  der  Summe  X  der 
Seitenkräfte,  die  nach  dieser  geraden  Linie  gerichtet  sind, 
wird  bekannt  seyn.    Da  die  Grüfse  N  immer  positiv  seyn 
mufs,  so  mufs  man  in  der  Gleichung,  von  welcher  es  sich 
handelt,  nemlich 

±z  Ä  +  X  =  o 

das  Zeichen  —  oder  -f-  vor  iV  setzen,  je  nachdem  die  Summe 
X  positiv  oder  negaliv  ist.  Im  ersten  Falle  hat  mau  cos  '/.  —  —  1, 
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und  der,  N  entgegengesetzte,  Druck  wird  nach  MA  gerichtet 
seyn ,  im  zweiten  Falle  hat  man  cos  A  =  1 ,  und  der  Druck 
wird  nach  der  Verlängerung  dieses  bestimmten  Theils  der 
Normalen  wirtfcn. 

38. 

Wenn  der  materielle  Punkt,  auf  welchen  die  Kräfte  P, 
P',  P"...  wirken,  gezwungen  ist,  auf  zwei  gegebenen  Ober- 
flächen, oder  auf  der  krummen  Linie,  in  welcher  sie  sich 
durchschneiden ,  zu  bleiben ,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht 
hinreichend,  dafs  die  Mittelkraft  aller  dieser  Kräfte  sich  in 
zwei  Kräfte  zerlegen  lasse,  die  auf  den  gegebenen  Ober- 
flächen senkrecht  stehen,  und  durch  deren  Widerstand  aufge- 
hoben werden.  Fügt  man  also  zu  den  Kräften  P,  P' ,  P". . . 
noch  zwei  Kräfte  hinzu,  die  auf  dieser  Oberfläche  normal 
stehen ,  deren  Gröfse  aber  unbekannt  ist ,  so  kann  man  von 
den  Oberflächen  abstrahieren,  und  den  beweglichen  Punkt 
als  völlig  frei  ansehen. 

Sind  also  iV  und  N'  die  neuen  Kräfte,  und  A,  fit,  V  die 
Wrinkel,  die  die  Richtung  von  jV  in  Beziehung  auf  die  Axen 
MA ,  MB,  MC  bestimmen,  und  A'  jti  v  die  Winkel,  die 
auf  dieselbe  Weise  die  Richtung  von  N'  bestimmen,  so  ver- 
wandeln sich  die  Gleichungen  (e)  in 

N  cos  A  -f-  N'  cos  A'  +  P  cos  a  -f-  P'  cos  a  -f-  . . .  SS  o  \ 

iV  COS  fl  -j-  N'  COS  Jti  -f-  P  cos  ß  -|*  P'  cos/?'  -f-  . . .  ss  o  >  (/*) 
N  cos  v  -f-  N'  cos  v  -f»  P  cos  f  -|-  P'  cos  y  +  •  •  •  =  0  ) 

Bezeichnet  man  aufserdem  durch  x,  y,  z  die  Coordinaten 
des  Punktes  il/,  die  auf  Axen  bezogen  sind,  welche  MA, 
MB,  MC  parallel  sind,  und  durch 

L  —  o,  U  ss  o 
die  Gleichungen  der  beiden  gegebenen  Oberflächen,  so  sind 
die  Werthe  von  cos  A,  cos  cos  v  dieselben,  wie  im  Vor- 
hergehenden ,  und  aus  denselben  findet  man  die  Wrerthe  von 
cos  A',  cos  fv\  cos  v  ,  indem  man  JL  in  Ij  umändert.  Substi- 
tuiert man  die  Werthe  in  die  drei  Gleichungen  {Ii),  und  eli- 
miniert nachher  N  und  N*  aus  denselben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  des  Gleichgewichtes,  der  die  gegebenen  Kräfte  jP, 
'  P\  P"....  Genüge  leisten  müssen;  oder,  wenn  die  Lage  des 
beweglichen  Punktes  auf  dem  Durchschnitte  der  beiden  Ober- 
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Hat  den  nicht  gegeben  ist,  80  wird  diese  Gleichung  nebst  den 
Gleichungen  L  =  ö,  L' —  oy  die  drei  Coordiualeu  x,  y%  z 
bestimmen. 

Wenn  die  Lage  des  beweglichen  Punktes  auf  der  krum- 
men Linie,  auf  welcher  er  bleiben  soll,  gegeben  ist,  so  erhalt 
man  unmittelbar  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte 
P,  P  ,  P".,.,  indem  man  die  Axen  MB ,  MC,  welchen  diu 
Winkel  /*,  ß,  ß'  u.  s.  w.  v,  y,  y  u.  s.  w.  entsprechen,  in  die 
Ebene  der  Linien,  die  auf  beiden  gegebenen  Oberflächen  senk- 
recht stehen,  verlegt.  Die  dritte  Axe  fallt  alsdann  auf  die 
Tangente  der  krummen  Linie,  die  ihr  Durchschnitt  bildet, 
und  steht  daher  auf  den  beiden  normalen  Kräften  AT  und  A" 
senkrecht,  so  dafs  mau  hat  A=  90°,  A'  =  90°,  und,  mit 
Rücksicht  auf  die  erste  Gleichung  (A), 

P  cos  a  +  P'  cos  a  -f-  P"  cos  «"  -f  . . .  =  o 
als  die  verlangte  Gleichung. 

Diese  Gleichung  zeigt  an,  dafs  die  Summe  der  Seiteu- 
kräfte von  P,  P' ,  P"...,  die  den  Durchschnitt  der  beiden 
gegebenen  Oberflächen  berühren,  gleich  Null  ist,  welche  Be- 
dingung wirklich  erforderlich  ist,  damit  der  Punkt  M.  nicht 
über  diese  krumme  Linie  weggleiten  könne.  Hat  man  sich 
überzeugt,  dafs  sie  erfüllt  ist,  so  bestimmt  man  die  Werthe 
der  Kräfte  N  und  N'  und  die  Richtung,  nach  welcher  sie 
wirken,  vermittelst  der  zwei  letzten  Gleichungen  (//).  Nimmt 
man  alsdann  Kräfte,  die  N  und  iV'  gleich  und  entgegengesetzt 
sind,  und  reduciert  man  sie,  mit  Hülfe  des  Parallelogramms 
der  Kräfte  auf  eine  einzige ,  so  ist  diese  letztere  die  Mittel- 
kraft der  Kräfte  P,  P  P  '...,  und  zeigt  den  Druck  an,  der 
auf  die  gegebene  krumme  Linie,  auf  welcher  sie  senkrecht 
steht,  ausgeübt  wird. 

39.  .      *  \ 

Aus  dem  Vorhergehenden  ist  es  ersichtlich ,  dafs  man, 
wenn  der  bewegliche  Punkt  gezwungen  ist,  auf  einer  gege- 
benen krummen  Linie  zu  bleiben,  nur  eine  Gleichung  des 
Gleichgewichtes  hat,  dagegen  hat  man  zwei  solche  Gleichun- 
gen, wenn  er  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  bewegen 
kann,  und  drei,  wenn  er  ganz  frei  ist,  so  dafs  die  Zahl  die- 
ser  Gleichungen,  wie  dies  auch  seyn  mufs,  zunimmt,  so  wie 
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die  möglichen  Bewegungen,  die  der  Punkt  annehmen  kann, 
weniger  beschrankt  sind.  Diese  verschiedenen  Gleichungen 
können  in  eine  Formel  zusammen  gefafst  werden,  die  in 
der  Folge ,  als  allgemeine  Gleichung  des  Gleichgewichtes  er- 
scheinen wird,  und  auf  jedes  beliebige  System  materieller 
Punkte  angewandt  werden  kann. 

Um  diese  Formel  zu  erhalten,  nehme  man  an,  dafs  der 
bewegliche  Punkt,  von  dem  Punkte  M,  in  welchem  er  sich 
befindet,  wenn  er  in  der  Lage  des  Gleichgewichtes  ist,  nach 
einem  anderen  Punkte  O  versetzt  werde,  der  unendlich  nahe 
bei  M  ist,  und  zwar  so,  dafs  sich  diese  Versetzung  mit  der 
Bedingung  verträgt,  welcher  der  Körper  unterworfen  ist,  wenn 
er  nicht  ganz  frei  ist.  Man  bezeichne  durch  r,  p,  p',  p"... 
die  Projectionen  der  unendlich  kleinen  Linie  MO  auf  die 
Richtungen  der  Kräfte  R,  P,  P',  P"...,  die  sie  in  der  ersten 
Lage  des  beweglichen  Punktes  haben,  und  betrachte  jede  die- 
ser Projectionen  als  eine  positive  Gröfse  oder  eine  negative, 
je  nachdem  sie  auf  die  Richtung  der  Kraft  selbst,  der  sie 
entspricht,  oder  auf  deren  Verlängerung  fällt.  Nimmt  man 
an,  dafs  die  Kraft  R  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P,  P',  P"... 
ist,  so  ist  das  Produkt  Rr,  im  Falle  des  Gleichgewichtes, 
immer  Null.  Es  ist  Null  für  einen  materiellen  Punkt,  der 
ganz  frei  ist,  weil  alsdann  die  Mittelkraft  R  gleich  Null  seyn 
inufs;  es  ist  Null  für  einen  Punkt,  der  auf  einer  Oberfläche 
oder  einer  gegebenen  krummen  Linie  bleiben  mufs,  weil  einer- 
seits die  Kraft  R  nach  der  Normalen  gerichtet  seyn  mufs, 
und  andererseits  die  unendlich  kleine  Linie  MO  in  der  be- 
rührenden Ebene  oder  Linie  liegt,  wodurch  ihre  Protection 
r  auf  die  Richtung  R  Null  wird. 

Nach  der  Gleichung  (d),  die  früher  bewiesen  worden  ist, 
und  die  noch  immer  statt  findet,  wenn  auch  die  gerade  Linie 
MO  unendlich  klein  ist,  hat  man  also 

Pp  +  P'p'  +  p"p"  +  ...  =  °>  (0 

sobald  sich  die  Kräfte  P,  P\  P"...  im  Gleichgewichte  halten. 
Umgekehrt  ist  das  Gleichgewicht  immer  vorhanden,  wenn  diese 
Gleichung  für  alle  möglichen  Versetzungen  eines  völlig  freien 
materiellen  Punktes,  oder  eines  solchen,  der  gezwungen  ist, 

auf  einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  zu  blei- 

i 

ben,  statt  hat. 
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Man  nennt  die  virtuelle  Geschwindigkeit  eines 
materiellen  Punktes,  der  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  ist, 
jede  unendlich  kleine  Linie,  wie  MO,  die  man  ihn  beschrei- 
ben lassen  kann,  wenn  man  auf  die  Bedingungen  Rücksicht 
nimmt,  welchen  er  unterworfen  werden  kann,  und  das  Princip 
des  Gleichgewichtes,  welches  in  der  eben  mitgetheilten  Glei- 
chung enthalten  ist,  auf  welches  wir  in  der  Folge  zurück 
kommen  Werden,  heilst  das  Princip  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten. Wendet  man  es  allmäUch  auf  einen 
Punkt  an,  der  gänzlich  frei  ist,  oder  auf  einer  Oberfläche 
oder  einer  krummen  Linie  bleiben  soll,  so  findet  man  ohne 
Schwierigkeit  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  die  wir 
früher  erhalten  haben.  Jede  der  Gleichungen  (e)  kann  man 
aus  der  Formel  (i)  ableiten ,  indem  man  für  MO  die  Ver- 
setzung des  Punktes  M  auf  einer  der  Axen  MA,  MB,  MC 
nimmt.  Ebenso  erhält  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewich- 
tes, die  dann  statt  haben,  wenn  ein  Punkt  gezwungen  ist, 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bleiben,  wenn  man  seine 
Versetzungen  nach  der  Richtung  zweier  Axen  betrachtet,  die 
in  der  berührenden  Ebene  gezogen  sind,  und  die  Formel  (*) 
giebt  unmittelbar  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  eines 
Punktes,  der  gezwungen  ist,  auf  einer  gegebenen  krummen 
Linie  zu  bleiben,  indem  man  statt  MO  das  Element  dieser 
krummen  Linie,  und  statt  p,  p',  p"  u.  8.  w.  die  Projectionen 
dieses  Elementes  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  P,  P' ,  P" 
u.  s.  w.  nimmt.  Nennt  man  die  Winkel ,  welche  diese  Rich- 
tungen mit  der  Tangente  der  krummen  Linie  machen, 

et ,  a  ,  a 

so  hat  man  alsdann 

p  =  MO.  cos«,  p  =  MO.  cosa,  p"  =  MO. cos  a' ... 
und  wenn  man  den  Factor  MO,  der  allen  Gliedern  der  Glei- 
chung (i)  gemeinschaftlich  ist,  wegläfst,  so  erhält  man 

P  cos  a  -J-  P'  cos  a  -f-  P"  cos  a"  -f-  . . .  =  o 
wie  früher. 
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Zweites  Kapitel. 
Vom  Gleichgewichte  des  Hebels. 

40. 

Man  betrachtet  hier  einen  Hebel  als  eiue  gerade  oder 
krumme  Linie  ECF  (Fig.  10),  die  unausdehnbar  und  von 
unveränderlicher  Gestalt  ist,  und  sich  nur,  in  einer  Ebene, 
um  eiuen  ihrer  Punkte  C,  den  man  als  fest  annimmt,  und 
welchen  man  den  Stützpunkt  des  Hebels  nennt,  drehen 
kann.  Gewöhnlich  sind  nur  zwei  Kräfte  an  diese  Maschine 
angebracht,  von  welchen  die  eiue  bestimmt  ist,  die  andere 
im  Gleichgewichte  zu  halten;  die  erste  nennt  man  die  Kraft, 
die  zweite  die  Last.  Der  gröfseren  Allgemeinheit  wegen  wer- 
den wir  aber  annehmen,  dafs  eine  beliebig  grofse  Anzahl  von 
Kräften,  deren  Richtungen  in  der  Ebene  des  Hebels  liegen, 
auf  verschiedene  Punkte  dieser  Linie  wirken,  und  man  ver- 
langt die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  zu  finden. 

Ich  habe  in  diesem  Werke  nicht  die  Absicht,  die  Gesetze 
des  Gleichgewichtes ,  die  darin  erörtert  werden ,  auf  die  ver- 
schiedenen Maschinen  anzuwenden.  Was  die  einfachen  Ma- 
schinen betrifft,  so  verweise  ich  auf  die  elementaren  Lehr- 
bücher der  Statik.  Jedoch  müssen  wir  uns  hier  mit  dem  Ge- 
setze des  Gleichgewichtes  am  Hebel  nothwendig  beschäftigen, 
da  es  ein  Princip  der  Mechanik  ist,  und  es  soll  nun  gezeigt 
werden ,  wie  dieses  Princip  mit  dem  der  Zusammensetzung 
der  Kräfte  verbunden  ist,  die  auf  einen  einzelnen  Punkt  wirken. 

41. 

Wenn  mehrere  Kräfte  an  einen  Körper  angebracht  sind, 
dessen  Gestalt  man  als  unveränderlich  annimmt,  so  kann  man 
den  Angriffspunkt  einer  jeden  dieser  Kräfte  nach  einem  ande- 
ren Punkte  des  Körpers  hin  versetzen,  der  in  der  Richtung 
der  Kraft  oder  deren  Verlängerung  liegt.  Wenn  z.  B.  eine 
gegebene  Kraft  P  auf  das  Ende  E  des  Hebels  nach  der  gera- 
den Linie  AE  wirkt,  und  31  ein  anderer  Punkt  ist,  der 
dieser  Richtung  angehört,  und  von  welchem  man  voraussetzt, 
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dal»  er  mit  dem  Hebel  auf  eine  unveränderliche  Weise  ver- 
bunden ist,  so  ist  es  erlaubt,  die  Kraft  P  durch  eine  andere 
gleich  grofse  Kraft  zu  ersetzen ,  die  auf  den  Punkt  M  nach 
der  Richtung  MA  wirkt.  Man  kann  nemlich  zuerst  an  den 
Punkt  M  zwei  gleich  grofse  Kräfte  anbringen,  die  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  wirken,  die  eine  nach  MA,  die  andere  nach 
deren  Verlängerung  MA'  \  setzt  man  noch  aufserdem  voraus, 
dafs  jede  dieser  Kräfte  gleich  P  ist,  so  vernichtet  diejenige, 
die  nach  MA'  wirkt,  die  Kraft  P,  die  am  Punkte  E  nach 
EA  angebracht  ist,  weil  diese  beiden  gleichen  Kräfte  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  auf  die  Endpunkte  der  Linie  ME,  de- 
ren Länge  angenommener  Mafsen  unveränderlich  ist,  wirken. 
Es  bleibt  also  nur  noch  die  Kraft  P,  die  am  Punkte  M  nach 
der  Richtung  MA  wirkt,  und  durch  welche  die  gegeben« 
Kraft  Pf  die  am  Punkte  E  wirkte ,  ersetzt  ist. 

Die  Kräfte  wirken  sehr  oft  auf  die  Körper,  die  sie  in 
Bewegung  setzen,  oder  zu  setzen  streben,  entweder  indem  sie 
dieselben  vermittelst  eines  Fadens  ziehen,  der  an  denselben 
befestigt  ist,  oder  indem  sie  dieselben  vermittelst  einer  Stange 
fortstofsen,  die  gegen  ihre  Oberfläche  wirkt.  Dieser  Faden 
oder  diese  Stange  können  sich  mehr  oder  weniger  ausdehnen 
oder  zusammen  ziehen;  haben  sie  aufgehört  sich  zu  verlän- 
gern oder  zu  verkürzen,  so  betrachtet  man  sie  als  unverän- 
derliche Linien,  die  die  Pachtung  einer  jeden  Kraft  vorstellen, 
deren  Wirkung  alsdann  dieselbe  ist,  als  wenn  sie  unmittelbar 
auf  die  Punkte  der  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  würde, 
in  welchen  sich  diese  Linien  endigen. 

Ein  Hebel  ist  keinesweges ,  wie  man  es  hier  voraussetzt, 
eine  Linie  von  unveränderlicher  Gestalt,  im  Gegentheil  ist  es 
eine  Stange,  die  sich,  scy  es  auch  noch  so  wenig,  biegt,  und 
sich,  wegen  der  Kräfte,  die  auf  dieselbe  wirken,  ein  wenig 
ausdehnt  oder  zusammen  zieht.  Es  wäre  sehr  schwer ,  im 
Voraus  die  Gestalt  zu  bestimmen ,  die  er  annehmen  mufs ; 
hat  er  aber  einmal  diese  Gestalt  angenommen,  so  betrachtet 
man  ihn  als  unveränderlich,  und  auf  diese  Gestalt,  die  sich 
von  der  ursprünglichen  nur  sehr  wenig  unterscheidet,  bezie- 
hen sich  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes,  die  man  finden 
wollte. 
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Man  nehme  an,  dafs  eiue  zweite  Kraft  Q  auf  das  andere 
Ende  F  des  Hebels  wirke,  und  zwar  nach  der  Richtuni»  FB, 
und  dafs  die  beiden  Richtungen  EA  und  FB  in  der  Ebene 
enthalten  seyen ,  in  welcher  sich  der  Hebel  drehen  kann. 
Diese  beiden  geraden  Linien,  oder  ihre  Verlängerungen,  wer- 
den sich  in  einem  bestimmten  Punkte  M  schneiden,  den  man, 
nach  dem  was  bewiesen  worden  ist,  für  den  gemeinschaft- 
lichen Angriffspunkt  von  P  und  Q  nehmen  kann.  Dies  vor- 
ausgesetzt, kann  man,  durch  die  Regel  des  Parallelogramms 
der  Kräfte,  die  Mittelkraft  dieser  beiden  Kräfte  bestimmen, 
deren  Angriffspunkt  also  ebenfalls  M  seyn  wird.  Damit  sie 
aber  aufgehoben  werde,  und  der  Hebel  in  Ruhe  bleibe,  ist 
es  erforderlich,  dafs  ihre  Richtung  durch  den  Stützpunkt  C 
gehe,  und  diese  Bedingung  ist  zugleich  zur  Erhaltung  des 
Gleichgewichtes  hinreichend,  denn,  wenn  man  die  Mittelkraft 
an  jenen  Punkt  anbringt,  so  wird  sie,  durch  den  Widerstand 
jenes  festen  Punktes,  aufgehoben  werden. 

Fallt  man  vom  Punkte  C  die  senkrechten  Linien  CG, 
CH  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q,  so  hat  man, 
nach  dem  was  in  f.  29  gesagt  worden  ist,  im  Falle  des  Gleich- 
gewichtes , 

P  :  Q  =  CH  s  CG, 
und  umgekehrt  wird  das  Gleichgewicht  vorhanden  seyn,  wenn 
dieses  Verhältnils  statt  hat.     Nennt  man  daher  die  senkrech- 
ten Linien  CG  und  CH  bezüglich  p  und  q,  so  ist  die  Glei- 
chung des  Gleichgewichtes 

Pp  =  Qq. 

Man  nennt  das  Moment  einer  Kraft  in  Bezie- 
hung auf  einen  Punkt,  das  Produkt  aus  dieser  Kraft 
in  die  senkrechte  Linie,  die  von  diesem  Punkte  auf  seine 
Richtung  gefällt  wird.  So  besteht  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes am  Hebel  darin,  dafs  die  Momente  der  Kraft  und 
der  Last,  in  Beziehung  auf  den  Stützpunkt  genommen,  ein- 
ander gleich  sind,  indem  nemlich  diese  zwei  Kräfte  den  Hebel 
nach  entgegengesetzten  Richtungen  zu  treiben  streben. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  geraden  Linien  CG  und  CH 
auf  unveränderliche  Weise  mit  dem  Hebel  verbuudeu  sind, 
so  kann  man  G  und  //  als  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  P 
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und  Q  ansehen,  und  den  Hebel  ECF,  der  eine  beliebige 
Gestalt  haben  kann,  durch  den  gebrochenen  Hebel  GCH 
(Fig.  11)  ersetzen.  Die  senkrechten  Linien  CG  und  CR 
nennt  man  die  Arme  des  Hebels,  nemlich  den  Arm  der 
Kraft  und  den  Arm  der  Last.  Die  Bedingung  des  Gleich« 
gewichts  hängt  nicht  von  der  Gröfse  des  Winkels  GCH  ab, 
was  man  auch  a  priori  beweisen  kann. 

Denn  beschreibt  man  aus  dem  Punkte  C  mit  dem  Halb- 
messer CH  den  Kreisbogen  RR',  den  man  als  unveränder- 
lich mit  dem  Hebel  verbunden  annimmt,  und  bringt  mau  an 
den  Punkt  R'  zwei  Kriifte  an,  die  gleich  Q  sind,  und  in 
entgegengesetzten  Richtungen  nach  den  Theilen  R'B'  und 
R'B''  der  Berührungslinie  dieses  Punktes  wirken,  so  ist  es 
einleuchtend,  dafs  die  Kraft  Q,  die  nach  R'B"  gerichtet  ist, 
durch  die  Kraft  Q,  die  nach  RB  gerichtet  ist,  aufgehoben 
wird ;  denn  diese  beiden  Kräfte  streben,  das  System  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  zu  drehen ,  und  es  ist  kein  Grund 
vorhanden,  warum  es  mehr  der  einen  als  der  anderen  folgen 
sollte.  Die  zweite  dieser  zwei  Kräfte  ist  daher  durch  die 
Kraft  Q  ersetzt,  die  nach  H' B'  gerichtet  ist,  und  der  Winkel 
GCH  geht  in  den  Winkel  GCH'  über,  der  grüfser  oder  klei- 
ner ist,   ohne  dafs  hierdurch  das  Gleichgewicht  gestört  wird. 

Durch  diese  Aenderung  kann  der  Winkel  der  beiden 
Hebelarme  180°  oder  Null  werden,  alsdann  ist  der  Hebel  ein 
gerader,  die  Kraft  und  die  Last  sind  parallele  Kräfte,  die  in 
demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  sind, 
und  für  das  Gleichgewicht  ist  es  immer  erforderlich,  dafs 
ihre  Gröfsen  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Längen  ihrer 
Hebelarme  stehen. 

43. 

Nennt  man  R  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  P  und 
Q,  die  im  Punkte  M  zusammen  treffen  (Fig.  10),  und  m  den 
Winkel  j4MB>  der  zwischen  ihren  Richtungen  enthalten  ist, 
so  hat  man  (§.  20) 

R2  =  P2  +  Q2  _j_  2PQ  C08/w> 

und  der  Werth  von  R  giebt  die  Last  an,  die  der  Stützpunkt 
C,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes,  tragen  mufs.  Bringt 
man  die  Kraft  R  an  diesen  Punkt  an,  so  ist  sie  nach  der 
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geraden  Linie  CD,  die  die  Verlängerung  von  MC  ist,  ge- 
richtet. In  der  Figur  10  wird  angenommen ,  dafs  der  Punkt 
C  zwischen  den  Angriffspunkten  E  und  F  der  Kraft  und  der 
Last  liegt.  Das  Gegen t heil  findet  in  der  Figur  12  statt,  aber 
die  Betrachtungen,  die  eben  angestellt  worden  sind,  lassen 
sich  auf  beide  Fälle  anwenden,  sie  sind  nur  darin  von  ein- 
ander verschieden,  dafs  im  ersten  Falle  die  Kräfte  P  und  Q 
auf  zwei  verschiedenen  Seiten  des  Hebels  wirken,  und  der 
Winkel  AMB  spitz  ist,  während  sie  im  zweiten  Falle  auf 
derselben  Seite  wirken,  und  der  Winkel  AMB  stumpf  ist. 

Da  die  drei  Punkte  JSy  Fy  C  dieselben  bleiben,  wenn  der 
Punkt  M,  in  welchem  die  drei  Kräfte  P,  Q ,  R  zusammen 
treffen,  sich  in  das  Unendliche  entfernt,  so  werden .  alsdann 
diese  Kräfte  parallel.  In  dem  Falle  der  Fig.  10  wird  alsdann 
der  Winkel  m  unendlich  klein,  man  hat  cos  m  =z  1  und 
folglich 

R  =  P  +  Q. 

Im  zweiten  Falle  wird  das  Supplement  des*  Winkels  m 
unendlich  klein,  man  hat  also  cos  m  =  —  1  und 

R=Q-P, 

indem  man  P  <C  Q  annimmt.  Die  Mittelkraft  zweier  paral- 
leler Kräfte  ist  ihrer  Summe  oder  ihrem  Unterschiede  gleich, 
je  nachdem  diese  Kräfte  in  demselben  oder  in  entgegengesetz- 
tem Sinne  wirken.  Sind  ihr&  Richtungen  einander  entgegen- 
gesetzt, so  wirkt  die  Mittelkraft  im  Sinne  der  gröfseren.  In 
diesen  zwei  Fällen  stehen  die  Seitenkräfte  P  und  Q  im  um- 
gekehrten Verhältnisse  ihrer  Abstände  CG  und  CH  von  der 
Mittelkraft. 

Dies  angenommen,  zieht  man  eine  gemeinschaftliche  senk- 
rechte Linie  auf  die  drei  parallelen  Kräfte,  und  nennt  man 
a  den  Theil  GH  dieser  geraden  Linie  (Fig.  13  u.  14),  da- 
zwischen den  zwei  Seitenkräften  P  und  Q  enthalten  ist,  und 
x  den  Abstand  CH  der  Mittelkraft  R  von  der  Seitenkraft  Q, 
die  man  als  die  grüfste  annimmt,  so  hat  man 

P  :  Q  =  x  :  a  z£  'X, 
indem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je  nach- 
dem P  und  Q  nach  derselben  Richtung  (Fig.  13)  oder  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  (Fig.  14)  wirken.    Hieraus  fin- 
det man 
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F  :  Q  ztz  P  =  x  :  a} 

und  folglich 

aP 

x  z=   , 

Q  +  P' 

wodurch  man  die  Lage  der  Mittelkraft  erfahrt,  deren  Werth 
Q  ±  P  ist. 

44. 

"Wenn  die  Kräfte  P  und  Q  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen wirken,  .und  nur  sehr  wenig  von  einander  verschieden 
sind,  so  wird  ihre  Mittelkraft,  immer  im  Sinne  der  grosseren 
gerichtet,  in  einem  sehr  grofsen  Abstände  von  den  gegebenen 
Kräften  sich  befinden.  Sind  sie  aber  völlig  gleich,  so  wird 
dieser  Abstand  unendlich  grofs.  Dies  beweist,  dafs  zwei 
Kräfte,  die  gleich  grofs  und  parallel  sind,  und  in  entgegenge- 
setzten Richtungen  wirken,  nicht  durch  eine  einzige  Kraft 
ersetzt  werden  können,  und  es  ist  auch  wirklich  gar  kein 
Grund  vorhanden,  wrarum  diese  einzige  Kraft  eher  nach  der 
einen  als  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  wirken  sollte. 

Zwei  solche  Kräfte,  die  an  den  Endpunkten  einer  gera- 
den Linie  GH  (Fig.  15)  wirken,  werden  diese  Linie  um  ihren 
Mittelpunkt  K.  drehen;  diese  Wirkung  kann  aber  offenbar 
nicht  durch  eine  einzige  Kraft  hervorgebracht  werden.  Man 
kann  diese  Kräfte   auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten 

* 

durch  zwei  andere  Kräfte  ersetzen,  die  sich  in  ähnlichem 
Falle  befinden,  denn  man  ändert  durchaus  Nichts  in  ihrer 
Wirkung,  wenn  man  z.  B.  an  den  Punkten  G  und  H,  nach 
den  Verlängerungen  GJE  und  HF  der  geraden  Linie,  zwei 
gleiche  Kräfte  von  beliebiger  Gröfse  anbringt.  Denn  die 
Mittelkraft  der  Kräfte,  die  nach  GA  und  GE  gerichtet  sind, 
und  die  der  Kräfte ,  die  nach  HB  und  HF  gerichtet  sind, 
werden  noch  immer  Kräfte  seyn,  die  gleich,  parallel  und  in 
entgegengesetztem  Sinne  nach  den  Linien  GC  und  HI)  ge- 
richtet sind,  und  diese  Mittelkräfte  ersetzen  die  ursprünglichen 
Kräfte,  die  nach  GA  und  HB  wirkten.  Nennt  man  P  die 
gemeinschaftliche  Gröfse  dieser  zwei  Kräfte,  und  a  ihren 
Absland,  so  werden  sich  diese  beiden  durch  die  angegebene 
Operation  in  andere  verwandeln,  ihr  Produkt  aP  aber  bleibt 
dasselbe,  wie  dies  sogleich  bewiesen  werden  soll. 
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45. 

Uebrigens  ist  dieser  besondere  Fall  der  einzige,  in  welchem 
ein  System  von  einer  gewissen  Anzahl  von  Kräften  P,  P\ 
P'\ . . ,  die  in  einer  Ebene  enthalten  sind ,  und  auf  materielle 
Punkte  wirken ,  die  auf  unveränderliche  Weise  mit  einander 
verbunden  sind,  nicht  auf  eine  einzige  Kraft  zurück  geführt 
werden  kann.  Denn  die  zwei  Kräfte  P  und  P'  mögen  in 
einem  Punkte  zusammentreffen,  oder  parallel  seyn ,  man  wird 
sie  immer  auf  eine  einzige  Kraft  Q,  durch  die  Regel  des 
Parallelogramms  der  Kräfte,  oder  durch  die  des  vorhergehen- 
den Paragraphen,  zurück  führen  können.  Diese  Kraft  Q  und 
die  Kraft  P"  kann  man  wieder  auf  eine  einzige  Kraft  O 
zurückführen,  dann  führt  man  wieder  Q'  und  P"'  auf  eine 
neue  Mittelkraft  Q"  zurück,  und  so  fahrt  man  fort,  bis  man 
alle  gegebenen  Kräfte  auf  zwei  zurück  geführt  hat,  die  sich 
wieder  selbst  zu  einer  einzigen  R  vereinigen  lassen,  wenn  sie 
nicht  in  dem  in  Rede  stehenden  Ausnahmefall  begriffen  sind. 

Im  Allgemeinen  ist  diese  Kraft  R  die  Mittelkraft  der  gege- 
benen Kräfte  P,  P',  P"...,  und  fügt  man  zu  diesen  Seiten- 
kräften noch  eine  Kraft  R'  hinzu,  die  der  Kraft  R.  gleich 
und  entgegengesetzt  ist,  so  ist  das  System  im  Gleichgewichte. 
Die  GroTse  von  R  und  seine  Lage  in  der  Ebene  der  gegebe- 
nen Kräfte  hängt  auf  keine  Weise  von  der  Ordnung  ab,  in 
welcher  man  diese  Kräfte,  bei  den  allmälichen  Reductionen 
die  im  Vorigen  besprochen  worden  sind,  nimmt.  Denn  würde 
man,  wenn  man  die  Ordnung  änderte,  eine  andere  Mittelkraft 
S  erhalten,  die  von  R  der  Gröfse  oder  Richtung  nach  ver- 
schieden wäre,  so  müfste  eine  dieser  Kräfte  der  anderen  das 
Gleichgewicht  halten,  wenn  sie  in  entgegengesetzter  Richtung 
genommen  würde,  was  unmöglich  ist. 

Wenn  die  Kräfte  P,  P',  P"...,  die  an  einen  Hebel 
angebracht  sind,  der  in  ihren  Ehenen  liegt,  im  Gleichgewichte 
seyn  sollen,  so  müssen  sie  sich  zuerst  auf  eine  einzige  Kraft 
zurück  führen  lassen ,  denn  wenn  sie  sich  auf  zwei  parallele 
Kräfte  S  und  S'  reducierten,  die  nicht  wieder  auf  eine  ein- 
zige Kraft  zurück  geführt  werden  könnten,  und  wenn  S' 
diejenige  wäre,  die  dem  Stützpunkte  am  nächsten  läge,  so 
könnte  man  S'  in  zwei  Kräfte  Q  und  Q'  zerlegen,  die  parallel 
wären  und  nach  derselben  Richtung  wirkten,  und  von  wel- 
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eben  die  erste  der  Kraft  S  gerade  entgegengesetzt  wäre,  die 
andere  aber  durch  den  Stützpunkt  ginge.     Da  jede  dieser 
Seitenkräfte  kleiner  als  S  oder  S  wäre,  so  würde  die  Kraft 
Q    aufgehoben  -werden ,  und  es  würde  nur  noch  die  Kraft 
S —  Q  übrig  bleiben,  die  den  Hebel  im  Sinne  der  Kraft  S 
drehen  würde.     Sind  die  gegebenen  Kräfte  auf  eine  einzige 
Kraft  7?  zurückgeführt,   so  ist  es  noch  aufserdem  für  das 
Gleichgewicht  erforderlich,  dal's  diese  Kraft  durch  seinen  Stütz- 
punkt gehe.     Diese   Bedingung  kann  man,   vermittelst  des 
Lehrsatzes,  der  nun  bewiesen  werden  soll,  durch  eine  Glei- 
chung ausdrücken. 

46. 

Man  betrachte  zuerst  blos  zwei  Kräfte  und  ihre  Mittel- 
kraft. Das  Moment  dieser  Mittelkraft,  In  Beziehung  auf  einen 
Punkt,  der  in  der  Ebene  der  drei  Kräfte  liegt,  wird  der 
Summe  oder  dem  Unterschiede  der  Momente  der  zwei  Seiten- 
kräfte in  Beziehung  auf  denselben  Funkt  gleich  seyn;  dem 
Unterschiede,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Momente  in  dem 
Winkel  der  Seitenkräfte  oder  in  dessen  Scheitelwinkel  liegt; 
der  Summe  dagegen,  wenn  dieser  Punkt  außerhalb  dieser 
zwei  Winkel  liegt. 

Es  seyen  nemlich  P  und  P'  diese  zwei  Kräfte,  MA  und 
MÄ  (Fig.  16  und  17)  ihre  Richtungen,  Q  ihre  Mittelkraft, 
die  nach  MB  wirkt,  C  *)  der  Mittelpunkt  der  Momente, 
p,  p,  q  die  senkrechten  Linien  Ca,  Ca',  Cb ,  die  von  dem 
Punkte  C  auf  die  Richtungen  P,  P ',  Q  gefällt  sind.  Man 
zerlege  jede  dieser  drei  Kräfte  in  zwei  andere,  die  nach  der 
geraden  Linie  MC  und  nach*  der  darauf  senkrecht  stehenden 
KMK'  gerichtet  sind,  und  betrachte  diese  senkrechten  Seiten- 
kräfte.   Man  hat  alsdann  offenbar 

cos  BMK  =  sin  BMC  =  5L, 

c 

indem  man  durch  c  die  Länge  der  Linie  31 C  bezeichnet,  da- 
her ist  die  Seitenkraft  .von  Q,  die  nach  MK  gerichtet  ist, 


')  Der  Verfasser  hatte  hier  zuerst  bemerken  sollen,  dafs  man  den  Punkt, 
von  welchem  aus  die  senkrechten  Linien  gezogen  werden,  den 
Mittelpuukt  der  Momente  nennt ,  wie  er  dies  auch  wirklich 
in  der  ersten  Ausgabe  getlian  hat  Anin.  des  lieber*. 
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gleich  ~.  Ebenso  sind  die  Seilenkriifte  von  /'  und  P,  die 
senkrecht  auf  MC  sieben, 


c  c 

Sie  wirken  in  entgegengesetztem  Sinne ,  wenn  die  Linie 
MC  durch  den  Winkel  AMA'  gebt  (Fig.  16),  und  in  dem- 
selben Sinne,  wenn  sie  aufserhalb  dieses  Winkels  fällt.  Nun 
muis  aber  die  Summe  dieser  Seitenkräfte  im  zweiten  Falle, 
und  der  Ueberschufs  der  grüJscren  über  die  kleinere,  im 
ersten  Falle,  der  Seitenkrafl  von  Q  gleich  seyn ,  weil  Q  die 
Mittelkraft  von  P  und  P'  ist.  Nimmt  mau  daher  an,  dafs 
die  Seitenkraft  von  P  grüfscr  ist,  als  die  Seitenkraft  von  P' , 
und  läfst  man  den  gemeinschaftlichen  Factor  c  weg,  so  hat  man 

Qq=  Pp  zt=  P'p, 
was  zu  beweisen  war. 

Denkt  man  sich,  dafs  der  Punkt  C  fest  ist,  und  dafs  die 
senkrechten  Linien  Ca,  Ca\  Cb  ein  unveränderliches  System 
bilden,  so  können  die  Kräfte  P,  P\  Q,  die  man  sich  als 
an  den  Endpunkten  a,  a,  b  dieser  geraden  Linien  wirkend 
denken  kann ,  nur  eine  drehende  Bewegung  um  den  Mittel- 
punkt der  Momente  hervorbringen.  Der  Anblick  der  Figur 
17,  welcher  das  obere  Zeichen  in  der  vorhergehenden  Glei- 
chung entspricht,  zeigt,  dafs  wenn  der  Puukt  C  aufserhalb 
des  Winkels  AMA'  oder  seines  Scheitelwinkels  fallt,  die  drei 
Kräfte  ihre  Angriffspunkte  nach  derselben  Richtung  um  den 
Punkt  C  zu  drehen  streben;  fallt  aber  'dieser  Punkt  innerhalb 
eines  dieser  zwei  Winkel,  so  ^eigt  die  Figur  16,  die  dem 
unteren  Zeichen  entspricht,  dafs  die  Kräfte  P  und  P  die 
Punkte  a  und  a  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  drehen 
suchen,  und  man  sieht  auch,  dafs  in  diesem  Falle  die  Mittel- 
kraft Q  ihren  Angriffspunkt  in  demselben  Sinne  zu  drehen 
strebt,  wie  die  Seitenkraft,  die  das  grüfste  Moment  hat. 

Nach  dieser  Bemerkung  kommt  der  so  eben  bewiesene 
Lehrsatz  darauf  zurück,  dafs  das  Moment  der  Mittel- 
kraft der  beiden  Kräfte  der  Summe  oder  dem 
Unterschiede  der  Momente  dieser  beiden  Kräfte 
gleich  ist,  je  nachdem  die  Seitenkräfte  ihre  An- 
griffspunkte in  demselben  oder  in  en  tge  ge ngesetz- 
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lern  Sinne  um  den  Mittelpunkt  der  Momente  zu 
drehen  suchen,  und  dafs  ihre  Mittelkraft  das  Be- 
streben hat,  in  demselben  Sinne  eine  Drehung 
hervorzubringen,  wie  die  Scitenkraft,  die  das 
gröbste  Moment  hat. 

Da  dieser  Lehrsatz  für  alle  möglichen  Winkel  gültig  ist, 
die  die  Richtungen  der  Kräfte  einschliefsen  können,  so  muff 
er  auch  noch  bestehen,  wenn  sie  parallel  sind.  Dies  kann 
übrigens  auch  leicht  aus  der  Zusammensetzung  von  Kräften 
dieser  Art  abgeleitet  werden  ($.  43). 

47. 

Der  letztere  Ausdruck  hat  den  Vortheil,  dafs  man  ibn 
leicht  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften  P,  P\ 
deren  Richtungen  in  dieselbe  Ebene  fallen,  ausdehnen  kann. 

Betrachtet  man  nemlich  den  Mittelpunkt  der  Momente 
als  einen  festen  Punkt,  um  welchen  die  Kräfte  das  Syslem 
ihrer  Angriffspunkte  zu  drehen  suchen,  die  auf  eine  unver- 
änderliche Weise  mit  einander  verbunden  sind,  so  ist  das 
Moment  der  Mittelkraft  der  Summe  der  Momente  der  Kräfle, 
die  eine  Drehung  in  demselben  Sinne,  wie  die  Mittelkraft, 
zu  bewirken  suchen,  weniger  der  Summe  der  Momente  der 
Kräfte,  die  eine  Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  hervor- 
bringen, gleich. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme  man  an, 
dafs  die  drei  ersten  Kräfle  P,  P\  P"  eine  Bewegung  in 
demselben  Sinne  hervor  zu  bringen  suchen ,  alle  übrigen  aber 
eine  Bewegung  in  entgegengesetztem  Sinne.  Man  nehme  die 
Reihe  von  Reductionen ,  die  in  }.  45  vorgenommen  worden 
sind,  wieder  auf.  Sey  Q  die  Mittelkraft  von  P  und  P',  und 
Q'  die  Mittelkraft  von  Q  und  P"  oder  von  P,  P',  P" .  Seyen 
ferner  p,  p',  p",  q,  q  die  senkrechten  Linien,  die  vom  Mittel- 
punkt der  Momente  auf  die  Richtungen  von  P,  P \  P",  Q,  Q' 
gefällt  werden,  so  hat  man  nach  dem  Vorhergehenden 

Ql  =  Pp  +  P>',       Q'q   =Qq+  P"p", 
und  folglich 

QY  =  pp  +  py  +  py, 

Bezeichnet  man  ebenso  durch  Ql  die  Mittelkraft  aller 
übrigen  Kräfte  P  ",  P"  u.s.  w.,  durch  qx  die  senkrechte  Linie, 
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die  vom  Mittel  punkte  der  Momente  auf  ihre  Richtung  gefallt 
wird,  durch  p'" ,  plr  u.  s.  w.  die  senkrechten  Linien,  die  von 
demselben  Punkte  auf  die  Richtungen  von  jP'",  Plyu.  s.w. 
gefallt  werden  ,  so  hat  man  auch 

Qiqi  =  P"'p"'  +  P»p»  +  ... 
Die  Mittelkraft  R  aller  gegebenen  Kräfte  ist  aber  auch 
die  Mittelkraft  der  Kräfte  Q'  und  Qi9  bezeichnet  man  daher 
durch  r  die  senkrechte  Linie,  die  vom  Mittelpunkte  der  Mo- 
mente auf  die  Richtung  von  R  gefällt  wird,  und  bemerkt 
man,  dafs  diese  Kräfte  Q'  und  Qx  eine  Drehung  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  hervor  zu  bringen  suchen,  so  hat 
mau 

Rr=  sfc  (Q'q'  -  Qiqi), 

je  nachdem  Q'q  gröfser  oder  kleiner  als  Qiqi  ist.  Im  ersten 
Falle  sucht  die  Kraft  R  in  demselben  Sinne  zu  drehen,  wie 
die  Kraft  Q',  folglich  auch  in  demselben  Sinne,  wie  die  drei 
Kräfte  P,  P'9  P" .  Wir  wollen  annehmen,  dafs  dieser  erste 
Fall  statt  habe;  substituiert  man  statt  Q'q'  und  Qiqi  ihre 
Wertlie,  so  hat  man  alsdann 
Rr  =  Pp  +  P'pr  +  p"p"  —  p"'p'"—pivpiv...  (i) 

und  diese  Gleichung  enthält  den  Lehrsatz,  der  bewiesen  wer- 
den sollte. 

Setzt  man  voraus,  dafs  der  Mittelpunkt  der  Momente  der 
Stutzpunkt  des  Hebels  sey,  an  welchen  die  Kräfte  P,  P',  P"... 
angebracht  sind,  60  ist  es  für  das  Gleichgewicht  dieses  Hebels 
erforderlich,  dafs  man  habe 

Pp  +  Pp'  +  P"p"  —  P"'p"'  —  P"p"...  =  o  (2) 

weil  in  diesem  Falle  die  Kräfte  eine  Mittelkraft  haben  müs- 
sen, die  durch  den  Stützpunkt  geht  (£.45),  und  für  welchen 
man  also 

V  =o 

hat. 

48. 

Man  kann  die  Gleichung  (l)  allgemeiner  machen,  wenn 
man  annimmt,  dafs  man  die  Kräfte  P,  P',  P",..  durch  Zer- 
legungen und  Zusammensetzungen  in  andere  Kräfte  S,  S',  S"... 
umgeändert  habe,  deren  Summe  den  gegebenen  Kräften  gleich 
ist.    Bezeichnet  man  durch  s,  s',  s"  u,  s.  W.  die  senkrechten 
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Linien ,  die  vom  Mittelpunkte  der  Momente  auf  die  Richtun- 
gen von  S,  S*  S"...  gefallt  »erden,  so  findet  man  durch 
dieselbe  Betrachtung,  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen, 

Sa  +  s's'  +  s"*"  -f  ...  =  pp  +  p'p  +  py 

_  PMpm  —  P^pwM%  (a) 

in  welcher  Gleichung  man  die  Momente  der  Kräfte  S,  S\  «S"..., 
die  nach  derselben  Richtung  zu  drehen  streben,  wie  die  Kräfte 
P,  P\  P"...,  mit  dem  Zeichen  -f-  nehmen  mufs,  dagegen  die 
Momente  derjenigen,  die  in  demselben  Sinne,  wie  die  Kräfte 
P"f,  Plv...  zu  drehen  streben,  mit  dem  Zeichen  — . 

Der  besondere  Fall,  wenn  die  Kräfte  P,  P* ,  />"...  sich 
nicht  auf  eine  einzige  zurück  führen  lassen,  ist  in  dieser  letzten 
Gleichung  enthalten.  Seyen  alsdann  «S  und  Sf  zwei  Kräfte, 
die  gleich  parallel  und  sich  nicht  gerade  entgegen  gesetzt  sind, 
und  nenne  man  h  ihren  wechselseitigen  Abstand.  Liegt  der 
Mittelpunkt  der  Momente  zwischen  ihren  Richtungen,  so  hat  man 

ft       s'  =z  h% 

sie  streben^  alsdann,  eine  Drehung  in  demselben  Sinne  um  die- 
sen Punkt  hervor  zu  bringen ,  man  mufs  daher  üireu  Momen- 
ten dasselbe  Zeichen  geben,  und  erhält 

Ss  -f  S's'  =  Sh. 

Ist  dagegen  der  Mittelpunkt  der  Momente  nicht  zwischen 
S  und  S'  enthalten,  und  man  setzt  s  >>  s  ,  so  hat  man 

s  —  s'  z=z  7i, 

diese  beiden  Kräfte  streben  alsdann ,  eine  Drehung  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  hervor  zu  bringen,  und  man  mufs  dem 
Moment  von  S  das  Zeichen  -f-  und  dem  Moment  von  S'  das 
Zeichen  —  geben.    Hieraus  folgt 

Ss  —  S's'  =:  Sh. 
Folglich  wird  die  Gleichung  (3)  immer 
Sil  =  Pp  -f  P'p'  +  P"P"  -  P"'p"  -  P»p™~  .... 

Da  das  zweite  Glied  dieser  Gleichung  aus  lauter  gegebe- 
nen 'Gröfsen  besteht,  so  folgt  daraus,  dafs  wenn  sich  die 
Werthe  von  S  und  h  ändern,  ihr  Produkt  dennoch  dasselbe 
bleibt,  wie  dies  schon  früher  gesagt  worden  ist. 

Man  schliefst  auch  aus  dieser  letzten  Gleichung,  dafs  die 
gegebenen  Kräfte,  wenn  der  zweite  Theil  der  Gleichung  Null 
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ist,  nicht  in  dem  Ausnahmefall  enthalten  sind,  in  welchem 
sie  nicht  auf  eine  einzige  zurück  geführt  werden  können. 
Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Gleichung  (2)  zugleich  ausdrückt, 
dafs  die  Kräfte  P}  P'  P"...  eine  einzige  Mittelkraft  haben, 
und  dafs  diese  Mittelkraft  durch  den  Mittelpunkt  der  Momente 
geht,  folglich  ist  sie  die  Gleichung,  die  für  das  Gleichgewicht 
des  Hebels,  dessen  Stützpunkt  der  Mittelpunkt  der  Momente 
ist,  nothvvcndig  und  hinreichend  ist.  Die  Mittelkraft  II,  die 
man  durch  die  Reihe  von  Reductionen  des  f.  45  erhält,  drückt 
die  Last  aus,  die  der  Stützpunkt  tragen  mufs;  ist  diese  Null, 
so  halten  sich  die  Kräfte  P,  P',  P"...  in  ihrer  Ebene,  ohne 
Hülfe' dieses  festen  Punktes,  im  Gleichgewichte. 

49. 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  am  Hebel  läfst  sich 
durch  eine  Gleichung  ausdrücken,  die  der  Formel  (i)  in  {.39 
analog  ist. 

Seyen  z.B.  M,  M\  M"  (Fig.  18)  die  Angriffspunkte  der 
drei  Kräfte  P,  P' ,  P" ,  die  auf  den  Hebel  ECF  nach  den 
Richtungen  MA,  M'  A',  M"A",  die  in  seiner  Ebene  enthal- 
ten sind,  wirken.  Man  drehe  den  Hebel  um  ein  unendlich 
Kleines  um  seinen  Stützpunkt  C,  so  dafs  M,  31',  M"  nach 
m,  m'y  m"  kommen.  Nach  der  Erklärung  des  {.39  sind  die 
unendlich  kleinen  Bogen  31m,  M'm',  M"m",  die  man  als 
gerade  Linien  ansehen  kann,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten 
der  Angriffspunkte  M,  31' ,  M''  der  drei  Kräfte,  die  man  be- 
trachtet. Ich  fälle  von  m,  tri  m"  senkrechte  Linien  ma, 
ma,  m"a"  auf  die  geraden  Linien  MA ,  M'A',  31"  A"  oder 
auf  ihre  Verlängerung;  Ma  ist  die  Protection  von  Mm  auf 
die  Richtung  der  Kraft  P  selbst,  die  den  Hebel  im  Sinne 
der  statt  gehabten  Umdrehung  zu  drehen  sucht,  M  a  und 
M"a"  sind  die  Projectionen  von  M'm  und  M  'm"  auf  die 
Verlängerungen  der  beiden  anderen  Kräfte  P'  und  P",  die 
ihu  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen  suchen.  Aus  die- 
sem Grunde  betrachte  ich  die  erste  dieser  Projectionen  als 
eine  positive  Grofse,  und  die  zwei  anderen  als  negative  Gro- 
fsen.    Ich  bezeichne  diese  drei  Grüfscn  durch  IT,  11  ,  II  . 

Dies  angenommen,  so  mufs,  in  Folge  des  Principe  der 
virtuellen  Geschwindigkeit,  die  Summe  der  gegebenen  Kräfte, 
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bezüglich  mit  den  eben  erklarten  Projectionen  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  ihrer  Angriffspunkte  multipliciert ,  im  Falle 
des  Gleichgewichtes  Null  seyn,  und  umgekehrt  hat  das  Gleich- 
gewicht statt,  wenn  diese  Summe  Null  ist,  so  dais  diese 
Gleichung  des  Gleichgewichtes  des  Hebel» 

pn  +  pw  +  p"ir  =  o  (4) 

ist.  Wirklich  kann  man  sich  leicht  davon  überzeugen,  dais 
diese  Gleichung  mit  derjenigen  zusammenfallt,  die  aus  der 
Betrachtung  der  Momente  abgeleitet  worden  ist. 

... 

Man  bezeichne,  zu  diesem  Zwecke,  durch  p,  p,  p"  die 
senkrechten  Linien  CG,  CG',  CG",  die  vom  Puncte  C  auf 
die  Richtungen  der  Kräfte  P,  P',  P"  gefallt  werden,  durch 
c,  c  ,  c"  die  Abstände  CM,  CM\  CM"  ihrer  Angriffspunkte 
vom  Punkte  C,  und  durch  y,  y  ,  y"  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten Mm,  M'm,  M"m".  Da  der  unendlich  kleine 
Bogen  Mm  mit  seiner  Tangente  zusammenfallt,  so  stehen  die 
Seiten  der  Dreiecke  Mma  und  CMG  senkrecht  auf  einan- 
der, und  die  Dreiecke  sind  daher  ähnlich,  man  hat  also 

Ma  :  Mm  =  CG  :  CM, 

und  da 

Ma  =  n,  Mm  =  y,  CG  =  p,  CM  =  c, 
so  ergiebt  sich  hieraus 

u=LL. 

C 

Ebenso  findet  man 


indem  man  bemerkt,  dafs  IT  und  II",  nach  der  Voraus- 
setzung, negative  Gröfsen  sind.  Da  übrigens  die  Gestalt  des 
Hebels  als  unveränderlich  genommen  wird,  so  entsprechen  die 
drei  Bogen  Mm,  M'm\  M"m",  die  zu  gleicher  Zeit  be- 
schrieben werden,  demselben  Winkel,  und  dividiert  man  sie 
durch  ihre  bezüglichen  Halbmesser  CM,  CM',  CM",  so  hat 
man  drei  gleiche  Verhältnisse.  •  Bezeiclinet  man  durch  #  die 
gemeinschaftliche  Grufsc  dieser  Verhältnisse,  so  hat  man  also 

—  =  —  =  *r  = 

v         c  c" 

und  folglich 

n  =  p&7  ir  =  —  p'&,  \T  —  —  p"&. 
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Substituiert  mau  nun  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (4), 
und  läfst  den  allen  Gliedern  gemeinschaftlichen  Factor  #  weg, 
so  erhält  man 

Pp  _  p'p'  _  p'p"  —  0> 

•  - 

was  wirklich  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  des  Hebels,  « 
den  wir  betrachten,  ist.    Multipliciert  man  umgekehrt  diese 
letzte  Gleichung  durch  &,  so  geht  sie  in  die  Gleichung  (4) 
über. 

Die  Betrachtung  würde  offenbar  immer  dieselbe  bleiben, 
wie  grol's  man  auch  die  Anzahl  der  gegebenen  Kräfte  P, 
P\  P"  annehmen  magj  und  nach  welcher  Richtung  sie  auch 
den  Hebel  drehen  mögen. 
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Drittes  Kapitel. 

• 

Ueber  die  Zusammensetzung  und  das  Gleichgewicht  der  parallelen 

Kräfte, 

50. 

Die  Zusammensetzung  der  parallelen  Kräfte  kann  man, 
wie  früher  gezeigt  worden  ist,  aus  der  Regel  des  Parallelo- 
gramms der  Kräfte  ableiten,  indem  man  die  gegebenen  Kräfte 
wie  Kräfte  betrachtet,  deren  Richtungen,  unendlich  verlängert, 
zusammen  treffen.  Man  kann  aber,  indem  man  noch  immer 
-  von  dieser  Regel  Gebrauch  macht,  die  Mittelkraft  zweier  pa- 
ralleler Kräfte  auch  auf  andere  Weise  erhalten,  die  ebenfalls 
von  Nutzen  ist.  '  .  4 

Seyen  P  und  Q  die  zwei  Seitenkräfte,  die  auf  die  Punkte 
E  und  F  der  unbiegsamen  geraden  Linie  FF,  nach  den  pa- 
rallelen Richtungen  EA  und  FB,  in  demselben  Sinne  (Fig.  19), 
oder  in  entgegengesetztem  Sinne  (Fig.  20),  wirken.  An  die- 
sem Systeme  von  Kräften  ändert  man  Nichts,  wenn  man  an 
die  Endpunkte  dieser  geraden  Linie  gleiche  Kräfte  anbringt, 
die  sich  entgegengesetzt,  nach  den  Verlängerungen  FC  und 
FD  dieser  geraden  Linie  gerichtet  sind,  und  deren  gemein- 
schaftliche Grüfse  durch  S  vorgestellt  wird.  Ich  nehme  die 
Mittelkraft  der  Kräfte  P  und  S,  die  an  den  Punkt  E  auge- 
bracht sind,  und  die  eine  Kraft  P'  seyn  wird,  welche  nach 
der  geraden  Linie  EA'  wirkt,  die  innerhalb  des  Winkels 
AEC  liegt.  Ebenso  wird  die  Mittelkraft  der  Kräfte  Q  und 
S,  die  am  Punkte  F  wirken,  eine  Kraft  Q'  seyn,  die  nach 
der  Richtung  der  geraden  Linie  FB'  wirkt,  welche  innerhalb 
des  Winkels  BFD  liegt.  Nimmt  man  den  Fall  des  f.  44  aus, 
wo  die  Kräfte  P  und  Q  gleich  sind,  und  in  entgegengesetzter 
Richtung  wirken ,  so  werden  die  zwei  geraden  Linien  EA' 
und  FB'  nicht  parallel  seyn.  Nimmt  man  daher  an,  dafs 
ihr  Durchschnittspunkt  K  unveränderlich  mit  der  Linie  EF 
verbunden  ist,  so  wird  es  erlaubt  seyn,  ihn  als  den  gemein- 
schaftlichen Angriffspunkt  der  beiden  Kräfte  P'  und  Q'  an- 
zusehen (£.41).    Durch  diesen  Punkt  K  ziehe  ich  die  geraden 
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Linien  E'F'  und  KH'  parallel  mit  der  geraden  Linie  EF 
und  den  Richtungen  der  Kräfte  P  und  Q;  ich  zerlege  als- 
dann jede  dieser  Kralle  jP  und  Q'  nach  diesen  Parallelen. 
Auf  diese  Weise  mufs  man  offenbar  die  Seitenkräftc  S  und  P 
wiederfinden,  die  nach  KE'  und  KH  gerichtet  sind,  und 
ferner  die  Seitenkräfte  S  und  Q,  die  nach  KF'  und  KH 
gerichtet  sind  (Fig.  19),  oder  nach  KF*  und  KH'  (Fig.20). 
Wir  werden  also  dieselben  vier  Kräfte  haben  wie  früher,  nur 
dafs  sie  jetzt  alle  vier  an  denselben  Punkt  K  angebracht  sind. 
Vernachlässigt  man  die  beiden  Kräfte  S,  so  bleiben  noch  die 
beiden  Kräfte  P  und  Q,  die  im  Falle  der  Figur  19  nach  der- 
selben geraden  Linie  KH,  oder,  im  F'alle  der  Figur  20,  welche 
voraussetzt,  dafs  Q  die  gröfste  der  beiden  gegebenen  Kräfte 
ist,  nach  der  Linie  KH  und  deren  Verlängerung  KH'  ge- 
richtet sind.  Die  Mittelkraft  dieser  beiden  Kräfte  wird  ihnen 
^also  parallel  seyn,  und  wenn  man  sie  durch  Ii  bezeichnet, 
so  hat  man 

R  =  Q  ±  P, 
je  nachdem  sie  in  demselben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
gerichtet  sind. 

Um  den  Punkt  O  zu  bestimmen,  wo  die  Richtung  dieser 
Mittelkraft  die  gerade  Linie  EF  oder  ihre  Verlängerung 
schneidet,  nehme  ich  an,  dafs  E'  und  F'  die  Durchschnitte 
der  Linien  AE  und  BF  mit  der  Linie  E'  F*  sind,  die  bei- 
den Vierecke  EE'KO  und  FF'  KO  sind  Parallelogramme, 
und  wenn  man  ihre  Diagonalen  KE  und  KF  nimmt,  um 
die  Mittelkräfte  P'  und  Q'  vorzustellen,  so  hat  man 

S  :  P  =  EO  :  KO 

S  :  Q  =  FO  :  KO 
als  die  Verhältnisse  der  Seitenkräfte.    Hieraus  schliefst  man 

P  :  Q  =  FO  :  EO, 
wodurch  man  die  Lage  des  Punktes  O  findet,  den  man  für 
den  AngrhTspunkt  der  Mittelkraft  nehmen  kann. 

Auch  findet  man 

P  :  Q  dtz  P  =  FO  :  EF 

Q  :  Q  ±  P  =  EO  :  EF, 
wo  sich  die  oberen  Zeichen  auf  die  Figur  19  und  die  unteren 
auf  die  Figur  20  beziehen;  nimmt  mau  nun  auf  den  vorher- 
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*  « 

gehenden  Werth  von  Jl  Rücksicht,  so  hat  man  daher  in  bei- 
den Fällen 

P  :  Q  :  R  =  FO  :  EO  :  EF, 
woraus  sich  ergiebt,  dafs  jede  der  drei  Kräfte  P,Q,  R  dem 
Abstände  proportional  ist,  der  zwischen  den  Angriffspunkten 
der  beiden  übrigen  enthalten  ist. 

Dieses  Verhältnils  und  folglich  auch  die  Lage  des  Punktes 
O,  ist  unabhängig  von  dem  Winkel,  unter  welchem  die  Rich- 
tungen der  gegebenen  Kräfte  von  der  Linie  EF  geschnitten 
werden,  die  irgend  eine  beliebige  gerade  Linie  seyn  kann, 
die  in  ihren  Endpunkten  diese  zwei  Richtungen  trifft. 

51. 

Man  kann  jetzt  ohne  Schwierigkeit  alle  die  Fragen  losen, 
die  sich  hinsichtlich  der  Zusammensetzung  zweier  paralleler 
Kräfte  in  eine  einzige,  und  hinsichtlich  der  Zerlegung  einer 
Kraft  in  zwei  andere,  die  ihr  parallel  sind,  darbieten  können. 
Wir  werden  in  dieser  Beziehung  in  keine  weitere  Erörterung 
eingehen ,  und  eben  so  wenig  auf  den  besonderen  Fall  zurück 
kommen,  wenn  zwei  gleiche  und  nicht  gerade  entgegengesetzte 
Kräfte  gegeben  sind,  welchen  wir  von  dem  vorhergehenden 
Beweise  ausgeschlossen  haben,  und  der  auch  hinlänglich  in 
}.  44  untersucht  worden  ist. 

Ich  will  nun  eine  beliebige  Anzahl  paralleler  Kräfte  be- 
trachten, von  welchen  ein  Theil  in  einem  Sinne,  der  andere  in 
entgegengesetztem  Sinne  wirkt,  und  die  entweder  in  derselben 
oder  in  verschiedenen  Ebenen  liegen,  und  an  Punkte  ange- 
bracht sind,  die  auf  unveränderliche  Weise  unter  sich  ver- 
bunden sind,  wie  z.B.,  wenn  sie  an  verschiedene  Punkte 
eines  festen  Körpers  angebracht  sind.     Setzt  man  zwei  dieser 
Kräfte  in  eine  einzige   zusammen ,    alsdann  diese  und  eine 
dritte  wieder  in  eine  einzige  und  so  weiter,  so  kann  man 
zuletzt  die  Gröfsc  der  Mittelkraft  aller  gegebenen  Kräfte  und 
ihre  Lage  im  Räume  bestimmen,  wenn  nicht  die  zwei  letzten 
Kräfte,  die  man  zu  betrachten  hat,  unter  den  Ausnahmefall 
des  f.  44  fallen.     Diese  Mittelkraft  ist  offenbar  der  gemein- 
schaftlichen Richtung  der  Seiteukräfte  parallel,  aufserdem  ist 
sie  der  Summe  derjenigen,  die  in  eiuem  Sinne  wirken,  we- 
niger der  Summe  derjenigen,  die  in  entgegengesetztem  Sinuc 
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Wirken,  gleich,  und  wirkt  in  dem  Sinne  der  grüfseren  Summe.  . 
Betrachtet  man  daher  die  einen  als  positive,  und  die  anderen 
als  negative  Grüfsen  (f.  Ii),  und  stellt  sie  durch  P,  P',  P"... 
und  ihre  Mittelkraft  durch  R  vor,  so  hat  man  immer 

R  =  P  +  P'  +  P".... 

52. 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  sich  um  ihre  Angriffspunkte 
drehen,  ohne  aufzuhören  parallel  zu  seyn,  so  dreht  sich  ihre 
.Mittelkraft  ebenfalls  um  einen  Punkt  ihrer  Richtung ,  denn  ihr 
Angriffspunkt,  den  man  findet,  wenn  man  allmälich  die  gege- 
benen Kräfte,  wie  so  eben  angegeben  wurde,  zusammensetzt, 
hängt  auf  keine  Weise  von  der  gemeinschaftlichen  Richtung 
dieser  Kräfte  ab,  und  bleibt  daher  derselbe,  wenn  diese  Rich- 
tung sich  ändert. 

Man  nehme  z.  B.  an,  dafs  die  Anzahl  der  gegebenen 
Kräfte  drei  sey,  nemlich  P,  P',  P",  die  nach  den  geraden 
Linien  MA,  M' A\  M" A"  gerichtet  sind  (Fig.  21).  Sey 
zuerst  NB  die  Richtung  der  Mittelkraft  von  P  und  P',  die 
gleich  P  -f-  P'  seyn  wird,  ferner  sey  N'B'  die  Richtung 
der  Mittelkraft  von  P  -J-  P'  und  P",  indem  in  der  Figur 
angenommen  wird,  dafs  die  letztere  P"  in  einer  Richtung 
wirkt,  die  der  Richtung  von  P  und  P'  entgegengesetzt,  und 
gröfser  als  P  -f-  P'  ist.  Nun  denke  man  sich,  dafs  die  drei 
Kräfte  P,  P',  P"  sich  um  die  Punkte  M,  M\  M"  drehen, 
indem  sie  ihren  Parallelismus  und  die  relative  Richtung  ihrer 
Wirkungen  beibehalten.  Seyen  Ma,  M'a\M"a"  ihre  neuen 
Richtungen.  In  diesem  neuen  Zustande  trifft  die  Mittelkraft 
der  Kräfte  P  und  P'  die  gerade  Linie  MM-  in  demselben 
Punkte  N  wie  früher,  da  die  Lage  dieses  Punktes  nur  von 
dem  Verhältnifs  der  Seitenkräfte  abhängt,  und  keinesweges 
von  dem  Winkel,  den  die  gerade  Linie  MM'  mit  ihren 
Richtungen  einschliefst  (f.  50);  sie  wird  nun  nach  der  geraden 
Linie  Nb  gerichtet  seyn,  die  mit  Ma  und  M'a  parallel  ist, 
und  noch  immer  gleich  P  -f-  P'  seyn.  Aus  demselben  Grunde 
trifft  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P  +  P'  und  P"  die  Verlän- 
gerung der  geraden  Linie  MM'  in  demselben  Punkte  TV'  wie 
früher,  und  wird  nach  der  geraden  Linie  jV '6'  gerichtet  seyn, 
die  mit  Nb  parallel  ist;   hieraus  folgt,  dafs,  während  die 
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drei  Kräfte  P,  P'  Pn  sieh  um  ilire  Angriffspunkte  M,  M ,  M" 
drehen,  auch  ihre  Mittelkraft  sich  um  den  Funkt  dreht. 

53. 

Wir  werden  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte 
den  Punkt  nennen,  in  welchem  sich  alle  auf  einander  folgen- 
den Richtungen  der  Mittelkraft  schneiden,  wenn  sich  ihre 
Seitenkräfle  um  ihre  Angriir&punkle  drehen,  die  man  als  un- 
veränderliche annimmt. 

Man  wird  in  der  Folge  sehen,  wie  wichtig  es  ist,  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  zu  betrachten,  besonders 
bei  den  Fragen,  die  sich  auf  das  Gleichgewicht  und  die  Be- 
wegung der  schweren  Körper  beziehen.  Man  kann  schon 
hier  die  Bemerkung  machen,  dafs,  wenn  ein  fester  Körper 
durch  beliebige  Kräfte  getrieben  wird,  und  man  den  Mittel- 
punkt dieser  Kräfte  bestimmt,  den  man  als  fest  annimmt,  das 
Gleichgewicht  in  allen  Lagen  statt  hat,  die  der  Körper  um 
diesen  Punkt  annehmen  kann,  sobald  nur  die  gegebenen 
Kräfte  immer  parallel  und  an  dieselben  Punkte  dieses  Kör- 
pers angebracht  bleiben,  denn  ihre  Mittelkraft  wird  alsdann 
beständig  durch  den  festen  Punkt  gehen ,  was  hinreichend  ist, 
um  sie  aufzuheben. 

Die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte, 
auf  drei  rechtwinklige  Axen  bezogen,  hängen,  wie  man  sieht, 
von  den  Produkten  dieser  Kräfte,  multiplicicrt  mit  den  Coor- 
dinaten ihrer  Angriffspunkte,  ab.  Da  diese  Produkte  sehr 
häufig  vorkommen ,  hat  man  ihnen  einen  besonderen  Namen 
gegeben ;  man  nennt  nemlich  Moment  einer  Kraft  in 
Beziehung  auf  eine  Ebene  das  Produkt  aus  dieser 
Kraft  in  ihren  Abstand  von  dieser  Ebene.    Ist  z.  B.  P  die 

i 

Grüfse  einer  Kraft,  die  an  einen  Punkt  angebracht  ist,  dessen 
Coordinaten  x^y,  z  sind,  so  sind  die  Produkte  Pz,  Py,  Px 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  die  Ebenen  der  x  und  y, 
x  und  z ,  y  und  z.  Die  Momente  dieser  Art  haben,  im  All- 
gemeinen, durchaus  nichts  Gemeinschaftliches  mit  den  Momen- 
ten in  Beziehung  auf  einen  Punkt,  die  im  }.  42  erklärt  wor- 
den sind.  Diese  hängen  nemlich  von  der  Richtung  der 
Kraft  ab,  und  sind  von  seinem  Angriffspunkte  unabhängig; 
die  Momente  in  Beziehung  auf  eine  Ebene  dagegen  hängen 
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nur  von  der  Lage  des  Angriffspunktes  der  Kraft  ab, 
und  sind  von  ihrer  Richtung  unabhängig.  Man  braucht 
die  Letzteren  nur  da,  wo  parallele  Kräfte  in  Betrachtung 
kommen,  so  dafs  sie  positive  oder  negative  Gröfsen  seyn 
können,  da  die  Kraft  und  die  Coordinaten  des  Punktes,  an 
welchen  sie  angebracht  ist,  ebenfalls  positiv  oder  negativ  seyn 
können. 

54. 

Seyen  M,  M%  M"  u.  s.w.  (Fig.  22)  die  Angriffspunkte 
der  parallelen  Kräfte  P,  P\  P"  u.s.w.,  deren  Richtungen 
nicht  weiter  in  Betracht  kommen.  Man  ziehe  willkührlich 
die  drei  rechtwinkligen  Axen  Ox9  Oy,  Oz9  die  die  Coordina- 
tenaxen  seyn  werden.  Man  bezeichne  durch  x9  y  9  z  die 
Coordinaten  von  AI,  durch  x'9y'9  z  die  Coordinaten  von  M' , 
durch  x"  y" ,  z"  die  Coordinaten  von  M"  u.  s.  w.,  und  setze 
voraus,  dafs  alle  diese  Coordinaten  und  diese  Kräfte  gegebene 
Gröfsen  seyen,  die  positiv  oder  negativ  seyn  können. 

Seyen  ferner  Q,  Q' ,  Q"  u.  8.  w.  die  Projectionen  der 
Punkte  M,  A1'9  M"  u.s.w.  auf  die  Ebene  der  x  und  y,  so 
dafs  man  hat 

MQ  =  z,    M'Q'  =  z',   M'Q"  =  z"  u.  s.w. 
Ferner  bezeichne  man  durch  xx ,  yx ,  zx  die  drei  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte,  deren  Werlhe  man 
finden  will. 

Die  Mittelkraft  P  +  P'  der  zwei  Kräfte  P  und  P' 
wird  in  irgend  einem  Punkte  iV  die  gerade  Linie  MM'  oder 
ihre  Verlängerung  treffen,  je  nachdem  diese  beiden  Kräfte 
dasselbe  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  in  beiden  Fäl- 
len hat  man  aber 

P'  :  P  +  Pf  =  MX  :  MM'. 

Sey  K  die  Projection  von  N  auf  die  Ebene  von  x  und  y. 
Durch  den  Punkt  M  ziehe  man  die  Linie  MGH  parallel  mit 
der  geraden  Linie  QKQ',  die  die  geraden  Linien  JN K  und 
M'Q'  in  den  Punkten  G  und  H  trifft,  so  dafs  mau  hat 

MQ  =  GmK  =  HQ', 

auch  hat  man 

MN  :  MM'  =  KIG  :  M  ff, 
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und  aus  dieser  Proportion,  verbunden  mit  der  vorhergehen- 
den, findet  man 

(P  +  P')  NG  =  P\  MB. 

Zu  dieser  Gleichung  addiere  ich  die  identische  Gleichung 
(P  +  P')  GK  =  P.MQ  +  P'.HQ' 
und  erhalte 

(P  +  P')  NK  =  Pz  +  Pz'. 

• 

Die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  P  +  P'  und  P"  wird 
in  einem  Punkte  N'  die  gerade  Linie  NM"  oder  ihre  Ver- 
längerung treffen,  je  nachdem  diese  beiden  Kräfte  dasselbe 
oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben  werden ,  und  wenn  K' 
die  Projection  von  iVf  auf  die  Ebene  der  *  und  y  ist,  so 
findet  man,  wie  im  vorhergehenden  Falle, 

(P  -f-  P'  +  P")  N'K'  =  (P  +  P')  NK  +  P'V, 
folglich  hat  man 

(P  +  p'  +  p")  iV'AT'  =  Pz  +  P'z'  +  P"z". 

Auf  diese  Weise  falu*t  man  fort,  bis  man  alle  gegebenen 
Kräfte  P,  P' P"  u.  s.w.  erschöpft  hat,  und  wenn  R  die 
Mittelkraft  aller  ist,  so  hat  man  zuletzt 

RZl  =  Pz  +  P'z  -f  P'V'  +  .... 
Die  Figur  22  setzt  voraus,  dafs  alle  Punkte  AI ,  M' ,  M" 
U.  s.  w.  auf  derselben  Seite  der  Ebene  der  x  und  y  liegen, 
oder  dafs  ihre  Ordinaten,  die  der  Axe  der  z  parallel  sind, 
alle  dasselbe  Zeichen  haben;  man  sieht  aber  leicht,  dafs, 
wenn  die  vorhergehende  Gleichung  in  diesem  Falle  richtig  ist, 
dies  auch  noch  dann  statt  finden  wird,  wenn  diese  Ordinaten 
theilweise  positiv  und  theilweise  negativ  sind.  Denn  man 
verschiebe  die  Ebene  der  x  und  y,  mit  sich  selbst  parallel, 
bis  zu  einem  beliebigen  Abstände  h  von  seiner  früheren  Lage. 
In  Beziehung  auf  diese  neue  Ebene  seyen  Z,  Z' ,  Z"  u.  s.  w. 
die  Coordinaten  von  M,  U\  M"  u.s.w.,  und  ZY  die  Coor- 
dinate  des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte,  so  dafs  man  hat 

Zi  =  *i—h   Z  =  z-h,  Z'  =  *'—h,   Z"  =  z"-h 

u.  s.  w.    Zieht  man  nun  von  der  vorhergehenden  Gleichung 

i 

die  identische  Gleichung 

Rh  =  Ph  +  P'h  +  P"h  +  ... 
ab,  so  erhält  man 
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RZ1  =  PZ  +  P'Z'  +  P"Z"  + 
in  welcher  Gleichung  die  Ordinalen  Z,  Z\  Z"  u.  8.  w.  positiv 
oder  negativ  seyn  können. 

Man  sieht  also,  dafs  in  allen  Fällen  das  Moment  der 
Mittelkraft  einer  beliebigen  Anzahl  von  parallelen  Kräften  in 
Beziehung  auf  eine  Ebene,  die  man  willkührlich  gewählt  hat, 
der  Summe  der  Momente  dieser  Kräfte,  in  Beziehung  auf 
dieselbe  Ebene,  gleich  ist. 

55. 

Nimmt  man  allmälich  die  Momente  in  Beziehung  auf  die 
drei  Coordinatenebenen ,  so  hat  man,  nach  den  vorhergehen- 
den Bezeichnungen, 

Rxt  =z  Px  +  P'x'  +  P"x"  +  ...  ) 
Ryx  =  Py  +  PY  +  PY'  +  ...  [  (1) 
Rzx  =  Pz  +  P'z'  +  P"z"  +  ...  ) 
und  da  • 

R  =  P  +  P'  +  P"  +  ...  (2) 

ist,  so  sind  die  drei  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  paral- 
lelen Kräfte  vollkommen  bestimmt.  Zieht  man  durch  diesen 
Punkt,  nach  der  Richtung,  die  das  Zeichen  von  R  angiebt, 
eine  gerade  Linie  parallel  mit  den  gegebenen  Kräften,  so  hat 
man  die  Richtung  der  Mittelkraft.  Diese  vier  Gleichungen 
enthalten  auf  die  allgemeinste  Weise  die  Theorie  der  paralle- 
len Kräfte. 

Die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  P,  P',  P" . ..  ist 
gleich  Null,  in  Beziehung  auf  jede  Ebene,  die  durch  den 
Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  geht.  Denn  nimmt  man 
diese  Ebene  für  die  der  x  und  y,  so  mufs  man  nothwendig 
Z\  =i  o  haben,  und  folglich 

Pz  +  P'z'  +  P"z"  +  ...  SB  O. 

In  dem  besonderen  Falle,  wenn  sich  die  Kräfte  P,  P\ 
P"...  auf  zwei  gleiche  Kräfte  reducieren,  die  in  entgegenge- 
setztem Sinne  wirken,  ist  ihre  Summe  R  gleich  Null,  wo- 
durch die  Werthe  von  xx,  yl9  zx  unendlich  grofs  werden. 
Der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte  liegt  alsdann  unendlich 
weit  entfernt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dieser  Mittelpunkt  ist 
gar  nicht  vorhanden,  eben  so  wenig,  wie  die  Mittelkraft. 
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56. 

Wenn  alle  Angriffspunkte  M,  M'  A/"...  der  gegebenen 
Kräfte  in  derselben  Ebene  liegen ,  so  ist,  nach  der  Beschaffen- 
heit des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte  (J.  52)  klar ,  dafa 
dieser  Punkt,  wenn  er  vorhanden  ist,  sich  ebenfalls  in  dieser 
Ebene  be/iiiden  mufs ;  dies  kann  man  auch  aus  den  Gleichun- 
gen (1)  und  (2)  schliefsen. 

Bezeichnet  man  nemlich  drei  gegebene  Constanten  durch 
a,  b,  c,  so  hat  man  in  diesem  Falle 

z   =  ax  -f-  by  -f-  c 

z'  —  ax'  -f-  by'  -f-  c 

z"=ax"+by"+c 

U.  8.  W. 

Ich  substituiere  diese  Werthe  von  z}  z\  z"  u.s.  w.  in 
die  dritte  Gleichung  (1)  und  erhalte 

Rzx  =  (Px  +  P'x'  +  P"x"  +...)« 

+  (Py+ P'y'  + P"y"  +  ...)b 

+  (p*+p'sf  +  py  +  ...)c. 

Vermöge  der  zwei  anderen  Gleichungen  (l)  und  der  Gleichung 
(2)  kann  man  die  CoeiHcienten  a,  b,  c  durch  Rxly  Ryl9  Rzx 
ersetzen,  und  wenn  man  alsdann  den  gemeinschaftlichen  Factor 
R  wegläfst,  so  hat  man 

zx  =  axx  +  byx  -f-  c, 
woraus  hervorgeht,  dafs  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte 
in  der  Ebene  der  Punkte  M9  M' ,  M"...  liegt. 

Wenn  alle  diese  Punkte  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
so  befindet  sich  dieser  Mittelpunkt  ebenfalls  auf  derselben, 
und  die  erste  der  Gleichungen  (t)  ist  alsdann  hinreichend,  um 
seine  Lage  zu  bestimmen,  wenn  man  diese  gerade  Linie  für 
die  Axe  der  x  nimmt.  Sind  aufserdem  die  Kräfte  P,  P' ,  P" ... 
senkrecht  auf  dieser  geraden  Linie,  so  fallen  die  Momente, 
die  wir  gegenwärtig  betrachten,  mit  den^Momenten  in  Bezie- 
hung auf  einen  Punkt,  der  hier  der  Anfangspunkt  O  der 
Abscissen  x  ist,  zusammen,  und  die  erste  Gleichung  (1)  lallt 
mit  der  Gleichung  (l)  des  }.  47  zusammen.  Es  ist  nemlich 
leicht  zu  sehen,  dafs  unter  den  gegebenen  Kräften  P,  P\ 
P"...,  die  Kräfte,  welche  nach  derselben  Richtung  um  den 
Punkt  O  zu  drehen  suchen,  wie  die  Mittelkraft  R,  diejenigen 
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sind,  die  dasselbe  Zeichen,  wie  ihre  Abslande  x,  x', 
von  diesem  Punkte,  haben,  während  diejenigen,  welche  eine 
Drehung  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  bewirken  suchen,  die 
Kräfte  sind,  deren  Zeichen  dem  ihrer  entsprechenden  Ab- 
stände entgegengesetzt  ist ;  folglich  werden  die  Momente  der 
ersteren  Kräfte  addiert,  die  der  letzteren  abgezogen,  gerade  so, 
wie  es  in  dem  erwähnten  Paragraphen  gelehrt  worden  ist. 

57. 

Aus  der  eben  erläuterten  Theorie  kann  man  leicht  die 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  paralleler  Kräfte  P,  P'fP"... 
ableiten. 

Ist  gar  kein  fester  Punkt  in  dem  Systeme,  so  ist  es  für 
das  Gleichgewicht  erforderlich,  dafs,  wenn  man  eine  dieser 
Kräfte,  z.B.  die  Kraft  P,  absondert,  alle  übrigen  eine  Mittel- 
kraft haben ,  die  gleich  P  und  ihm  entgegengesetzt  ist.  Sey 
also  R'  die  Mittelkraft  der  Kräfte  P',  P"...;  weil  die  Kräfte 
P  und  R'  gleich  und  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet 
sind,  so  müssen  sie  gleich  seyn  und  entgegengesetzte  Zeichen 
haben,  das  heifst,  es  mufs 

p  +  jr  ss  o 

seyn.  Da  aber  R'  die  Summe  der  Seitenkräfte  P'  P"...  ist, 
so  folgt  hieraus,  als  erste  Gleichung  des  Gleichgewichtes, 

P  +  P'  +  P"  +  ...  =  o.  («) 

■ 

Um  aufserdem  auszudrücken,  dafs  die  Kräfte  P  und  R' 
gerade  entgegengesetzt  sind,  seyen  et,  ß,  y  die  drei  Coordina- 
ten  des  Mittelpunktes  der  parallelen  Kräfte  P',  P"...,  so 
dafs  man  hat  , 

R'a  =  P  V  +  P"x r"  +  . . . 

R'fi  =  py  +  py  + ... 

R'y  =  P'z'  +  P"z"  +  ... 

Da  dieser  Mittelpunkt  der  AngriiTspunkt  ihrer  Mittelkraft 
R  ist,  so  ist  es  nothwendig,  dafs  er  sich  auf  der  Richtung 
der  Kraft  P  befinde,  damit  R'  dieser  Kraft  gerade  entgegen- 
gesetzt sey,  oder,  was  dasselbe  ist,  dieser  Punkt  und  der 
Angriffspunkt  M  der  Kraft  P  müssen  auf  einer  Linie  liegen, 
die  der  gemeinschaftlichen  Richtung  der  gegebeuen  Kräfte  pa- 
rallel ist.    Nimmt  man  daher,  der  grülseren  Einfachheit  wegen, 
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an,  dafs  die  Ebene  der  x  und  y  senkrecht  auf  dieser  Rich- 
tung steht,  so  müssen  diese  beiden  Punkte  auf  derselben  Linie, 
die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht ,  liegen ;  sie  haben  also 
dieselbe  Protection  auf  diese  Ebene,  folglich  müssen  ihre 
Coordinaten ,  die  den  Axen  der  x  und  y  parallel  sind ,  einan- 
der gleich  seyn,   so  dafs  man  hat 

«  =  x,    ß  =  y. 

Ich  substituiere  daher  x  und  y  statt  «  und  ß  in  den  zwei 
ersten  der  vorhergehenden  Gleichungen,  und  da 

R'  =  —  P, 

so  erhält  man 

P*+/>V  +  />'V  +  ...  =  „! 

Py  +  P'y'  +  P"y"  +  ...  =  o  f  <*> 

welche  Gleichungen  andeuten,  dafs  die  Summe  der  Momente 
aller  Kräfte  P,  P' ,  P"...  in  Beziehung  auf  die  Ebenen  der 
x  und  z ,  und  der  y  und  z ,  die  ,  ihren  Richtungen  parallel 
sind,  Null  ist. 

Das  Gleichgewicht  dieser  Kräfte  erfordert  also,  dafs  die 
Gleichungen  (a)  und  (b)  zu  gleicher  Zeit  statt  finden.  Und 
umgekehrt  ist  das  Gleichgewicht  vorhanden,  wenn  diesen  drei 
Gleichungen  Genüge  geleistet  wird.  Denn  betrachtet  man  die 
Mittelkraft  Ii'  aller  Kräfte  weniger  eine,  so  hat  man,  in 
Folge  dieser  Gleichungen, 

R'*=  —  P,   R'a  =  —  Px,   R'ß  =  —  Py, 
und  folglich 

a  =  x,  ß  =  y, 
so  dafs  diese  Mittelkraft  der  Kraft  P,  die  man  weggelassen 
hatte,  gleich  und  gerade  entgegengesetzt  ist.  Hierzu  ist  es 
nicht  erforderlich ,  dafs  die  beiden  Ebenen,  in  Beziehung  auf 
welche  die  Summe  der  Momente  der  gegebenen  Kräfte  Null 
ist,  auf  einander  senkrecht  stehen,  es  genügt  schon,  wenn 
sie  den  Richtungen  dieser  Kräfte  parallel  sind,  und  man  kann 
sich  leicht  überzeugen,  dafs  wenn  diese  Bedingungen  in  Be- 
ziehung auf  zwei  Ebenen,  die  dieser  Richtung  parallel  sind, 
erfüllt  süid ,  sie  es  auch  in  Beziehung  auf  alle  übrigen  seyn 
werden. 

Wir  können  also  nun  behaupten,  dafs  zum  Gleichge- 
wichte eiues  Systems  paralleler  Kräfte,   die  an  einen  festen 
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völlig  freien  Körper  angebracht  sind,  es  hinreichend  und  not- 
wendig ist, 

1)  dafs  die  Summe  dieser  Kräfte  Null  sey; 

2)  dafs  die  Summe  ihrer  Momente,  in  Bezie- 
hung auf  zwei  beliebige  Ebenen,  die  ihrer  ge- 
meinschaftlichen Richtung  parallel  sind,  Null 
s  ey. 

Wenn  alle  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthalten  sind,  so 
ist  diese  zweite  Bedingung,  in  Beziehung  auf  diese  Ebene, 
schon  erfüllt,  und  es  ist  hinreichend,  wenn  sie  auch  noch  in 
Beziehung  auf  eine  andere  Ebene  erfüllt  wird. 

58. 

Wenn  ein  Punkt  des  festen  Körpers  als  unbeweglich  an- 
genommen wird,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  paralle- 
len Kräfte  hinreichend ,  dafs  die  Summe  ihrer  Momente  in 
Beziehung  auf  zwei  Ebenen,  die  durch  diesen  Punkt  gehen, 
und  ihrer  Richtung  parallel  sind,  Null  sey,  und  es  ist  alsdann 
nicht  mehr  nöthig ,  dafs  ihre  Mittelkraft  Null  sey,  denn  die 
Abstände  der  Mittelkraft  von  den  beiden  Ebenen  werden  als- 
dann Null  seyn ,  diese  wird  daher  mit  ihrem  Durchschnitte 
zusammenfallen,  und  durch  den  Widerstand  des  festen  Punktes 
aufgehoben  werden. 

Ist  dieser  Punkt  der  Mittelpunkt  der  paralleleti  Kräfte, 
so  ist  die  Summe  der  Momente,  in  Beziehung  auf  jede  Ebene, 
die  durch  diesen  Punkt  geht ,  Null ,  folglich  halten  sich  die 
gegebenen  Kräfte  im  Gleichgewichte,  wie  auch  ihre  gemein- 
schaftliche Richtung  beschallen  sey,  wie  dies  schon  früher 
(f.  53)  gefunden  worden  ist. 

Wenn  ein  fester  Körper  durch  eine  unbewegliche  Axe 
zurückgehalten  wird,  um  welche  er  sich  nur  frei  herum  dre- 
hen kann ,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  parallelen 
Kräfte,  die  an  seine  verschiedenen  Punkte  angebracht  sind, 
hinreichend,  dafs  die  Summe  der  Momente  in  Beziehung  auf 
die  Ebene,  die  durch  diese  Axe  parallel  mit  der  Richtung 
der  Kräfte  gezogen  ist,  Null  sey;  denn  ihre  Mittelkraft  fallt 
alsdann  in  diese  Ebene,  trifft  dort  die  feste  Axe  und  wird 
durch  ihren  Widerstand  aufgehoben.     Wenn  die  feste  Axe 
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selbst  den  gegebenen  Kräften  parallel  ist,  so  ist  die  in  Rede 
stehende  Ebene  unbestimmt,  daher  fallt  die  Gleichung  des 
Gleichgewichtes  ganz  weg,  was  auch  seyn  mufs,  da  Kräfte, 
die  alle  einer  festen  Axe  parallel  sind,  einen  festen  Körper 
nicht  um  diese  Axe  drehen  können,  so  dais,  in  diesem  Falle, 
das  Gleichgewicht,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Gröfse  und  ihre 
Abstände  von  dieser  Axe,  statt  hat. 


« 
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Viertes  Kapitel. 

Allgemeine  Betrachtungen  Väter  die  schweren  Körper  und  die 

Schwerpunkte. 

59. 

Man  nennt  ohne  Unterschied  Schwere  oder  Schwer- 
kraft die  Kraft,  welche  alle  Körper  zur  Oberfläche  der 
Erde  hintreibt ,  sobald  sie  nicht  gehalten  werden.  Ihre  Wir- 
kung  erstreckt  sich  auf  alle  materiellen  Punkte,  nach  Rich- 
tungen, die  senkrecht  auf  dieser  Oberflache  sind,  oder  nach 
verticalen  Linien.  Die  verlängerten  Richtungen  der  Schwere, 
an  verschiedenen  Orten  der  Erde,  müssen  daher  in  ihrem 
Mittelpunkte  zusammentreffen,  da  sie  eine  fast  kugelförmige 
Gestalt  hat.  Berücksichtigt  man  aber  die  Gröfse  ciues  Erd- 
halbmessers ,  im  Verhältnisse  zu  den  Ausdehnungen  der  Kör- 
per, die  man  gewöhnlich  betrachtet,  so  kann  man  ohne  merk- 
lichen Fehler  annehmen,  dafs  die  Richtungen  der  Schwere, 
in  der  ganzen  Ausdehnung  eines  und  desselben  Körpers,  pa- 
rallel sind.  ' 

Die  Beobachtung  hat  gezeigt,  dafs  die  Intensität  dieser 
Kraft  an  der  Oberfläche  der  Erde  sich  mit  der  Breite  ändert, 
und  dafs  sie  sich  auf  einer  und  derselben  Verlicalen  mit  der 
Höhe  über  dieser  Oberfläche  ändert;  die  Unterschiede  in  der 
Höhe  und  Breite  müssen  aber  sehr  beträchtlich  seyn,  wenn 
diese  Aenderuugen  merklich  werden  sollen,  und  sie  sind  es 
keinesweges  in  der  Ausdehnung  eines  Körpers  von  gewöhn- 
lichen Dimensionen. 

60. 

Hieraus  kann  man  schliefsen,  dafs  die  Mittelkraft  der 
unendlich  vielen  parallelen  Kräfte,  die  auf  alle  Punkte  eines 
schweren  Körpers  wirken,  von  seiner  Gestalt  unabhängig  ist; 
diese  Mittelkraft  ist  das,  was  man  das  Gewicht  des  Körpers 
nennt.  In  den  gleichartigen  Körpern  ist  das  Gewicht 
offenbar  seinem  körperlichen  Inhalte  proportional;  aber  die 
tägliche  Erfahrung  zeigt  uns,  dafs  verschiedene  Körper  von 
gleichem  Inhalte  nicht  gleiches  Gewicht  haben.     Dies  kann 
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entweder  daher  rühren,  dafs  die  Anziehungskraft  der  Erde, 
die  die  wesentliche  Ursache  der  Schwere  ist,  wie  man  spater 
sehen  wird,  von  der  Natur  der  materiellen  Punkte,  auf  welche 
sie  wirkt,  abhängt,  oder  auch  daher,  dafs  ungleichartige 
Körper,  bei  gleichem  Inhalte,  verschiedene  Quantitäten  mate- 
rieller gleich  schwerer  Punkte  enthalten.  Wir  werden  in 
einem  anderen  Kapitel  zeigen,  wie  man  aus  der  beobachteten 
Bewegung  der  schweren  Körper  geschlossen  hat ,  dafs  es  der 
zweite  dieser  zwei  denkbaren  Falle  ist,  der  wirklich  in  der 
Natur  statt  hat. 

Es  folgt  hieraus,  dafs  das  Gewicht  eines  beliebigen  Kör- 
pers im  zusammengesetzten  Verhältnisse  seiner  Masse  und  der 
Intensität  der  Schwere  an  dem  Orte  wo  er  sich  befindet,  steht. 
]Venr\t  man  daher  dieses  Gewicht  P,  M  die  Masse  und  g 
das  Maafs  der  Schwere,  so  hat  man 

P  =  gM. 

Diese  Gröfse  g,  die  nicht  von  der  besonderen  Natur 
eines  jeden  Körpers  abhängt,  ist,  wie  man  sieht,  das  Gewicht 
desjenigen,  dessen  Masse  man  willkührlich  als  Einheit  an- 
nimmt. In  der  Folge  wird  man  sehen,  wie  ihr  Werth  an 
verschiedenen  Punkten  der  Erde  nach  der  Bewegung  der 
Körper,  die  blos  der  Wirkung  der  Schwere  unterworfen 
sind,  bestimmt  worden  ist. 

Wrir  können  auch  schreiben 

p  =  wv 

indem  man  durch  II  das  Gewicht  des  Körpers  in  der  Einheit 
des  Volumens,  und  durch  V  das  Volumen  bezeichnet.  Das 
Gewicht  V  \s\  das,  was  man  die  speeifische  Schwere 
des  Körpers,  den  man  betrachtet,  nennt,  was  aber  eine  sehr 
unpassende  Benennung  ist,  da  die  Schwere  allen  Körpern 
von  verschiedenen  Arten  gemeinschaftlich  ist,  und  die  man 
durch  den  Ausdruck  speeifisches  Gewicht  ersetzen  sollte. 

Bezeichnet  man  endlich  durch  D  die  in  der  Einheit  des 
Volumens  enthaltene  Masse  des  Körpers,  den  man  betrachtet, 
so  ist  D  das,  was  man  die  Dichtigkeit  des  Körpers  nennt, 
und  man  hat 

M  =  DV,     P  =  g  DV. 
Dies  sind  die  Gleichungen,  die  zwischen  den  fünf  Grö- 
fsen  P,  g,  AJ,D,  V  statt  linden,  von  welchen  jede  in  Zah- 
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leu  ausgedrückt  seyn  niufs,  indem  man  sie  auf  die  Einheit 
ihrer  Art  bezieht. 

61. 

Das  Gramme  oder  die  Gewichtseinheit,  ist  das  Gewicht 
eines  Kubikcentimeters  destillierten  Wassers  im  Maximum 
seiner  Dichtigkeit,  welches  ungefähr  4  Graden  des  hundert- 
teiligen Thermometers  entspricht.  Dies  Gewicht  ändert  sich 
mit  dem  Orte  auf  der  Erde ,  den  es  einnimmt ;  da  aber  das 
Gewicht  aller  übrigen  Körper,  zu  deren  Abwägung  es  dient, 
in  demselben  Verhältnisse  sich  ändert,  so  folgt  hieraus,  dafs 
das  Gewicht  irgend  eines  Körpers,  in  Grammen  ausgedrückt, 
überall  dasselbe  ist  und  dafs  man  nicht  nöthig  hat  anzugeben, 
an  welchem  Orte  es  bestimmt  worden  ist.  Nach  Hallström's 
Versuchen  ist  das  Gewicht  eines  Kubikcentimeters  destillierten 
Wassers,  bei  der  Temperatur  Null, 

0}gram.  9998918. 

Gewöhnlich  nimmt  man  als  Einheit  der  Dichtigkeit,  die 
Dichtigkeit  des  destillierten  Wassers  bei  dieser  letzteren  Tem- 
peratur. Die  Dichtigkeit  einer  grofsen  Anzahl  von  Substan- 
zen ist  durch  Versuche  bestimmt  und  \ ermittelst  dieser  Ein- 
heit in  Zahlen  angegeben  worden.  So  z.  B.  ist  die  Dichtig- 
keit des  Quecksilbers  bei  dieser  Temperatur 

13,5970, 

und  sie  nimmt  um 

1 

5550 ' 

bei  jeder  Verminderung  oder  Erhöhung  der  Temperatur  von 
einem  Grade,  zu  oder  ab.  Die  Dichtigkeit  der  Luft,  bei 
der  Temperatur  des  schmelzenden  Eises ,  und  unter  dem 
barometrischen  Drucke  Yon  76  Centimeter  ist  auf  der  Pari- 
ser Sternwarte  zu 

1 

769,4 

bestimmt  worden,  und  bei  jeder  Veränderung  von  einem 
Grade  in  der  Temperatur  ändert  sie  sich  in  umgekehrtem 
Verhältnisse  um 

0,00375, 

wie  die  eines  jeden  anderen  Gases. 

Da  sich  das  Gewicht  der  Quecksilbersäule,  die  den  baro- 
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metrischen  Druck  angicbt,  mit  der  geographischen  Breite  und 
der  Höhe  über  der  Oberfläche  der  Erde  ändert,  so  ändert 
sich  zugleich  auch  die  Dichtigkeit  der  Luft,  die  dem  Drucke 
einer  Quecksilbersäule  von  gegebener  Höhe  unterworfen  seyn 
soll.  Es  ist  daher  nicht  hinreichend,  dafs  man  diese  Hohe 
angiebt,  man  mufs  auch  sagen,  auf  welchen  Ort  sie  sich  be- 
zieht, so  wie  z.  B.  auf  die  Pariser  Sternwarte.  Das  Ver- 
hältnifs  der  Dichtigkeit  des  Quecksilbers  zu  dem  der  Luft, 
welches  den  vorhergehenden  Zahlen  entspricht,  ist 

10462. 

Sobald  man  irgend  eine  Erscheinung,  wie  z.  B.  die  Warme, 
von  einer  materiellen  Substanz  ableitet,  so  ist  diese  Substanz 
der  Schwerkraft  unterworfen;  der  Ausdruck  unwägbar  kann 
daher  nur  von  einer  Materie  gebraucht  werden ,  deren  Dich- 
tigkeit so  gering  ist,  da  sie  sich  allen,  uns  zu  Gebote  stehen- 
den ,  Mitteln  sie  ausfindig  zu  machen,  entzieht,  so  dafs  ihre 
Anwesenheit  weder  das  meisbare  Gewicht ,  noch  die  meß- 
bare Masse  des  Körpers,  zu  dem  sie  gehört,  vermehrt,  wie 
grofs  auch  die  Quantität  derselben  sey. 

62. 

Die  Gewichte  sind  die  uns  am  genauesten  bekannten 
Kräfte  und  deren  Verhältnisse  wir,  vermittelst  der  Wage, 
mit  der  gröfsten  Genauigkeit  und  Leichtigkeit  bestimmen  kön- 
nen. Es  ist  daher  sehr  naturgemäfs,  sie  als  Vergleichmittel 
für  Kräfte  anderer  Art  anzuwenden.  Wenn  daher  z.  B.  die 
Muskelkraft  eines  Thiers  oder  irgend  eine  andere  Kraft  auf 
einen  Körper  vermittelst  eines  Seils,  das  an  seine  Obcrüäche 
angebracht  ist,  wirkt,  so  können  wir  uns  immer  denken,  dafs 
diese  Kraft  einem  gewissen  bestimmten  Gewichte  gleich  sey, 
und  wir  können  sogar,  ohne  ihre  Richtung  zu  ändern,  ihre 
Wirkung  durch  die  jenes  Gewichtes  ersetzen ,  indem  man  es 
an  das  Ende  des  Seils  anbringt,  nachdem  man  dieses  über 
eine  Rolle  geführt  hat,  die  auf  eine  passende  Art  angebracht 
worden  ist. 

Das  Gewicht  bietet  das  bequemste  Maafs  der  Masse  dar; 
ohne  Hülfe  der  Schwerkraft  würde  es  sehr  schwierig  seyn, 
das  Verhältnils  der  Masse  zweier  Körper  zu  bestimmen.  In 
der  Folge  wird  man  zwar  sehen,  dafs  man  es,  mit  Genauig- 
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kcit,  aus  dem  wechselseitigen  Stofse  dieser  Körper  bestimmen 
könnte;  es  ist  aber  viel  einfacher,  das  Verhältnifs  der  Massen 
durch  das  Verhältnifs  der  Gewichte  zu  ersetzen,  welchem  es, 
in  Folge  der  Gleichung 

P  =gM, 

an  jedem  Orte  auf  der  Erde  gleich  ist.  Indessen  mufs  man 
doch  einen  Begriff  von  der  Gleichheit  und  dem  Verhältnisse 
der  Massen  haben,  ohne  dafs  man  auf  die  Schwerkraft  zurück 
geht,  die  nur  eine  untergeordnete  Eigenschaft  der  Körper  ist, 
da  sie,  ohne  dafs  die  Massen  sich  andern,  ganz  unmerklich 
wird,  wenn  man  die  Körper  in  einen  hinlänglich  grofsen 
Abstand  von  der  Erde  bringt.  Wir  werden  an  einer  anderen 
Stelle  dieses  Werkes  auf  diesen  Funkt  zurück  kommen. 

■ 

63. 

Da  alle  Punkte  eines  schweren  Körpers  durch  parallele 
Kräfte  getrieben  werden,  so  folgt  daraus,  dafs,  wenn  man 
diesem  Körper  verschiedene  Lagen  in  Beziehung  auf  die  Rich- 
tung dieser  Kräfte  giebt,  ihre  Mittelkraft  beständig  durch  den- 
selben Punkt  des  Körpers  gehen  wird.  Dieser  Punkt,  den 
wir  im  Allgemeinen  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte 
genannt  haben  (f.  53),  erhält  hier  den  besonderen  Namen 
Schwerpunkt.  Seine  charakteristische  Eigenschaft  bei  den 
festen  Körpern ,  die  nur  der  Wirkung  der  Schwerkraft  unter- 
worfen sind,  besteht  darin,  dafs,  wenn  man  ihn  als  fest  an- 
nimmt, der  Körper,  dem  er  angehört,  in  allen  möglichen  La- 
gen um  diesen  Punkt  im  Gleichgewichte  bleibt,  weil  in  allen 
diesen  Lagen  die  Mittelkraft  der  Kräfte,  die  an  alle  Punkte 
des  Körpers  angebracht  sind,  durch  den  festen  Punkt  geht. 

Auch  sieht  man,  dafs,  wenn  ein  fester  schwerer  Körper 
durch  einen  anderen  festen  Punkt  zurück  gehalten  wird ,  es 
alsdann  für  das  Gleichgewicht  nothwendig  und  hinreichend  ist, 
dafs  die  Linie  ,  die  diesen  Punkt  und  den  Schwerpunkt  ver- 
bindet, vertical  sey,  wobei  sich  übrigens  der  Schwerpunkt 
über  oder  unter  dem  festen  Punkte  befinden  kann.  Da  nem- 
lich  das  Gewicht  des  Körpers  eine  verticale  Kraft  ist,  die  an 
seinen  Schwerpunkt  angebracht  ist,  so  fällt,  in  dieser  Vor- 
aussetzung, ihre  Richtung  mit  der  geraden  Linie,  die  diesen 
Mittelpunkt  und  den  festen  Punkt  verbindet ,  oder  mit  ihrer 
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Verlängerung,  zusammen.  Folglich  wird  diese  Kraft  durch 
den  Widerstand  des  festen  Punktes  aufgehoben  ,  ebenso  ,  als 
wenn  sie  unmittelbar  an  denselben  angebracht  wäre. 

Hängt  man  einen  schweren  festen  Körper  an  einem  festen 
Punkte  vermittelst  eines  Fadens  auf,  dessen  unteres  Ende  an 
einen  Punkt  seiner  Oberfläche  befestigt  ist,  so  folgt  aus  dem- 
selben Grunde,  dafs  die  Richtung  dieses  Fadens  im  Zustande 
des  Gleichgewichtes  vertical  seyn  und  seine  Verlängerung 
durch  den  Schwerpunkt  des  Körpers  gehen  wird.  Ebenso 
wird  sich  die  Sache  verhalten,  wenn  man  den  Körper  an 
demselben  festen  Punkte  aufhängt,  während  man  das  untere 
Ende  des  Fadens  an  andere  Punkte  seiner  Oberfläche  anbringt. 
Die  Verlängerungen  des  Fadens  werden  sich  im  Innern  des 
Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  schneiden,  welcher  Umstand 
ein  praktisches  Mittel  darbietet,  die  Lage  des  Schwerpunktes 
in  einem  Körper  von  beliebiger  Gestalt,  er  sey  gleichartig 
oder  ungleichartig,  zu  bestimmen. 

Bei  allen  Fragen  über  das  Gleichgewicht,  die  sich  auf 
einen  festen  Körper  beziehen,  kann  man  von  dem  Gewichte 
seiner  verschiedenen  Theile  abschen,  sobald  man  nur  zu  den 
anderen  gegebenen  Kräften,  die  auf  diesen  Körper  wirken, 
eine  Kraft  hinzufügt,  die  seinem  Gewichte  gleich  und  vertical 
an  seinen  Schwerpunkt  angebracht  ist.  So  z.  B.  mufs  man, 
im  Falle  des  Gleichgewichtes  des  Hebels,  unter  die  Zahl 
der  gegebenen  Kräfte,  deren  Momentensumme,  in  Beziehung 
auf  den  Stützpunkt,  Null  seyn  soll  (f.  47),  auch  das  Gewicht 
des  Hebels  aufnehmen,  das  an  seinem  Schwerpunkte  nach 
der  Richtung  der  Schwere  wirkt. 

64. 

Wenn  man  die  Schwerpunkte  G  und  G'  zweier  Theile 
eines  Körpers  und  ihre  Gewichte  p  und  p'  kennt,  so  kann 
man  hieraus  unmittelbar  den  Schwerpunkt  K  dieses  Körpers 
finden.  Denn  dieser  Punkt  ist  der  Stützpunkt  der  Mittelkraft 
der  parallelen  Kräfte  p  und  p\  die  in  demselben  Sinne  an 
den  Endpunkten  G  und  G'  der  Linie  GG'  wirken,  und 
liegt  auf  dieser  Linie;  um  seine  Lage  zu  bestimmen,  hat 
man  dalier 

GK  :  GG'  =  p'  :  p  +  p'. 
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Kennt  man  ebenso  die  Schwerpunkte  K  und  G  des 
Körpers  und  eines  seiner  Theile,  und  sind  die  Gewichte  des 
Körpers  und  dieses  Theils  P  und  p9  so  kann  man  hieraus 
den  Schwerpunkt  G'  des  anderen  Theils  finden;  denn  dieser 
Tunkt  liegt  oberhalb  des  Punktes  K  auf  der  Verlängerung 
der  geraden  Linie  GK,  und  sein  Abstand  vom  Funkte  G 
wird  durch  die  Proportion 

GG'  :  GK  =  P  :  P  —  p 

bestimmt  seyn. 

Ist  ein  Körper  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Theilen  ge- 
theilt,  deren  Gewichte  und  Schwerpunkte  bekannt  sind,  so 
kann  man  hieraus  seinen  Schwerpunkt  durch  eine  Reihe  von 
Verhältnissen  linden.  Es  ist  aber  besser,  seine  drei  Coordi- 
naten  vermittelst  des  Lehrsatzes  zu  bestimmen,  Her  sich  auf 
die  Momente  der  parallelen  Kräfte  bezieht  (§.  54). 

Es  seyen  z.  B.  p,  p',  p"...  die  Gewichte  der  verschie- 
denen Theile  des  Körpers,  und  P  sein  völliges  Gewicht,  so 
dafs  man  hat 

P  —  P  +  P'  +  P"  +  ••• 

Seyen  ferner  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes 
des  Theils,  dessen  Gewicht  p  ist,  x' ,  y\  z'  die  des  Schwer- 
punktes des  Theils,  dessen  Gewicht  p  ist  u.  s.  w.  Alle  diese 
Grüfsen  sind  nach  der  Voraussetzung  gegeben,  und  wenn  man 
x\y  yiy  zi  die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  des  ganzen 
Körpers  nennt,  die  auf  dieselben  Axen ,  wie  die  vorher- 
gehenden, bezogen  sind,  so  hat  man,  nach  dem  angeführten 
Lehrsatze , 

Pxx  =  px  +  p'x'  +  p"x"  +  ... 

Pyi  =  py  +  pY  +  py"  +  ... 

Pzi  —  pz        p' z'        p" z"  -f-  ... 
wodurch  man  die  Werthe  von  x%9  y\,  zx  erhält. 

65. 

Man  kann  auch  in  diesen  Gleichungen  die  Gewichte  durch 
die  Massen,  welchen  sie  proportional  sind,  ersetzen.  Bezeich- 
net man  daher  durch  m,  m\  m"...  die  Massen  der  verschie- 
denen Theile  des  Körpers,  deren  Gewichte  durch  />,//,//'... 
bezeichnet  werden,  und  nennt  mau  die  ganze  Masse  AZ,  so 
dafs  man  hat 

■ 
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M  =z  m  -J-  m  -J-  m" 

so  folgt  hieraus 

A/.vj  =  mx  -f-  +  m"x"  -j-  ...  ^ 

=  my  -f  //i'j'  -f-  +  •••  J  (l) 

j|fz2  =  /wz  -|-  m' z'  -f-  m"  z"  -{-...  ) 
woraus  hervorgeht,  dafs  der  Schwerpunkt  von  der  Intensität 
der  Schwere  unabhängig  ist,  und  dals  es,  in  allen  Hohen 
über  der  Oberfläche  der  Erde  und  unter  allen  geographischen 
Breiten,  immer  derselbe  Punkt  seyn  wird.  Durcli  die  Be- 
merkung, dafs  dieser  Punkt  die  Wirkung  der  Schwere  nicht 
voraussetzt,  und  nur  von  den  blassen  und  ihrer  Verlheilung 
abhängt,  sind  Euler  und  andere  Schriftsteller  veranlafst  wor- 
den, ihn  den  Mittelpunkt  der  Trägheit  zu  nennen; 
die  Benennung  Schwerpunkt  hat  aber  eine  allgemeinere 
Aufnahme  gefunden. 

Wenn  die  Masse  M  in  eine  unendlich  grofse  Anzahl  un- 
endlich kleiner  Theile  m,  m',  m" ...  eingethcilt  worden  ist, 
so  kann  man  jeden  beliebigen  Punkt  eines  jeden  derselben 
als  seinen  Schwerpunkt  ansehen,  da  die  Coordinaten ,  auf  die 
Axen  aller  Punkte  eines  jeden  Elementes  bezogen,  nur  um 
ein  unendlich  Kleines  von  einander  verschieden  sind.  Die 
zweiten  Theile  der  Gleichung  (1)  bestehen  alsdann  aus  einer 
unendlich  grofsen  Anzahl  unendlich  kleiner  Glieder,  deren 
Summen,  nach  dem  auf  vielfache  Integrale  ausgedehnten  Lehr- 
satze des  §.  13 ,  bestimmte  Integrale  seyn  werden.  Man  kann 
daher  immer,  durch  die  Regeln  der  Integralrechnung,  den 
Schwerpunkt  irgend  eines  Körpers  genau  oder  näherungsweise 
bestimmen ,  ohne  dafs  man  den  eines  seiner  Theile  kennt. 

Wenn  alle  Theile  eines  Körpers  gleichartig  sind,  so  ver- 
halten sich  ihre  Massen  wie  ihre  körperlichen  Inhalte,  man 
kann  dalier  alsdann  diese  Inhalte  an  die  Stelle  der  Massen  in 
die  Gleichungen  (1)  setzen,  und  wenn  man  durch  V  den  gan- 
zen Inhalt  und  durch  v,  v\  v" ...  seine  Theile,  die  m,  m'f 
m"...  entsprechen,  darstellt,  so  hat  man 

V  =  v  -f-  v    -|-  v"  -f-  ... 
Vx\  =  vx  — f-  v'x'  -f-  v" x"  -j-  ... 
Fn  —  vy  -f-  v'y'  -f-  v"y"  -f  ••• 
f/zl  ~  vz  -\-  v  z'  -\~  v"  z "  -\-  
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Der  Punkt,  den  man  durch  diese  Gleichungen  bestimm i. 
ist  der  Mittelpunkt  der  parallelen  Kräfte,  die  an  alle  Punkte 
des  Körpers  angebracht,  und  den  Elementen  seines  Inhalts 
proportional  sind;  diesen  Punkt  nennt  man  den  Schwer- 
punkt des  Inhalts,  wiewohl  ein  Inhalt  als  solcher  weder 
Masse  noch  Schwere  hat.  Man  nennt  auch  Schwerpunkt 
einer  Oberfläche  oder  einer  Linie,  den  Mittelpunkt  der  paral- 
lelen Kräfte,  die  an  alle  ihre  Punkte  augebracht,  und  ihren 
Elementen  proportional  sind.  Die  Coordinaten  dieses  Punktes 
bestimmt  man,  indem  man  in  den  vorhergehenden  Gleichun- 
gen, die  Volumina  v,  v',  t/\ ..,  durch  den  Flächenraum 
der  Oberfläche  und  ihrer  Theile,  oder  durch  die  Länge  der 
Linie  und  ihrer  Theile  ersetzt. 

66. 

Die  Massen  31,  m,  m',  und  die  wechselseitigen 

Abstände  ihrer  Schwerpunkte,  sind  unter  einander  durch  eine 
Gleichung  verbunden,  die  man  leicht  aus  der  Gleichung  (l) 
ableiten  kann. 

Zu  diesem  Endzwecke  setze  man  den  Anfang  der  Coor- 
dinaten in  den  Schwerpunkt  von  M,  alsdann  werden  diese 
Gleichungen 

mx  -j-  m  x   -|-  m  x    -j-  ...  zz  o 

my  +  my'  -f-  m'y"  -}-...=  o 

mz       mz        m"  z"  -j-  ...  =  o. 

Erhebt  man  die  erste  auf  das  Quadrat,  so  findet  man 

m*x*  -f  m'2x'2  +  m"*x"*  +  ... 

=  —  2  mm'xx'  —  2mm"xx"  —  2  m  m" x  x"  —  ... 

Ich  addiere  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  den  Aus- 
druck 

m  {tn  -f-  m"  -{-...)  x 2  +  m"  +  •••)*' 2 

+  m"(m  +  m'  +  ...)x"2  + 
so  folgt  hieraus 

M  +  mV2  +  m"x"2  +  ...)  =  nim'  (x  —  x')* 

+  mm"  (x  —  *")«  +  mm"  (*' —  x")2  +  .... 
Die  zweite  und  dritte  der  Gleichungen  (i)  geben  auf  die- 
selbe Weise 

M  (my2  +  my'2  +  m"y"2  +  ...)  =  mm'  (y  —  y')2 
-f  mm"  (j/—y")2  +  mm'  (y'  —  y")2  +  ... 
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M  (m;2+  m'z'2  +  m"z"*  +  ...)  =  mm'  (z  —  s')2 
+  mm"  (z  -  s")2  +  m'm"  («'  —  *")2  +  .. .. 
Addieren  wir  diese  drei  letzten  Gleichungen,  und  setzen 

A.'2  +  y'2  _|_  s'2  =  r'2 
*"2  +  y"2  +  z"*—  r»2 
•  •  •  •  • 

(*  —  *')2  +  {y  —  y')2  +  («  —  *')2  =  e2 
(*  -  *")2  +  (y  - y")2  +  («  -  O2  =  e' 2 
(*'  -  *")2  +  (r'  -j")2  +  («'  -  O2  =  e" 2 

so  erhalten  wir 

M  (mr2  +  mV'2  -f  m'r"*  +  ...)  ss  mmV 
+  mm"Q'2  +  m'm'Y'2  +  .... 
Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung,  in  welcher  q,  q',  (>"... 
die  wechselseitigen  Abstände  der  Schwerpunkte,  m,  m\m" '. .. 
und  r,  r',  r". . .  die  Abstände  dieser  Punkte  vom  Schwer- 
punkte von  sind. 

67. 

Aus  den  Gleichungen  (1)  kann  man  auch  eine  merkwür- 
dige Eigenschaft  des  Gleichgewichtes  eines  völlig  freien  mate- 
riellen Punktes  ableiten.    Sie  besteht  in  Folgendem: 

Sey  O  (Fig.  23)  der  Punkt,  der  im  Gleichgewichte  ist; 
man  bezeichne  durch  die  geraden  Linien  OA,  OA\  OA"... 
die  ihn  bewegenden  Kräfte  ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach; 
sind  alsdann  ihre  Endpunkte  A,  A\  A"...  die  Schwerpunkte 
gleicher  Massen,  so  ist  der  Punkt  O  der  Schwerpunkt  des 
ganzen  Systems. 

Denn  wendet  man  die  Gleichungen  (l)  auf  die  Massen 
an,  und  nimmt  man  an,  dafs  ihre  Anzahl  =  n  sey,  so  hat  man 
nxi  =  x       x'  -f-  x"  -f-  ... 

ny\  =  y  +y'  +  y"  +  — 

//XJj—  Z  -\-   Z     -\-   Z "  -}"•••• 

Bezeichnet  man  ferner  durch  «,  ß,  y  die  Winkel,  welche 
die  Kraft  OA  mit  drei  rechtwinkligen  Axen  einschliefst,  die 
durch  den  Punkt  O  gezogen  sind,  durch  ß  ,  y  das.  was 
diese  Winkel  in  Beziehung  auf  die  Kraft  OA'  werden,  durch 
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ß"  /"  das,  was  sie  in  Beziehung  auf  die  Kraft  OA" 
werden  u.  s.  w.,  so  werden  die  Gleichungen  des  Gleichge- 
wichtes dieser  Kräfte 

OA  cos«  +  Od'  cos«'  +  OA"  cos«"  +  ...  =  o 
OA  cosfi  +  OA'  cosfi'  +  OA"  cos  fi"  +  ...  =  o 
OA  cos  /  -f"  OA'  cos/'  -f-  OA"  cos/"       ...  =  o. 

Wenn  man  aber  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in 
den  Punkt  O  setzt,  so  hat  man 

x  =  OA  cos  cc,   y  —  OA  cos  /?,    jc  =  cos/, 

tf'  =  O^/'  C03  u\    y'  =  O  A'  COS/?',     ä'  =  OÄ  cos  /', 
ar  =OA   cosa  ,  y   =OA  cos/?  ,  s  z=OA   cos/  , 
........ 

als  Coordinaten  der  Punkte  .//,  y4f',  A"....    In  Folge  der 

Gleichungen  des  Gleichgewichtes  hat  man  also 

x  -|-  ar'  -f-  ä?"  +  ...  =  o 

y  +r' +  y"  +  —  =  « 

z  -f~  z    -f-  ü"  -f"  ...  ^=  o, 
und  hieraus  findet  man 

Xl  =  o,    yx  =  o,    ;j  =  o 
als  Coordinaten  des  Schwerpunktes  der  gleichen  Massen  j  folg- 
lich fällt  dieser  Schwerpunkt  mit  dem  Punkte  O  zusammen, 
was  zu  beweisen  war. 

68. 

Es  giebt  viele  besondere  Fälle,  in  welchen  der  Schwer- 
punkt unmittelbar  bekannt  ist.  So  z.  B.  ist  der  Schwerpunkt 
einer  Kugel  oder  eines  Ellipsoids  offenbar  im  Mittelpunkte  der 
Figur,  der  eines  Parallelopipedums  im  Durchschnitte  seiner 
vier  Diagonalen,  der  eines  Cylinders  mit  parallelen  Grund- 
flächen im  Mittelpunkte  seiner  Axe.  Der  Schwerpunkt  eines 
Kreises  oder  einer  Ellipse  ist  ebenfalls  im  Mittelpunkte  der 
Figur,  und  der  eines  Parallelogramms  im  Durchschnitte  seiner 
beiden  Diagonalen.  Der  Schwerpunkt  einer  geraden  Linie 
liegt  in  ihrer  Mitte,  woraus  man,  ohne  Schwierigkeit,  den 
Schwerpunkt  des  Umfaugs  eines  beliebigen  Vielecks,  entweder 
durch  eine  Reihe  von  Verhältnissen  ({.64),  oder  durch  die 
Gleichungen  der  Momente  paralleler  Kräfte  finden  kann.  Auch 
sieht  man,  dafs,  wenn  man  die  Schwerpunkte  eines  Dreiecks 
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oder  einer  dreieckigen  Pyramide  gefunden  hat,  man  hieraus, 
auf  dem  einen  oder  dem  anderen  dieser  Wege,  die  Schwer- 
punkte eines  jeden  gegebenen  Vielecks  oder  Polyeders  linden 
kann,  da  man  diese  immer  in  Dreiecke  oder  dreieckige  Pyra- 
miden zerlegen  kann. 

Im  Allgemeinen  aber  erfordert  die  Bestimmung  der  Schwer- 
punkte  den  Gebrauch  der  Integralrechnung,  und  im  folgenden 
Kapitel  werden  wir  alle  Aufschlüsse  geben,  die  man  über 
diese  Aufgabe  wünschen  kann. 
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Fünfte«  Kapitel. 
Bestimmung   der  Schwerpunkte. 

I.    Schwerpunkte  krummer  Linien. 

69. 

Sey  s  der  Bogen  der  gegebenen  krummen  Linie,  der  bei 
einem  beliebigen  Punkte  M  aufhört,  und  von  einem  festen 
Punkte  aus  gezählt  wird,  den  ich  C  nenne.  Seyen  auch 
X ,  y ,  z,  die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  von  M.  Man 
kann  diese  krumme  Linie  als  ein  Vieleck  von  unendlich  vie- 
len Seiten  betrachten >  eis  wird  die  Seite  oder  das  Element 
der  krummen  Linie  seyn,  das  dem  Punkte  M  entspricht,  und 
wo  auch  der  Schwerpunkt  dieses  Elements  sey,  immer  kann 
man  x,y,  z  als  seine  drei  Coordinaten  ansehen,  da  diese  in 
jedem  Falle  nur  um  unendlich  kleine  Werthe  von  x,  y ,  z 
verschieden  sind  *). 

Man  nenne  /  die  Lange  des  bestimmten  Theils  der  krum- 
men Linie,  dessen  Schwerpunkt  man  bestimmen  will,  und 
bezeichne  durch  s0  und  sx  die  gegebenen  W  erthe  von  die 
den  beiden  Endpunkten  von  /  entsprechen.  Seyen  xx  ,  y1 ,  zx 
die  Coordinaten  des  Schwerpunktes  dieses  Bogens  /,  auf  die 
Axen  der  xy  y,  z  bezogen..  Nach  dem  Lehrsatze  des  f.  13 
ist  die  Summe  der  Werthe  der  einzelnen  Produkte  xds,yds, 
zds,  in  der  ganzen  Ausdehnung  von  /,  ein  bestimmtes  Inte- 
gral, das  von  s  =  s0  bis  zu  s=zsi  genommen  wird,  indem 
man  x,  y,  z  als  Functionen  von  *  betrachtet,  die  durch  die 
Natur  der  krummen  Linie,  die  man  betrachtet,  gegeben  sind. 
Wir  haben  also  (f.  65) 

lxl  =zj^*lxds,  lyx  = J**lyd*9  lzx  =J^lzds,  (1) 
durch  welche  drei  Gleichungen  xx,yx,  zx  bestimmt  werden. 


•)  Man  vergl.  Zusatz  11.  Anra.  des  Uebers. 
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Man  nehme  z.  B.  an,  es  sey  die  gegebene  Linie  eine 
gerade,  und  ihr  Theil  /  endige  im  Pnnkle  C,  so  dafs  man 
s0  ss  o,  sx  ss  /  hat.  Man  bezeichne  durch  a ,  ff ,  y  die 
drei  Winkel,  die  dieser  Theil  mit  den  Axen  einschliefst,  die 
durch  den  Punkt  C  nach  der  Richlung  der  positiven  x,  y,  z 
gezogen  sind.  Seyen  auch  a,  6,  c  die  Coordinaten  des  Punktes 
C,  so  hat  man  für  irgend  einen  Punkt  AI 

x  ss  a  -f-  s  cos  «>  y-=  &  +  Ä  cos       z  =  c  +  *  cos  y. 

Ich  substituiere  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (1); 
führt  man  die  Integrationen  aus,  und  dividiert  durch  /,  eo 
hat  man 

xx  =  a  -f-  \l.cos  a,  yx  ss  b-\-  £/.  cos^,  ss  c -J-  cos/, 
woraus  hervorgeht,  wie  dies  auch  seyu  mufft,  dafs  der  Schwer- 
punkt der  geraden  Linie  /  in  ihrem  Mittelpunkte  liegt. 

70. 

Betrachtet  man  eine  ebene  krumme  Linie,  und  nimmt 
ihre  Ebene  für  die  der  x  und  y ,  so  sind  die  zwei  ersten 
Gleichungen  (1)  hinreichend,  um  die  Lage  ihres  Schwerpunktes 
in  dieser  Ebene  zu  bestimmen.  Ist  aufserdem  der  Theil  /  der 
krummen  Linie  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  C  symmetrisch, 
so  hat  man  s0  ss  —  {  /  unef  äx  ss  J  /,  der  Schwerpunkt 
wird  daher  auf  der  Normalen  am  Punkte  C  liegen,  und  wenn 
man  diese  gerade  Linie  für  die  Axe  der  x  nimmt,  so  ist  es 
hinreichend,  den  Werth  von  xx  zu  bestimmen,  welcher  durch 
die  Gleichung 

r  \  i 

lxx  =  /         x  ds 
bestimmt  ist.  J 

Der  Kreisbogen  ist  in  diesem  besonderen  Falle  enthalten, 
wenn  man  den  Durchmesser,  der  durch  seine  Mitte  geht,  für 
die  Axe  der  x  nimmt.  Verlegt  man  zu  gleicher  Zeit  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Mittelpunkt  des  Kreises, 
und  nennt  seinen  Halbmesser  a,  so  hat  man 

s 

x  —  a  .  cos  —  , 
a 

als  Abscisse  eines  beliebigen  Punktes  M.    Hieraus  findet  man 

/ i  ss  2  «  2  sin  — , 

.  2a 

7  * 
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und  wenn  man  die  Sehne  des  Bogens  /  durch  c  bezeichnet, 
so  hat  man 

c  =  2  rt  sin  —  ,    lx\  r=  ac, 
2  a 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Absland  xx  des  Schwerpunktes 
eines  Kreisbogens  vom  Mittelpunkte  des  Kreises,  die  vierte 
Proportionale"  zu  dem  Halbmesser,  der  Sehne  und  dem  Bo- 
gen ist. 

7t. 

Die  Gleichung  der  ebenen  krummen  Linie  giebt  eine  der 
beiden  Veränderlichen  x  und  y  als  Function  der  anderen. 
Nimmt  man  an,  dafs  der  Werth  von  y  als  Function  von  x 
gegeben  ist,  so  hat  man 


und  nennt  man  a  und-/?  die  Werthe  von  xl9  die  den  beiden 
Endpunkten  des  Bogens  /  entsprechen ,  so  hat  man ,  statt  der 
vorhergehenden  Gleichungen , 


Ist  die  gegebene  krumme  Linie  ein  Kegelschnitt,  so  erhalt 
man  durch  die  gewöhnlichen  Regeln  die  Werlhe  der  Integrale, 
die  in  den  zwei  letzten  Gleichungen  (2)  enthalten  sind,  unter 
endlicher  Form.  Bei  der  Parabel  kann  man  auch  den  Werth 
des  Integrals  finden,  welches  die  erste  dieser  Gleichungen  ent- 
hält, so  dafs  die  zwei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  eines 
parabolischen  Bogens  immer  durch  Functionen  der  Abscissen 
a  und  ß  seiner  Endpunkte  ausgedrückt  werden  können.  Nach 
einem  Lehrsatze  von  Landen,  kann  man  immer  einen  hyper- 
bolischen Bogen  vermittelst  zweier  elliptischer  Bogen  und  eines 
algebraischen  Theils  ausdrücken.  Was  den  elliptischen  Bogen 
betrifft,  so  betrachtet  man  ihn  als  eine  Function,  die  nicht  auf 
andere  einfachere  Functionen  zurückgeführt  werden  kann,  und 
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Legendre  hat  sehr  ausgedehnte  Tafeln  für  diese  Function  be- 
rechnet, die  ihre  Zahleirwerthe  mit  einer  grofsen  Annäherung 
geben.  Sind  daher  die  Zahleirwerthe  von  «  und  ß  und  die 
der  Axen  der  Hyperbel  oder  der  Ellipse  gegeben,  so  wird  es 
leicht  seyn,  die  Werthe  von  /,  und  folglich  auch  die  Coordi-. 
naten  xx  und  yx  des  Schwerpunktes  eines  Bogens,  der  einer 
oder  der  anderen  dieser  krummen  Linien  angehört,  zu  be- 
rechnen. 

72. 

Ich  nehme  den  Bogen  der  Cykloide  als  anderes  Beispiel 
der  Anwendung  der  Gleichungen  (2).  Bei  dieser  krummen 
Linie  kann  man  die  Lange,  den  Flächeninhalt,  die  Oberiläche 
und  den  Inhalt  des  Körpers,  der  durch  ihre  Umdrehung  ent- 
steht, und  die  Coordinaten  ihrer  Schwerpunkte  genau  bestim- 
men. Die  Construction  der  Tangente  an  einem  beliebigen 
Punkte  dieser  krummen  Linie  ist  auch  sehr  eiufach,  ihre 
Evolute  ist  ebenfalls  eine  Cykloide,  und  aufserdem  nähert  sich, 
durch  eine  Reihe  allmälicher  Evolutionen,  jede  krumme  Linie 
der  Cykloide  immer  mehr  und  mehr  und  fällt  zuletzt  genau 
mit  ihr  zusammen,  wenn  die  Evolutionen  ins  Unendliche  fort- 
gesetzt werden  *).  Auch  findet  man  die  Cykloide ,  wie  man 
in  der  Folge  sehen  wird,  wenn  man  die  krumme  Linie  sucht, 
welche  die  merkwürdigsten  Eigenschaften,  in  Beziehung  auf 
krummlinige  Bewegung  schwerer  Körper,  besitzt.  Dieses  merk- 
würdige Zusammentreffen  einer  grofsen  Anzahl  auffallender 
Eigenschaften  von  ganz  verschiedener  Art  bei  derselben  krum- 
men Linie,  macht  ihre  Betrachtung  sehr  nützlich  und  sie 
kommt  daher  häufig  in  der  Geometrie  und  der  Mechanik  vor. 
Ihre  Gleichung  erhält  man  auf  folgende  Weise  : 

Die  Cykloide  ist  eine  ebene  krumme  Linie  ACB  (Fig.  24). 
die  durch  einen  bestimmten  Punkt  AI  des  Umrings  eines  Krei- 
ses erzeugt  wird,  während  sich  dieser,  -ohne  zu  gleiten,  auf 
einer  geraden  Linie  AB  fortwälzt.  Ist  der  erzeugende  Punkt 
zuerst  im  Punkte  A,  und  kommt  er  alsdann  nach  dem  Punkte 
B  dieser  geraden  Linie,  so  ist  der  Zwischenraum  AB  dem 
Umringe  des  gegebenen  Kreises  gleich.    Auch  sieht  man,  dals 
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sein  Durchmesser  der  senkrechten  Linie  CD  gleich  ist .  die 
von  der  Spitze  C  der  Cykloide  auf  AB  gefallt  wird,  und  die 
krumme  Linie  in  zwei  symmetrische  Theile  theilt.  Nennt  mau 
c  den  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises,  so  hat  man  also 

AB  =  2  576',       CD  =  2  c.  ' 

In  irgend  einer  Lage  des  Kreises,  sey  HG  sein  Durch- 
messer, der  auf  der  Basis  AB  senkrecht  steht,  und  //  der 
Punkt,  in  welchem  er  diese  gerade  Linie  berührt.  Vom 
Punkte  AI  falle  man  die  senkrechten  Linien  AI  P  und  AlK 
auf  AB  und  GH,  und  setze 

AP  =  p,      AIP  =  q} 

so  hat  man 

.    AH  =  AP  +  MK  =  p  +  ^2cq  —  q* 

(y*  2  cg          g2  \ 
sin  —  — J 

Da  sich  aber  der  erzeugende  Kreis  dreht,  ohne  auf  der 
geraden  Linie  AB  zu  gleiten,  so  folgt  daraus,  dafs  man 
immer  hat 

AH  =  arc  A1H, 
die  verlangte  Gleichung  ist  daher 

p  -f-  V  2  cq  —  q2  =  C .  arc  ^sin  =  ^C2c^     t  ^ 

wo  p  und  q  die  unbestimmten  Coordinaten  bedeuten. 
Differentiiert  man ,  so  hat  man 

V  2cq  —  q2 

als  ihre  Differentialgleichung.  Man  schliefst  hieraus,  dafs  die 
beiden  Sehnen  AIG  und  MH  des  erzeugenden  Kreises  die 
Tangente  und  Normale  der  Cykloide  sind,  die  dem  Punkte 
AI  entsprechen.  Bestimmt  man  durch  die  bekannte  Formel 
ihren  Krümmungsfcrä^an  demselben  Punkte,  so  findet  man, 
dafs  er  das  Zweifache  von  MH  ist;  woraus  hervorgeht,  dafs, 
wenn  man  AI  H  um  eine  Gröfse  HN  verlängert,  die  AIH 
gleich  ist ,  alsdann  der  Punkt  N  der  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises seyn  wird.  Ist  ferner  die  Linie  CD E  das  Dop- 
pelte von  CD,  so  ist  der  Punkt  E  der  Mittelpunkt  des  Krüm- 
mungskreises,  der  der  Spitze  C  entspricht,  und  hieraus  kann 
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man  leicht  den  Schlufs  ziehen,  dafs  die  Evolute  ANE  der 
halben  Cykloide  AMC  dieselbe  krumme  Linie  ist,  nur  in 
umgekehrter  Lage,  so  dafs  die  Spitze  C  in  A  liegt  und  der 
Anfangspunkt  A  in  E.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Länge  von 
ANE  oder  von  AMC  der  geraden  Linie  CDE  gleich  ist, 
und  dafs  daher  die  Lange  der  ganzen  Cykloide  dem  Vier- 
fachenisjhre8  erzeugenden  Kreises  gleich  ist. 


 73. 

In  Rücksicht  auf  die  Anwendungen,  die  wir  von' dieser 
Gleichung  machen  werden,  wird  es  bequemer  seyn,  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Spitze  C  zu  verlegen 
(Fig.  25).  Ich  nehme  als  Axen  der  x  und  der  y  die  geraden 
Linien  Cx  und  Cy ,  die  auf  der  Basis  AS0  bezüglich  senk- 
recht stehen  und  ihr  parallel  sind.  Fällt  man  von  einem  be- 
liebigen Punkte  M  eine  senkrechte  Linie  MP  auf  Cx,  so 
hat  man  daher 

CP  =  x,  MP=yt 
und  vergleicht  man  diese  Coordinaten  mit  den  vorhergehenden 
und  nennt  man  a  den  Durchmesser  CD  des  erzeugenden  Krei- 
ses, so  sieht  man,  dafs 

p  =  $iTrt  —  y,    q  =  a  —  x. 

Substituiert  man  daher  diese  Werthe  in  die  Differential- 
gleichung der  Cykloide  und  setzt  zugleich  a  an  die  Stelle  von 
2c,  so  hat  man 

(a  —  x)  dx  . 
dy  =  ~r——  W 
V  ax  —  x 

hieraus  folgt 

ds  =  .  dx. 

x  • 

Nimmt  man  das  Integral  auf  die  Weise,  dafs  es  ver- 
schwindet, wenn  x  =  o  wird,  so  hat  man 

8=2  V  ax 

für  die  Länge  des  Bogens  CM,  dessen  Anfangspunkt  in  der 
Spitze  C  liegt.  Im  Punkte  A  hat  man  auch  x  =  a ,  was, 
wie  das  Vorhergehende,  2 a  als  Länge  der  halben  Cykloide 
CMA  giebt.    Man  bemerke,  dafs 

s2  =  4  ax 
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eine  Gleichung  der  Cykloide  ist,  die  Aehnlichkeit  mit  der 
Gleichung  der  Parabel  hat,  von  welcher  sie  sich  nur  dadurch 
unterscheidet,  dafs  statt  der  Ordinate  y  der  Bogen  8  gesetzt  ist. 

Wendet  man  die  beiden  letzteren  Gleichungen  (2)  auf 
den  Schwerpunkt  des  Bogens  CM  an,  so  hat  man 

**i  =  J* x  r  £  .  dx,    syx  = J* y  f/jdx, 

wo  man  die  Integrale  auf  die  Weise  nehmen  kann,  dafs  sie 

mit  x  verschwinden.  Setzt  man  statt  s  seinen  Werth,  so 
erhält  man 

2xx  ^x  *<**>    2fi  \f *  =j^l. 


Man  hat  daher 


#1    y  AT, 


woraus  man  den  Schilife  ziehen  kann,  dafs  der  Schwerpunkt 
eines  Bogens  M'CM,  der  auf  beiden  Seiten  der  Spitze  C,  die 
in  der  geraden  Linie  CD  liegt,  symmetrisch  liegt,  sich  am 
Ende  des  dritten  Theils  von  CP,  vom  Punkte  C  aus  gerech- 
net ,  befindet. 

Integriert  man  theilweise,  so  hat  man 

Substituiert  man  statt  dy  seinen  Werth,  der  durch  die 
'  Gleichung  («)  gegeben  ist,  so  hat  man  daher 

yx      x  =  y  \f  x  — V^a  —  x  .  dx , 

und  folglich 

yi  =  y  +  l^f~x  [(«—*)*—  a\T 

Dies,  verbunden  mit  dem  Werlhe  von  x%9  bestimmt  voll- 
ständig den  Schwerpunkt  des  Bogens  CM.  Im  Falle  der  hal- 
ben Cykloide  hat  man 

x  —  a,    y  —  \na, 

und  hieraus  folgt 

*i  =  \a>    Ii  =  a  (in  —  f). 

74. 

Dreht  sich  eine  ebene  krumme  Linie  um  eine  gerade, 
die  in  ihrer  Ebene  enthalten  ist,  und  die  ich  für  die  Abscisscn- 
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axe  nehme,  so  erzeugt  sie  eine  Rotationsfläche,  deren  Gröfse 
man  aus  der  Lange  dieser  krummen  Linie  und  der  Ordinate 
ihres  Schwerpunktes  ableiten  kann. 

Um  dies  zu  beweisen,  seyen  x  und  y  die  Abscisse  und 
Ordinate  eines  beliebigen  Punktes  AI  dieser  krummen  Linie, 
und  s  der  Bogen  CM,  der  sich  in  diesem  Punkte  endigt  und 
von  einem  festen  Punkte  E  aus  genommen  wird;  das  Element 
ds  erzeugt  alsdann  die  Oberfläche  eines  unvollkommenen 
Kegels,  und  die  Mitte  desselben  beschreibt  einen  Kreis,  der 
2  7i  (y  -|-  l  dy) ,  oder  einfacher  2ny  gleich  ist,  da  dy  un- 
endlich klein  ist.  Nach  der  bekannten  Regel  ist  also  2n  yda 
das  Element  dieser  Oberfläche.  Nennt  man  daher  s0  und  8l 
die  Werthe  von  die  den  beiden  Endpunkten  der  erzeugen- 
den krummen  Linie  entsprechen,  und  S  die  erzeugte  Ober- 
fläche, so  hat  man,  nach  dem  Lehrsatze  des  {.  13, 


S  =  2nj**x  yds. 


Man  bemerke,  dafs  dieser  Ausdruck  voraussetzt,  dafs  die 
erzeugende  krumme  Linie  nicht  durch  die  Axe  der  x  ge- 
schnitten wird,  da  im  entgegengesetzten  Falle  ihre  auf  beiden 
Seilen  dieser  Axe  liegenden  Theile  zwei  verschiedene  Ober- 
llächen  beschreiben  würden,  deren  Unterschied  S  seyn  würde. 
Mit  dieser  Einschränkung  besteht  dieser  Ausdruck  auch  dann 
noch,  wenn  die  erzeugende  krumme  Linie  ein  geschlossener 
Zug  ist ,  und  um  ihn  auf  diesen  Fall  anzuwenden,  ist  es  hin- 
reichend, statt  Si  den  Bogen  s0  zu  nehmen,  und  den  ganzen 
Umring  dieser  krummen  Linie  hinzu  zu  addieren. 

Dies  vorausgesetzt,  vergleicht  man  nun  diese  Formel  nüt 
der  dritten  Gleichung  (2),  so  findet  man  daraus 

S  =  2  7ilylf 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  erzeugte  Oberfläche  «S  der  Länge 
/  der  erzeugenden  krummen  Linie,  multipliciert  mit  dem  Um- 
ringe 2nyi,  den  sein  Schwerpunkt  beschreibt,  gleich  ist. 

Dieser  Lehrsatz  dient  dazu,  den  Werth  von  S  zu  bestim- 
men, sobald  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  krummen  Linie 
ohne  weitere  Rechnung,  und,  so  zu  sagen,  durch  die  blofse 
Anschauung  der  krummen  Linie,  bekannt  ist.  Er  würde  aber 
zu  Nichts  dienen,  wenn  mau  die  Ordinate  yi  berechneu  mülste, 
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weil  man  sonst  gleich  S  berechnen  könnte.  Setzt  man  z.  B. 
voraus ,  dafs  die  erzeugende  krumme  Linie  ein  Kreis  sey,  be- 
zeichnet durch  a  seinen  Halbmesser ,  durch  c  den  Abstand 
seines  Mittelpunktes  von  der  Drehungsaxe,  und  setzt  voraus, 
dafs  c  nicht  kleiner  als  a  ist,  so  hat  man 

/  =  2  na,  yx  =  c, 

und  folglich 

S  =  4  n  2  a  c. 
Berührt  der  Kreis  die  Drehungsaxe,  so  hat  man  c=a 
und  die  erzeugte  Oberfläche  ist  dem  Quadrate  gleich,  dessen 
Seiten  dem  Umringe  2  na  des  erzeugenden  Kreises  gleich  ist. 

• 

II.    Schwerpunkte  der  Oberflächen. 

75. 

Seyen  noch  immer  x}  y,  z  die  Coordinaten  eines  Punktes 
M,  und  xl9  yl9  zx  die  des  Schwerpunktes,  den  man  be- 
stimmen will.  Ich  betrachte  z  als  eine  gegebene  Function 
von  x  und  y ,  und  setze 

dz  dz 

Ferner  nenne  ich  <o  das  Element  der  gegebenen  Ober- 
fläche, das  dem  Punkte  M  entspricht,  so  hat  man  (f.  21) 

w  =  dx .  dy.   yf  1  -|-  p2  q2. 
In  welchem  Punkte  von  o>  sich  auch  der  Schwerpunkt 
dieses  Elementes  befinden  mag,  immer  werden  seine  Coordi- 
naten nur  unendlich  wenig  von  x ,  y,  z  verschieden  seyn. 
Man  kann  daher 

(ax,    wy,  wz 

als  die  Momente  von  w  in  Beziehung  auf  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  ansehen,  und  es  folgt  daraus  (f.  13  und  65) 

*  =         ).xx=ffxu,  kyt—ffym,  kz1=ffzu, 

wo  A  den  Flächeninhalt  des  Theils  der  Oberfläche  bedeutet, 
dessen  Schwerpunkt  man  finden  will,  und  die  doppelten  In- 
tegrale sich  auf  alle  Elemente  von  X  erstrecken. 

Ist  die  Oberfläche  eine  ebene,  und  nimmt  man  ihre  Ebene 
für  die  der  x  undy,  so  sind  die  Grüfsen  p  und  q  Null,  und 
man  hat  nur  die  drei  Gleichungen 
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*=ffdxdy,  Xx1=ff  xdxdy,  Xyx— f  ydxdy. 
Man  nehme  an,  es  sey  alsdann  X  durch  die  krummen 
Linien  ABC  (Fig.  26)  begränzt,  so  werden  jeder  Abscisse  * 
oder  OP  zwei  Ordinaten  PM  und  PIN  entsprechen,  die  ich 
durch  y  und  y'  bezeichne,  und  die,  in  Functionen  von  x 
ausgedrückt,  durch  die  Gleichung  dieser  krummen  Linie  ge- 
geben sind.  Seyen  auch  a  und  ß  die  Abscissen  OD  und  OE  , 
der  Punkte  A  und  B,  wo  die  Tangenten  den  Ordinaten  pa- 
rallel sind.  Die  Integrale  müssen  zuerst  von  y  =z  PN  bis 
zu  y  =  PM  und  alsdann  von  x  =  a  bis  zu  x  =  ß  genom- 
men werden.    Dies  giebt 


Ist  die  Fläche  X  nicht  durch  eine  geschlossene  krumme 
Linie  ABC  begränzt,  sondern  zwischen  zwei  verschiedenen 
krummen  und  zwei  geraden  Linien ,  die  der  Axe  Oy  der 
Ordinaten  parallel  6iud,  enthalten,  so  kann  man  aus  der 
Gleichung  der  oberen  krummen  Linie  den  Werth  von  y,  und 
aus  der  Gleichung  der  unteren  krummen  Linie  den  Werth 
\ou  y  finden,  und  für  a  und  ß  die  Abstände  dieser  beiden 
Parallelen  vom  Punkte  O  nehmen.  In  dem  gewöhnlichsten 
Falle  wird  die  untere  krumme  Linie  durch  die  Axe  Ox  der 
Abscissen  ersetzt  werden;  man  hat  also  y'  =  o  und 

wodurch  die  Fläche  und  der  Schwerpunkt  eines  Theils  einer 
ebenen  Oberfläche  bestimmt  wird,  der  zwischen  einer  gegebe- 
nen krummen  Linie ,  der  Abscissenaxe  und  zweien  Ordinaten 
dieser  krummen  Linie  enthalten  ist. 

Man  bemerke  auch,  dafs  man  die  Gleichungen  (l)  auf 
folgende  W  eise  direct  finden  kann : 

Ich  theile  die  Fläche  ABC  in  Elemente,  so  wie  MNN'M', 
die  unendlich  klein  und  der  Axe  Oy  parallel  sind.  Ich  nenne 
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u  die  Lange  der  geraden  Linie  jtfJV.  Zieht  man  nun  Linien 
durch  die  beiden  Endpunkte  M.  und  N,  die  der  Axe  Ox 
parallel  sind,  so  wird  man  das  Element  MNN'M'  um  un- 
endlich kleine  Dreiecke  der  zweiten  Ordnung  vermehren  oder 
\ ermindern,  die  seine  Gröfse  nicht  verändern  werden;  dieses 
Element  ist  daher  gleich  udx.  Bezeichnet  man  durch  v  den 
Abstand  der  Mitte  von  M N  von  der  Axe  Ox,  so  wird  man 
x  und  p  für  die  zwei  Coordinaten  des  Schwerpunktes  dieses 
Elements  nehmen  können,  denn  es  ist  offenbar,  dafs  sie  von 
denselben  nur  um  unendlich  kleine  Grüften  verschieden  seyn 
können.    Nach  den  früheren  Bezeichnungen  hat  man  daher 

X  = J*^ udx,   Xxx  = J*^ xudx,   Xyi  =J*^ vudx.  (3) 

Da  aufserdem  y  und  y'  die  Ordinalen  PM  und  PN  be- 
deuten, die  einer  und  derselben  beliebigen  Abscisse  entspre- 
chen, so  hat  man  auch 

»  =y  —  y\  *  =  i  Cr  + 

wodurch  diese  letzteren  Formeln  mit  den  Gleichungen  (1)  zu- 
sammen fallen. 

76. 

Als  erstes  Beispiel  nehme  ich  an,  dafs  man  den  Schwer- 
punkt des  Dreiecks  ABC  (Fig.  27)  sucht. 

Ich  lege  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  die  Spitze 
C,  und  nehme  die  Axe  der  x  senkrecht  auf  die  Grundlinie 
AB,  ich  bezeichne  diese  Grundlinie  durch  b  und  die  Höhe 
CD  durch  Ii,  Durch  einen  beliebigen  Punkt  P,  der  zur 
Linie  CD  gehört,  ziehe  ich  MN  senkrecht  auf  diese  Linie, 
CP  und  M N  werden  die  Veränderlichen  x  und  u  seyn,  und 
man  hat  die  Proportion 

u  :  x  ~  b  i  hf 

woraus  man  findet 

•  bx 

U  =  T- 

Aufserdem  hat  man  a  =  o  und  ß  =  h.  Vermittelst  die- 
ser Werthe  geben  die  zwei  ersten  Gleichungen  (3) 

X  =  Ibh,    Xxx  =  Jfc&a 
und  hieraus  findet  man 
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Den  Werth  von  y  braucht  man  nicht  zu  berechnen, 
denn  wenn  E  die  Mitte  von  AB  ist,  und  man  die  gerade 
Linie  CM  zieht,  so  schneidet  sie  alle  Elemente  des  Dreiecks, 
die  mit  AB  parallel  sind,  in  zwei  gleiche  Theile  und  ent- 
hält daher  seinen  Schwerpunkt.  Nimmt  man  daher  auf  CD 
einen  Theil 

CF=  f  CD  = 
und  errichtet  die  gerade  Linie  FG  senkrecht  auf  CD,  so  ist 
der  Punkt  G,  in  welchem  sie  CE  trifft ,  der  Schwerpunkt 
des  Dreiecks.    Da  die  gerade  Linie  FG  die  Linien  CD  und 
CE  in  proportionale  Theile  theilt,  so  hat  man  auch 

CG  =  |  CE, 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Schwerpunkt  eines  Dreiecks  auf 
der  geraden  Linie  liegt,  die  seine  Spitze  mit  der  Mitte  der 
Grundlinie  verbindet,  und  zwar  zwei  Drittel  dieser  geraden 
Linie  von  der  Spitze,  oder  ein  Drittel  von  der  Grundlinie 
entfernt. 

77. 

Man  kann  diesen  Lehrsatz  auch  ohne  Hülfe  der  Integral- 
rechnung beweisen.  Zerlegt  man  nemlich  das  Dreieck  ABC 
(Fig.  28)  in  Elemente,  die  der  Seite  AB  parallel  sind,  so 
kann  mau  beweisen,  dafs  sein  Schwerpunkt  auf  der  geraden 
Linie  CD  liegt,  die  die  Spitze  C  mit  der  Milte  D  dieser 
Seite  verbindet.  Zerlegt  man  es  alsdann  in  Elemente,  die  der 
Seite  CA  parallel  sind,  so  beweist  man  auf  dieselbe  Weise, 
dafs  sein  Schwerpunkt  auf  der  geraden  Linie  BE  liegt,  die 
von  der  Spitze  B  nach  der  Mitte  E  von  CA  geht;  dieser 
Punkt  liegt  daher  im  Durchschnitte  G  der  beiden  geraden 
Linien  CD  und  BE.  Zieht  man  aber  die  gerade  Linie  DE, 
so.  ist  diese  CB  parallel,  weil  sie  CA  und  AB  in  propor- 
tionale Theile  theilt,  und  man  hat 

DE  :  CB  —  AD  :  AB  =  1:2 
DG  :  CG  =  DE  :  CB  =  i  :  2, 

so  dafs  DG  die  Hälfte  von  CG  und  daher  der  dritte  Theil 

von  CD  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Man  kann  hieraus  schliefsen,  dafs  die  drei  geraden  Linien, 
die  von  den  Spitzen  eines  Dreiecks  nach  der  Mitte  der  entge- 
gengesetzten Seiten  gezogen  werden,  sich  in  einem  Punkte 


Digitized  by  Google 


110 

« 


schneiden  müssen,  was  mit  einem  bekannten  Lehrsatze  über- 
einstimmt. 

Wenn  die  Spitzen  A,  B,  C  des  Dreiecks  die  Schwer- 
punkte dreier  gleicher  Massen  sind,  so  fällt  der  Schwerpunkt 
dieser  drei  Körper  mit  dem  des  Dreiecks  zusammen,  denn 
der  Schwerpunkt  der  zwei  Massen,  die  A  und  B  entsprechen, 
ist  in  der  Mitte  D  der  geraden  Linie  AB,  und  der  Schwer- 
punkt dieser  beiden  Massen  und  der  dritten  ist  der  Punkt  G 
der  geraden  Linie  CD,  so  dafs  GD  die  Hälfte  von  CG  oder 
der  dritte  Theil  von  CD  ist. 

Hieraus  und  aus  dem  Lehrsatze  des  f.  67  folgt,  dafs, 
wenn  man  an  den  Schwerpunkt  G  eines  Dreiecks  Kräfte  an- 
bringt, die  der  Grofse  und  Richtung  nach  durch  die  geraden 
Linien  GA,  GB,  GC  vorgestellt  werden,  die  von  diesem 
Punkte  nach  den  drei  Spitzen  gehen,  diese  Kräfte  im  Gleich- 
gewichte seyn  werden. 

78. 

Kennt  man  den  Schwerpunkt  eines  Dreiecks,  so  kann 
man  allmälich  daraus  den  Werth  eines  Kreisausschnitts  und 
eines  Kreisabschnitts  finden. 

Sey  CA  DB  der  Kreisausschnitt  und  C  der  Mittelpunkt 
des  Kreises.  Betrachtet  man  den  Bogen  ADB  als  einen 
Theil  eines  Vielecks  von  unendlich  vielen  gleichen  Seiten,  so 
kann  man  den  Kreisausschnitt  in  gleiche  dreieckige  Elemente 
zerlegen,  die  alle  diese  Seiten  als  Grundlinien  haben,  und  deren 
gemeinschaftliche  Spitze  im  Punkte  C  ist.  Man  kann  alsdann 
die  Kraft,  die  auf  jedes  dieser  Elemente  wirkt,  in  seinem 
Schwerpunkte  anbringen,  und  da  der  Abstand  eines  jeden  die- 
ser Schwerpunkte  vom  Punkte  C  zwei  Drittel  des  Halbmessers 
des  Kreises  beträgt,  so  ergiebt  sich  hieraus  ein  System  von 
parallelen  und  gleichen  Kräften,  die  an  alle  Elemente  des 
Bogens  A  D 'B' ',  der  von  dem  Punkte  C  als  Mittelpunkt  und 
mit  einem  Halbmesser,  der  gleich  f  CD  ist,  beschrieben  ist, 
angebracht  sind.  Der  Schwerpunkt  des  Ausschnitts  ist  daher 
der  Mittelpunkt  dieser  parallelen  Kräfte,  d.  h.  der  Schwerpunkt 
des  Bogens  A'D'B'.  Bezeichnet  man  aber  durch  a,  /,  c, 
den  Halbmesser  D,  den  Bogen  ADB  und  die  Sehne  AB, 
so  werden  die  entsprechenden  Gröfsen,  in  Beziehung  auf 
A' D'B',  \a,  §  /,  f  c  seyn.    Ist  daher  G  der  gesuchte  Schwer- 
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punkt,  und  setz!  man  CGz=x,  so  hat  man,  nach  dem  Lehr- 
sätze des  f.  70, 

2  ac 

*  =  TT* 

Seyen  nun  S,  S',  «S2  die  Oberflächen  des  Ausschnitts 
CADB,  des  Dreiecks  CAB  und  des  Ausschnitts  ADBE, 
ferner  nenne  man  G,  G',  G2  ihre  Schwerpunkte,  die  offenbar 
auf  dem  Halbmesser  CD  liegen  werden,  der  bis  zur  Mitte 
D  des  Bogens  ADB  geht.  Bezeichnet  man  nun  durch  x,  x,  xx 
die  Abstände  dieser  drei  Punkte  vom  Mittelpunkte  C,  und 
bringt  man  an  diese  Kräfte  an,  die  S,  S',  Sx  parallel  und 
proportional  sind,  so  ist  die  erste  die  Mittelkraft  der  beiden 
anderen,  und  betrachtet  man  die  Momente  dieser  Kräfte,  so 
hat  man  daher 

Sx  =  S'x'  +  SlXl. 
Aufserdem  hat  man 

o       *     t  2  ac 

*  =  5«/4  *  =  Tr. 

Nennt  man  nun  h  die  Höhe  CE  des  Dreiecks,  dessen 
Grundlinie  AB  oder  c  ist,  so  hat  man  auch 

S'  s=  \  ch9   x 9  =  }  h. 

Da  nun 

Sl  =  S'  —  S  =  i  (al  —  ch), 
so  wird  die  Gleichung  der  Momente 

\  a2c  =  }  ch2  ch)  xl9  / 

und  sie  giebt  den  Abstand  xx   des  Schwerpunktes  des  Aus- 
schnittes ADBE  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  an. 
Bemerkt  man,  dafs 

/  / 

c  =  2  a  sin   ,    h  =  a.  cos  — , 

2a  2a7 

so  erhält  man  hieraus  / 

4  a2  sin 5  — 

2a 

Xi  =  —  . 

3  ^/ — a.sin— ^ 

Ist  der  Bogen  /  der  halbe  Umkreis,  so  hat  man  /=  na-, 
alsdann  fallen  der  Ausschnitt  und  der  Abschnitt  zusammen,  so 
wie  die  Abstände  x  und  xx,  deren  gemeinschaftlicher  Werth 

x  —       —  4a 
ist.  *  ~  *l  "~  3tt 
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79. 

Nimmt  man  allmalich  die  drei  .Kegelschnitte  für  die  krumme 
Linie,  welcher  die  Formeln  (2)  entsprechen,  so  kann  man 
die  Integrationen  nach  den  bekannten  Regeln  ausführen,  und 
die  Werthe  der  beiden  Coordinaten  xi,  y\  f  des  Schwer- 
punktes ,  unter  endlicher  Form  erhalten.  Ich  deute  dieses 
Beispiel  als  Uebung  in  der  Berechnung  an ,  und  gehe  un- 
mittelbar zur  Bestimmung  des  Schwerpunktes  des  Inhalts  der 
Cykloide  über. 

Sey  CPM  das  Stück,  dessen  Schwerpunkt  man  finden 
will ;  bezeichnet  man  durch  x  und  y  die  Abscisse  CP  und 
die  Ordinate  PM9  wie  in  der  Gleichung  (a)  des  f.  73,  so 
müssen  die  Integrale,  die  in  den  Formeln  (2)  enthalten  sind, 
verschwinden ,  wenn  x  =  o ,  und  integriert  man  theilweise, 
so  werden  diese  Formeln 

A  =    xy    —  f  xdy  -\ 
A#i  =  \x2y  —£fx2dyt  (4) 

h'i  =  i  xy2  —  f  xydy ) 

und  die  neuen  Integrale  verschwinden  ebenfalls  zu  gleicher 
Zeit  mit  x. 

In  Folge  der  Gleichung  (a)  hat  man 

fxdy  z=.  J*yT ax  —  x2dx, 

ist  aber  TV  der  Punkt,  wo  die  Ordinate  PM  den  Kreis  trifft, 
der  über  CD  als  Durchmesser  beschrieben  ist,  so  drückt  die- 
ses letzte  Integral  den  halben  Kreisausschnitt  CNP  aus;  wenn 
man  daher,  der  Kürze  halber,  durch  y  den  Inhalt  dieses 
halben  Ausschnittes  bezeichnet,  so  hat  man 

A  =  xy  —  y. 
In  dem  Falle,  wenn  der  Punkt  M  mit  dem  Punkle  A 
zusammen  fällt,  hat  man 

.v  =  CD  z=  a,    y  =  DA  ~  Ina,    y  =  ina2, 
und  folglich 

X  =  i  na2. 

Die  Fläche  CAD  der  halben  Cykloide  ist  daher  das 
Dreifache  der  des  halben  Kreises  CND,  dessen  Halbmesser 
ia  ist,  oder,  mit  anderen  Worten,  die  Fläche  der  ganzen 
Cykloide  ist  das  Dreifache  der  des  erzeugenden  Kreises. 
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Man  hat  auch 

f  x2dy  =  J* x  V~ ax  —  x2.dxf 
oder,  was  dasselbe  ist, 

fx2dy  =  \afsfax  —  x2  dx—f&a  —  x)^ ax—x*dx. 

Das  letzte  Integral  erhält  man  unmittelbar,  und  da  es 
verschwinden  mufs,  wenn  x  =z  o  ist,  so  hat  man 

JU,  =  *x2y  —  lc*r  +  •(«*  —xrf, 
welche  Gleichung   den  Werth  von  xx  angiebt,   wenn  der 
Werth  von  /  bekannt  ist. 

Für  den  Fall  der  halben  Cykloide  CAD9  wo  man  zu 
gleicher  Zeit 

x  =  a,   y=«5Trt,    y  ss  \7ia2,    k  =  \na2 
hat,  findet  man  daraus 

7  a 

als  Abstand  ihres  Schwerpunktes  von  der  Axe  Cy. 

Man  findet  also  den  Schwerpunkt  der  ganzen  Fläche  der 
Cykloide,  wenn  man  den  Punkt  nimmt,  der  um  ^  der  Höhe 
CD  vom  Punkte  C  absteht. 

Es  ist  noch  übrig,  die  Ordinate  y\  in  Beziehung  auf  ein 
beliebiges  Stück  CMP  zu  bestimmen,  was  eine  verwickeitere 
Rechnung  erfordert. 

80. 

In  Folge  der  Gleichung  (a)  hat  man 

f  xydy  ss  J  y  V~ ax  —  x2  dx  f 
und  man  kann  den  Werth  von  y  auf  folgende  Weise  schreiben: 

  a  —  x)  dx  ^  a    r*  dx 

J  yfax  —  x2         2J  \T ax  —  x2 
Setzt  man  daher  für  den  Augenblick 

dx 


fv 


\T ax  —  x2 

und  nimmt  man  an,  dafs  dieses  Integral,  wie  alle  übrigen, 
Null  wird,  wenn  x  ss  o  ist,  so  hat  man 

y  =  \fax  —  x2  +  \  az, 
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und  hieraus  ergiebt  sich 

Jxydy  =  l  ax2  —  \x  5  +  \afz  V  a*  —  x2  dx.  (5) 

Da   

y  ~  S  V  ax  —  x2  dx 
ist,  so  hat  man,  wenn  man  theilweise  integriert, 

J  *  V  ax  —  x2  dx  =  zy  —  J*ydz.  (6) 

Man  kann  auch  den  Werth  von  y  unter  folgender  Form 
schreiben : 

Jy/  ax  —  x2      J  y  ax  —  x2 

und  integriert  man  in  dem  zweiten  Gliede  theilweise,  so  hat 
man 

y  —  \a */l—JL—  —  ( « a  —  x r)  \T ax— x2  —fsT ax—x* dx 
J  V  ax  —  .v2  J 

woraus  alsdann  folgt 

y  —  l  a2z  —  i  (%a  —  x)  y  ax  —  .v2. 

Da  \T ax  —  x2 ,  dz  =  dx  ist,  so  hat  man  also 

fydz  =  Jgatzt  —  Kax  —  x*). 
Ich  substituiere  diese  Werthc  von  y  und  f  ydz  in  die 
Gleichung  (6),  so  ergiebt  sich 

fz  \T  ax—x2dx  =^a2z2—j-(*  a~x)  ^ ax— *2+i  *2) 
was  die  Gleichung  (5)  in  folgende  verwandelt: 

fxydy  =  la2x  -f  \ax2  —  \x*  -f-  j\a*z2 

—  |az(i«  —  .t)V^ ax— >x2  (7) 
Vermittelst  dieses  Werthes  und  des  Werthes  von  z,  nemlich 

(a  — 2x\ 
cos  =  —  J 

entfernt  man  aus  der  Gleichung  (4)  alles  Unbekannte,  und 
findet  so  den  Werth  von  yx  für  irgend  ein  Stück  VHP. 
Im  Falle  der  halben  Cykloide  CAD  hat  man 
x  =  a,    z  zzz  arc  (cos  —  —  1)  n, 
die  Formel  (7)  reduciert  sich  alsdann  auf 
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und  da 

y  =  J  na,     X  =a  j  71a2, 
so  giebt  die»  dritte  Gleichung  (4) 

na    /  4  \ 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Werthe  von  .rx  im  vorhcr- 
gchenden  Paragraphen ,  bestimmt  sich  die  Lage  des  Schwer- 
punktes vollkommen. 

81. 

Sey  S  die  Flache  eines  Theils  einer  Rotationsoberflache, 
der  zwischen  zwei  Ebenen  enthalten  ist,  die  auf  der  Axe 
seiner  Figur  senkrecht  stehen.  Diese  Axe  enthält  den  Schwer- 
punkt von  S,  ich  nehme  sie  für  die  Axe  der  x,  und  bezeichne 
durch  Xi  den  Abstand  dieses  Schwerpunktes  vom  Anfangs- 
punkte der  Koordinaten,  und  durch  a  und  ß  die  Abstände 
der  zwei  Ebenen,  die  S  begranzen ,  von  demselben  Punkte. 
Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  dieses  Theils  reduciert 
sich  also  auf  die  Bestimmung  des  Werl  lies  von  Xi* 

Ich  zerlege  S  in  Elemente,  wovon  jedes  die  Oberfläche 
eines  unvollkommenen  Kegels  ist,  der  durch  die  unendlich 
kleine  Seite  der  erzeugenden  krummen  Linie  beschrieben  wird, 
wie  in  f.  74;  der  Kegel,  welcher  dem  Punkte  M  dieser  krum- 
men Linie,  dessen  Koordinaten  x  und  y  sind,  entspricht,  ist 

gleich  2  ny  x2  -(-  dy2,  er  hat  seinen  Schwerpunkt  eben- 
falls auf  der  Axe  der  a:  ,  und  man  kann  *  für  den  Abstand 
dieses  Punktes  von  dem  Anfangspunkte  der  Koordinaten  neh- 
men, weil  dieser  Abstand  nur  um  ein  unendlich  Kleines  von 
x  verschieden  seyn  kann.    Hiernach  hat  man  (f.  13  und  65) 


indem  man  y  als  eine  Function  von  x  betrachtet ,  die  durch 
die  Gleichung  der  erzeugenden  krummen  Linie  gegeben  ist. 

Wenn  diese  krumme  Linie  z.  B.  ein  Kreisbogen  ist,  und 
man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  seinen  Mittelpunkt 
verlegt,  indem  man  a  seinen  Halbmesser  nennt,  so  hat  man 

8* 
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y  =  >f  a7-  —  x2, 

und  hieraus  folgt 

S  =  2  na      — a)  • 

ti ml  folglich  t 

*i  =  F  («  4-  /»), 

woraus  liervorgelit,  dafs  der  Schwerpunkt  einer  Kugelzone 
in  der  Mitte  des  Theils  des  Durdunessers  liegt,  der  zwischen 
den  zwei  die  Zone  begrenzenden  Ebenen  liegt  und  senkrecht 
auf  diesen  Ebenen  steht. 

82. 

Die  Cykloide  wird  uns  zwei  Beispiele  der  Anwendung 
der  Formeln  (8)  an  die  Hand  geben ,  indem  man  den  Bogen 
CM  (Fig.  25)  sich  einmal  um  die  Axe  Cx  und  dann  um  die 
Axe  Cy  drehen  liifst. 

Im  ersten  Falle  hat  man  in  Folge  der  Gleichung  (a) 
des  {.  73 

S  —  2  7(  y/* a  Jy  — ,    SxY  —  2  71  y/~ aJ^  yf~xdx , 

wo  die  Integrale  so  genommen  werden,  dafs  sie  im  Punkte 
C  verschwinden ,  wo  man  x  zz:  o  hat.  Integriert  man  theil- 
weise,  und  berücksichtigt  den  Werth  von  dy,  der  durch  die- 
selbe Gleichung  («)  gegeben  ist,  so  hat  man 

S  —  4  it y      ax  —  4  71  V~ a      V~ a —  x  dx 
Sxx  r=  —2-  yx      ax  —  a  f  x  \T a  —  $ 

und  folglich 

c ,       *        r —  .     st  r— ,        >  I       71  2 

o~4  <uy  V  ax  -\  V  a  (a  —  ff)*  —  <i 

3  3 

0  4  7C  /  ,     8  TT  /  ,  \  % 

6  x ,  =z  —  ^  #  V       H  x  V  «  («  —  X)  * 

3  y 

,     16  71:      /~—  .  NS  16  TT 

wodurch  man  den  Werth  der  Oberfläche,  die  durch  den  Bo- 
gen CM  erzeugt  wird  und  gegen  die  Axe  der  Figur  concav 
ist ,  und  den  Abstand  ihres  Schwerpunktes  vom  Punkte  C  er- 
fahrt. Ist  dieser  Bogen  die  halbe  Cykloide  CA,  so  hat  man 
x  zz:  a  und  y  zz:  \  na>  und  folglich 


Digitized  by  Googl 


117 

.,,.*(.-«),  S.,  =  ^(._i). 

Em  zweiten  Falle  mufs  man,  um  die  Gleichungen  (a)  des 
£.73  noch  ferner  brauchen  zu  können,  x  und  y  in  den  Für- 
mein  (8)  verwechseln,  welche  daher  in 

•   

%l  =  2  a y^v^       1  -f-  J^dx 

übergehen,  wo  y1  den  Absland  des  Schwerpunktes  von  S, 
der  auf  der  geraden  Linie  Cy  liegt ,  vom  Punkte  C  bedeutet, 
und  die  Integrale  im  Punkte  C,  das  heilst  wenn  x  =  o  ist, 
verschwinden.    Nach  der  Gleichung  («)  hat  man 


S=2n  fx  ^dx  =  ~— —  x 
J  x  3 


ax ; 


der  Werth  von  Syx  ist  daher  derselbe,  wie  der  Werth  von 
Sxi  im  ersten  Falle,  und  dividiert  man  ihn  durch  diesen 
Werth  von  S,  sq  hat  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes 
der  Oberfläche,  die  durch  den  Bogen  CM  erzeugt  wird,  und 
gegen  die  Axe  der  Figur  convex  ist,  vom  Punkte  C.  Ist  die- 
ser Bogen  die  halbe  Cykloide  CA,  so  ist  die  erzeugte  Fläche 
gleich  4  na*,  und  zu  gleicher  Zeit  ist  der  Werth  des  Ab- 
standes  yi 

Man  kann  liier  bemerken,  dafs,  wenn  ein  und  derselbe 
Kreisbogen  sich  nach  einander  um  zwei  Axen  dreht,  die  auf 
einander  senkrecht  sind,  und  durch  einen  seiner  Endpunkte 
gehen ,  der  Werth  des  zweiten  Gliedes  der  Gleichung  (8)  sich 
nicht  ändert,  und  die  Abstände  der  Schwerpunkte  der  beiden 
erzeugten  Oberflächen  von  dem  Endpunkte  stehen  daher  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Inhalts  dieser  Oberflächen. 

83, 

Wenn  die  krumme  Linie  ABC  (Fig.  26)  sich  um  die 
Axe  Ox  dreht,  die  in  der  Ebene  derselben  enthalten  ist, 
aber  nicht  durch  dieselbe  geht,  so  erzeugt  ihre  Oberfläche 
einen  Rotationskörper ,  dessen  Volumen ,  das  ich  durch  V 
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bezeichne»  werde,  durch  den  Inhalt  dieser  Oberfläche  und  die 
Ordinate  y\  ihres  Schwerpunktes  ausgedrückt  werden  kann. 
Behält  man  alle  Bezeichnungen  des  f.  75  bei,  so  ist  es 

» 

leicht  zu  sehen,  dafs  man  hat 


Denn  der  unendlich  kleine  Theil  dieses  Volumens,  der  durch 
das  Element  MNN'M*  der  erzeugenden  Fläche  erzeugt  wird, 
ist  der  Unterschied  n  y2dx  —  ny'2dx  der  beiden  Cyliuder, 
deren  Halbmesser  PM  und  PS  sind,  und  die  dx  als  ge- 
meinschaftliche Höhe  haben.  Denn  man  kann  die  unendlich 
kleinen  Volumina  der  zweiten  Ordnung,  die  durch  die  Dreiecke 
erzeugt  werden,  welche  man  von  diesem  Elemente  abzieht, 
oder  dazu  addiert,  indem  man  durch  die  Punkte  M  und  JV 
Linien,  die  mit  der  Axe  Ox  parallel  sind,  zieht,  vernachläs- 
sigen. Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  von  V  mit  der  dritten 
Formel  (l)  des  erwähnten  Paragraphen,  so  hat  man 

woraus  hervorgeht,  dafs  das  Volumen,  welches  durch  die  Fläche 
X  einer  ebenen  krummen  Linie  erzeugt  vfird,  dieser  Fläche, 
multipliciert  mit  dem  Umringe  2  n  y\  des  Kreises,  welchen 
ihr  Schwerpunkt  beschreibt,  gleich  ist.  Dieser  Lehrsatz  ist 
dem  des  {.74  ähnlich,  und  dient  dazu,  den  Inhalt  V  zu  be- 
stimmen, wenn  der  Schwerpunkt  vou  A  a  priori  bekannt 
ist.  Er  besieht  auch  noch,  -wenn  die  erzeugende  Oberfläche, 
statt  von  einer  geschlossenen  krummen  Linie  umgeben  zu  seyn, 
zwischen  zwei  verschiedenen  krummen  Linien  und  zwei  Li- 
nien ,  die  auf  der  Axe  der  Figur  senkrecht  stehen ,  enthalten 
ist,  vorausgesetzt,  dafs  die  Axe  nicht  zwischen  den  beiden 
krummen  Linien  durchgeht. 

Wenn  die  erzeugende  Fläche  ein  Halbkreis  ist,  der  sich 
um  seinen   Durchmesser  dreht,    so  ist   der  Abstand  seines 

4  a 

Schwerpunktes  von  dieser  Drehungsaxe  gleich  —  (§.  78),  in- 

dem  man  durch  a  seinen  Halbmesser  bezeichnet.  Der  Uni- 
ring, der  durch  diesen  Punkt  beschrieben  wird,  hat  daher 
j-    t  Sa 

die  Länge  — ,  und  da  die  Fläche  des  Halbkreises  ,  n  a1  ist, 
o 

so  hat  man 
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was  auch  wirklich  der  Inhalt  der  Kugel  ist. 

Man  nehme  nun  ferner  an,  dafs  die  geschlossene  krumme 
Linie  eine  Ellipse  sey,  und  bezeichne  durch  a  und  b  ihre 
beiden  Halbaxen  und  durch  c  den  Abstand  ihres  Mittelpunk- 
tes von  der  Drehungsaxe.  Der  Inhalt  A  ist,  wie  bekannt, 
gleich  naby  und  sein  Schwerpunkt  ist  offenbar  der  Miltei- 
punkt  der  Figur,    Man  hat  also  yx  =  c,  und  hieraus  folgt 

V  =  2n2abc, 
wie    auch  sonst  die  eine  oder  die  andere  Axe  der  Ellipse 
gegen  die  Drehungsaxe  geneigt  sey. 


84. 

Es  ist  einleuchtend,  dafs  das  Stück  eines  Rotationskörpers, 
welches  zwischen  zwei  Ebenen  enthalten  ist,  die  durch  die 
Axe  der  Figur  gehen,  sich  zum  ganzen  Körper  verhalt,  wie 
der  Winkel,  den  diese  beiden  Ebenen  einschliefsen ,  sich  zu 
vier  Hechten  verhält,  oder  was  dasselbe  ist,  wie  der  Bogen, 
der  zwischen  den  zwei  Ebenen  durch  den  Schwerpunkt  der 
erzeugenden  Fläche  beschrieben  wird,  sich  zum  ganzen  Um- 
ringe 2  n  y  verhält.  Nennt  man  daher  /  die  Länge  dieses 
Bogens  und  L  das  Volumen  des  Stückes,  so  hat  man 

L  =  l  X, 

wo  X  immerfort  die  erzeugende  Fläche  bedeutet,  die,  nach 
der  Voraussetzung,  nicht  von  der  Drehungsaxe  durchschnit- 
ten wird. 

Diese  Formel  kann  man  auf  folgende  Weise  auf  andere 
Stücke  ausdehnen,  die  nicht  zu  Rotationskörpern  gehören. 

Man  nehme  nemlich  an  ,  dafs  eiue  ebene  krumme  Linie 
sich  bewege,  ohne  zu  gleiten  oder  sich  in  ihrer  Ebene  zu 
drehen,  und  zwar  so,  dafs  diese  Ebene  beständig  auf  einer 
gegebenen  Linie  senkrecht  stehe,  die  eine  ebene  krumme 
Linie,  oder  eine  Linie  doppelter  Krümmung  seyn  kann.  Bei 
dieser  Bewegung  bleibt  derselbe  Punkt  dieser  Ebene  immer 
auf  der  Richtungslinie ,  und  die  anderen  Punkte  beschreiben 
krumme  Linien,  die  dieser  Linie  ähnlich  sind.  Seyen  A,  L,  l 
die  Fluche  der  erzeugenden  krummen  Linie,  der  körperliche 
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Inhalt,  der  durch  diese  Oberfläche  erzeugt  wird,  und  die  Lunge 
der  krummen  Linie,  die  durch  ihren  Schwerpunkt  durchlau- 
fen wird.  Ist  /  ein  Kreisbogen,  so  ist  L  ein  Stück  eines 
Rotationskörpers;  in  jedem  Falle  aber  kann  man  /  in  unend- 
lich kleine  L  heile  theilen,  von  welchen  jeder  mit  dem  ihm 
entsprechenden  Krümmungskreise  zusammen  fallt.  Man  be- 
zeichne durch  a  einen  dieser  Theile  und  durch  v  den  Inhalt  . 
des  entsprechenden  Stückes  von  L,  und  nehme  an,  dafs  die 
Ebenen,  die  auf  dessen  Richtung  senkrecht  stehen  und  durch 
welche  v  begränzt  wird,  sich  nach  einer  geraden  Linie  schnei- 
den, die  nicht  innerhalb  der  Fläche  der  erzeugenden  krummen 
Linie  liegt.  Dieses  Element  v  von  L  ist  ein  Stück  eines  Ro- 
tationskörpers und  nach  der  vorhergehenden  Gleichung  hat  man 

v  =  et  L 

Nimmt  man  daher  die  Summe  aller  Werthe  von  v  und 
bemerkt,  dafs  der  Factor  X  constant  ist,  so  folgt  daraus ,  dafs 
der  Inhalt  L  dem  Produkte  von  /  und  X  gleich  ist,  wie  in 
dem  Falle  eines  Rotationskörpers.  Die  Regel,  welche  diese 
Gleichung  /✓  =  X  l  enthält,  ist  in  der  Ausübung  nützlich  und 
läfst  sehr  viele  Anwendungen  zu;  jedoch  darf  man  nicht  ver- 
gessen, dafs  sie  nicht  mehr  statt  hat,  wenn  die  auf  einander 
folgenden  erzeugenden  Linien  sich  auf  der  erzeugten  Ober- 
fläche schneiden  und  durch  ihre  auf  einander  folgenden  Durch- 
schnitte das  bilden,  was  man  eine  Wendungskante  (arete 
de  rebroussement)  nennt. 

85. 

.  Die  Betrachtung  des  Schwerpunktes  führt  auch  auf  eine 
Regel,  um  den  Inhalt  eines  Prisma  oder  eines  Cylinders  mit 
beliebiger  Grundfläche  zu  berechnen,  welche  durch  eine  Ebene, 
die  gegen  diese  Grundfläche  geneigt  ist,  abgestumpft  sind. 

Sey  y  die  Flache  des  Schnittes  eines  Cylinders,  welcher 
senkrecht  auf  der  erzeugenden  Linie  steht,  X  die  Flache  des 
geneigten  Schnittes,  der  den  Cy  linder  begränzt,  &  der  Win- 
kel, den  diese  zwei  Ebenen  einschliefsen ,  cd  ein  beliebiges 
Element  von  X,  e  seine  Protection  auf  die  Ebene  von  y  oder 
das  entsprechende  Element  der  Fläche  y,  welche  selbst  die 
Protection  von  A  ist.  Nach  dem  Lehrsatze  des  f.  10  hat  man 
*  y  =  X  cos         e  =  0)  cos 
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Dies  vorausgesetzt  nehme  ich  an,  dafs  X  die  Oberfläche 
sey,  auf  welche  sich  die  allgemeinen  Formeln  des  {.75  bezic- 
hen, und  dafs  &  die  Neigung  seiner  Ebene  gegen  die  der  x 
und  y  sey.  Ich  multipliciere  die  dritte  dieser  Formeln  durch 
cos  0  und  bringe  diesen  constanten  Factor  unter  das  Zeichen 
ffj  so  hat  man  in  Folge  der  Werthe  von  y  und  e 

rzi  =  ff** 

Dieses  doppelte  Integral  ist  der  Inhalt  des  abgestumpften 
Cylinders,  der  zwischen  den  zwei  Schnitten  y  und  X  enthalten 
und  in  unendlich  dünne  Streifen,  die  auf  y  senkrecht  sind, 
zerlegt  ist,  indem  man  jedoch  voraussetzt,  dafs  diese  beiden 
Schnitte  sich  nicht  wechselseitig  durchschneiden.  Hieraus  folgt 
also,  dafs  der  abgestumpfte  Cylinder  einem  geraden  Cylinder 
gleich  ist,  der  dieselbe  Grundfläche  y  hat,  und  dessen  Höhe 
der  Abstand  zx  des  Schwerpunktes  des  geneigten  Schnittes  von 
dieser  Grundfläche  ist. 

Dieser  Lehrsatz  ergiebt  sich  von  selbst,  in  dem  gewöhn- 
lichen Falle,  wenn  die  Grundfläche  des  Cylinders  ein  Kreis 
und  der  geneigte  Schnitt  eine  Ellipse  ist;  denn  legt  man  durch 
den  Mittelpunkt  dieser  krummen  Linie  eine  Ebene,  die  mit 
der  Grundfläche  parallel  ist,  so  ändert  sich  der  Inhalt  des 
Cylinders  nicht,  weil  das  Stück,  welches  man  wegnimmt, 
offenbar  demjenigen  gleich  ist,  welches  man  hinzu  fügt. 

Wenn  sich  die  Flächen,  die  wir  durch  y  und  X  bezeich- 
net haben,  wechselseitig  schneiden,  so  besteht  der  Inhalt  aus 
zwei  Theilen ,  und  das  Integral  fj  z  e  drückt  den  Unterschied 
und  nicht  die  Summe  derselben  aus.  Wenn  der  Cylinder 
durch  zwei  geneigte  Schnitte  begränzt  wird,  deren  Flächen 
sich  nicht  durchschneiden,  so  kann  man  ihn  immer  in  zwei 
Theile  theilen,  deren  gemeinschaftliche  Grundlinie,  die  auf 
der  erzeugenden  Linie  senkrecht  steht,  weder  den  einen  noch 
den  anderen  dieser  Schnitte  durchschneiden  wird,  und  be- 
merkt man,  dafs  ihre  Schwerpunkte  auf  einer  und  derselben 
geraden  Linie  liegen  müssen,  die  auf  dieser  Grundfläche  senk- 
recht steht,  so  sieht  man,  dafs  der  ganze  Inhalt  gleich  ist 
der  Fläche  dieser  Grundlinie,  multipliciert  durch  den  Abstand 
dieser  beiden  Punkte. 
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III.    Schwerpunkte  der  Volumina  und  der  Körper. 

86. 

Die  Bestimmung  des  Schwerpunktes  eines  Volumens  hangt 
im  Allgemeinen  von  mehreren  dreifachen  Integralen  ab;  es 
giebt  aber  Körper,  für  welche  sich  die  Lage  dieses  Punktes 
durch  einfache  Integrale  bestimmen  läfst.  Diese  Körper  wer- 
den wir  zuerst  betrachten. 

Der  Schwerpunkt  einer  Pyramide  oder  eines  Kegels  mit 
beliebiger  Grundfläche  liegt  auf  der  geraden  Linie,  die  von  der 
Spitze  nach  dem  Schwerpunkte  der  Grundfläche  geht.  Denn 
diese  gerade  Linie  trifft  alle  Schnitte,  die  mit  der  Grundfläche 
parallel  sind,  in  ähnlich  liegenden  Punkten,  die  ihre  Schwer- 
punkte sind  Und  die  man  für  die  Schwerpunkte  der  Elemente 
des  Körpers  nehmen  kann ,  die  unendlich  dünn  und  der  Grund- 
flache  parallel  sind.  Die  gerade  Linie,  von  der  die  Rede  ist, 
enthält  also  den  Schwerpunkt  der  Pyramide  oder  des  Kegels, 
und  es  mufs  nur  noch  seine  Lage  auf  dieser  Linie  bestimmt 
werden. 

Seyen  b  und  X  die  Fläche  der  Grundlinie  und  eines  pa- 
rallelen Schnittes.  Man  bezeichne  durch  h  und  x  die  senk- 
rechten Linien,  die  von  der  Spitze  auf  ihre  Ebenen  gefällt 
werden,  so  hat  man,  wie  bekannt, 

X:b  =  x*:h*y 

und  folglich 


Aufserdem  kann  man  Xdx  für  das  Element  des  Volu- 
mens des  Kegels  oder  der  Pyramide  nehmen,  und  wenn  man 
V  sein  ganzes  Volumen  und  xx  den  Werth  von  x  nennt,  der 
dem  Schnitte  entspricht,  welcher  den  Schwerpunkt  enthält,  so 
findet  man  daraus,  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen, 

r=zj^hxdx,   rXl  =fohxXdx. 

Substituiert  man  den  Werth  von  X  und  führt  die  Inte- 
grationen aus,  so  hat  man 

r  —  -  ,    f-  *i  —   -  , 
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woraus  man  findet 


Zieht  man  aber  durch  den  Schwerpunkt  eine  Ebene,  die 
mit  der  Grundfläche  parallel  ist,  so  schneidet  diese  die  Höhe 
h  und  die  gerade  Linie,  die  von  der  Spitze  nach  dem  Schwer- 
punkte der  Grundfläche  geht,  in  proportionale  Theile.  Hier- 
aus folgt,  dafs  der  Schwerpunkt  eines  Kegels  oder  einer  Pyra- 
mide mit  beliebiger  Grundfläche  um  drei  Viertel  dieser  gera-  . 
den  Linie  von  der  Spitze  oder  um  ein  Viertel  von  der  Grund- 
fläche absteht. 

87, 

In  Beziehung  auf  die  dreiseitige  Pyramide  kann  man  diesen 
Lehrsatz  ohne  Hülfe  der  Integralrechnung  beweisen. 

Sey  ABCD  (Fig.  30)  diese  Pyramide.  Seyen  auch  E  und 
F  die  Schwerpunkte  der  Flächen  ACD  und  BCD.  Man 
ziehe  die  geraden  Linien  BF  und  AE,  deren  Verlängerun- 
gen sich  in  der  Mitte  H  der  Kante  CD  treffen.  Alsdann 
ziehe  man  in  der  Ebene  AHB  die  geraden  Linien  AFxmd 
BF,  die  sich  in  einem  gewissen  Punkte  G  schneiden  werden. 
Ich  behaupte,  dafs  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  der  Pyra- 
mide AB  CD  seyn  wird.  Denn  zerlegt  man  diese  in  Ele- 
mente, die  der  Grundfläche  ACD  parallel  sind,  so  sieht 
man,  wie  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen,  dafs  ihr 
Schwerpunkt  auf  der  geraden  Linie  BF  liegen  mute,  und 
wenn  man  sie  in  Elemente .  zerlegt ,  die  BCD  parallel  sind, 
so  sieht  man  auf  dieselbe  Weise,  dafs  dieser  Punkt  in  der 
geraden  Linie  AF  liegt.  Die  beiden  geraden  Linien  AF  und 
BF9  die  in  einer  Ebene  liegen,  müssen  sich  daher  schneiden, 
und  ihr  Durchschnitt  G  wird  der  verlangte  Schwerpunkt  seyn. 

Nun  ist  in  dem  Dreiecke  ABH,  die  gerade  Linie  FF 
mit  der  Grundfläche  AB  parallel,  weil  sie  die  Seiten  AH 
und  BH  in  proportionale  Theile  theilt,  das  heifst,  in  dem 
dritten  Theile  ihrer  Länge,  wenn  man  von  dem  Punkte  H 
ausgeht.    Man  hat  daher 

FG  :  GA  =  EF  :  AB  =  EH  :  AH? 
und  folglich 

FG  :  CA  =1:3, 
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so  dafs  JPG  der  dritte  Theil  von  GA  oder  der  vierte  TheU  voa 
AF  ist,  was  zu  beweisen  war. 

Man  schliefst  hieraus,  dafs,  wenn  die  vier  Spitzen 
A>  ß,  C,  D  der  Pyramide  die  Schwerpunkte  gleicher  Massen 
sind ,  alsdann  der  Punkt  G  der  Schwerpunkt  dieser  vier  Mas- 
sen ist.  Denn  der  Punkt  F  ist  der  Schwerpunkt  der  drei 
Massen,  die  den  Punkten  B,  C,  D  entsprechen  ({.77)  und 
wenn  GF  der  dritte  Theil  von  GA  ist,  so  ist  der  Punkt 
G  der  Schwerpunkt  dieser  drei  Massen  und  der  vierten. 

Hieraus  folgt  ({.67),  dafs,  wenn  man  im  Schwerpunkte 
der  dreiseitigen  Pyramide  Kräfte  anbringt,  die,  der  Gröfse 
und  Richtung  nach,  durch  gerade  Linien  vorgestellt  werden, 
die  von  diesem  Punkte  nach  den  vier  Spitzen  gehen,  alsdann 
diese  vier  Kräfte  sich  im  Gleichgewicht  halten  werden 

88. 

Hat  man  den  Schwerpunkt  einer  dreiseitigen  Pyramide 
bestimmt,  so  kann  man  daraus  den  einer  Pyramide  oder 
eines  Kegels  mit  beliebiger  Grundfläche  unmittelbar  ableiten, 
indem  man  diese  Grundfläche  in  eine  endliche  oder  unend- 
liche Zahl  von  Dreiecken  zerlegt.  Der  Schwerpunkt  dieser 
Pyramide  oder  dieses  Kegels  mufs  zu  gleicher  Zeit  auf  der. 
geraden  Linie  liegen,  die  von  der  Spitze  nach  dem  Schwer- 
punkte der  Grundfläche  geht,  und  in  der  Ebene,  die  der  Grund- 
flache parallel  ist  und  alle  Linien ,  die  von  der  Spitze  nach 
dieser  Grundlinie  gezogen  werden,  in  dem  Punkte,  der  um 
drei  Viertel  dieser  Linien  von  der  Spitze  absteht,  schneidet, 
was  mit  dem  Resultate  des  {.  86  zusammen  stimmt.  Man 
kann  hierdurch  auch  den  Schwerpunkt  eines  Kugelausschnitts 
finden.  Denn  zerlegt  man  diesen  Ausschnitt  in  eine  unend- 
liche Anzahl  von  Pyramiden,  deren  gemeinschaftliche  Spitze 
im  Mittelpunkte  der  Kugel  liegt  und  die  die  unendlich  kleinen 
Elemente  der  Grundfläche  des  Ausschnitts  zu  Grundflächen 
haben,  so  liegen  alle  ihre  Schwerpunkte  auf  der  Grundfläche 
eines  concentrischen  Ausschnitts,  dessen  Halbmesser  drei  Vier- 
tel von  dem  des  gegebenen  Ausschnitts  ist.  Hieraus  folgt,  dafs 
der  Schwerpunkt  des  gegebenen  Ausschnittes  derselbe  ist,  wie 
der  der  Grundfläche  des  concentrischen  Ausschnittes .  wodurch 
seine  Lage  bestimmt  ist. 
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Man  nehme  an,  dafs  der  Kugelausschnitt  durch  den  Kreis- 
ausschnitt CA  DB  (Fig.  29)  erzeugt  werde,  der  sich  um  den 
Halbmesser  CD  dreht,  welcher  bis  in  die  Mitte  des  Bogens 
AB  geht;  das  Dreieck  CAB  und  der  Kreisabschnitt  ADB 
werden  zu  gleicher  Zeit  einen  Kegel  und  einen  Kugelabschnitt 
erzeugen,  und  der  Schwerpunkt  dieses  Kugelabschnitts  wird 
sich  aus  dem  des  Kugelausschnitts  und  des  Kegels  bestimmen. 

Zu  diesem  Ende  nenne  man  F"l9  V,  V  die  bezüglichen 
Volumina  dieser  drei  Körper  und  xu  x,  x'  die  Abstände 
ihrer  Schwerpunkte  vom  Punkte  C,  so  hat  man 

r  =  r*  +  rl9  vx  =  v'x*  +  rx*x.  w 

Sey  a  der  Halbmesser  CD,  c  die  Sehne  AB  und  /  die 
Sagitte  DE  des  Bogens  ADB.  In  Beziehung  auf  den  Kegel 
hat  man 

V  =  T*sni*(a—  f),   x'  =  |(« 

Die  Grundfläche  des  Kugelausschnitts  ist  gleich  dem  Pro- 
dukte ans  der  Sagitte  und  dem  Umringe  eines  gröfsten  Krei- 
ses, oder  gleich  2naf,  und  der  Werth  seines  Volumens  ist 
das  Produkt  aus  dieser  Grundfläche  und  \  a ,  oder  gleich 

2na2f 

 -  .    Beschreibt  man  aus  dem  Punkte  C  als  Mittelpunkt 

und  mit  einem  Halbmesser,  der  gleich  J  CD  ist,  einen  Kreis- 
bogen, wie  A' D'  B\  so  liegt  der  Schwerpunkt  der  durch 
diesen  Bogen  erzeugten  Oberfläche  in  der  Mitte  der  Sagitte 
D'E'  (f.  81),  oder,  mit  anderen  Worten,  in  einem  Abstände 
vom  Punkte  C,  der  gleich  CD'  —  \  D'E'  ist,  das  heifst, 
gleich  |(«  —  £/).  Da  also  dieser  Schwerpunkt,  nach  dem 
eben  Gesagten,  der  Schwerpunkt  des  Kugelausschnitts  V  ist, 
so  hat  man 

Tr      2  na2  f  m  .  ... 

r  =  — 3—  >  «  =  !(«—*/)• 

Substituiert  man  diese  verschiedenen  Werthe  in  die  Glei- 
chungen (a),  so  hat  man 

|  „«»/=  A*«*(«-r/)  +  'ri' 

und  hieraus  findet  man  die  Werthe  von  Vx  un&  x\* 

Nennt  man  /  die  Länge  des  Bogens  AB,  so  hat  man 


« 
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/  /  l  \ 

c  =  2  a  sin  — ,     f  Z2  a  t  l  —  cos  —  ) , 
2  a  \  2a  f 

und  hieraus  folgt 

2  TTrt3    ✓                 /  t     •   2    1  1  \ 

y.   =  (  1  —  COS  i  8111  -*  —  .  COS  - —  )  , 

r  1  3      V  2a        5  2a  2aJ 

3  a  •  sin*  — 
2a 

=  1  :~  i  ' 


8(1  —  cos  —  —  i  sin2 


cos 


2a        *         2«  2a 
Ist  der  Bogen  /  der  halbe  Umring,  so  hat  man  l  =  na, 
und  folglich 

rr        2  na*  3a 
1  3  8 

89. 

Man  kann  auch  durch  einfache  Integrale  das  Volumen 
und  den  Schwerpunkt  jedes  Körpers,  der  in  Beziehung  auf 
eine  Axe  symmetrisch  ist,  w  ie  z.  B.  eines  Ellipsoids,  bestimmen. 

Seyen  x,y,  z  die  drei  rechtwinkligen  Coordiuaten  eines 
beliebigen  Punktes  der  Oberfläche;  man  nehme  die  Axe  der 
Figur  für  die  der  .v,  und  bezeichne  durch  X  die  Fläche  des 
Schnittes,  der  auf  dieser  geraden  Linie  senkrecht  steht  und 
dem  Endpunkte  der  Abscisse  x  entspricht.  Zerlegt  man  das 
Volumen  in  uneudlich  dünne  Elemente,  die  auf  der  Axe  der 
Figur  senkrecht  stehen,  so  kann  man  Xclx  für  das  Volumen 
eines  beliebigen  Elementes  nehmen  und  X  für  den  Abstand 
seines  Schwerpunktes  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten. 
Bezeichnet  mau  daher  durch  V  eine  Schichte,  die  zwischen 
zwei  Schnitten  enthalten  ist,  die  den  gegebenen  Abscissen  « 
und  ß  entsprechen,  und  durch  X\  den  Abstand  seines  Schwer- 
punktes vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  so  hat  man 

Ja  Ja 
Im  Falle  eines  Ellipsoids  ist  die  Gleichung  der  Oberfläche 

x2        y2  z2 

TT2      b*  +  T2  =  1 ' 

wo  ay  b,  c  die  drei  Halbaxen  bezeichnen.  Die  Gleichungen 
des  Schnittes  X  sind 
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man  hat  daher 
und  folglich 

r*,  =  4  nbc  {ß*  —  v5  (i  _ 

woraus  man  findet 

*,"=         +  «*-«'-/*') 
4  (3  «»^-  ß*)' 

Wendet  man  diese  Formel  auf  de»»  Kugelabschnitt  an, 
den  mau  im  vorhergehenden  Paragraphen  betrachtet  hat,  so 
mufs  man 

/ 

a  =  a  .  cos  - — ,   ß  =z  a 
2a  1 

-  ™  » t  • 

nehmen,  und  hieraus  folgt 

Cl  \  l 
l  +  cos  —  )  sin  2  — 
r       2aJ  2a 

xx  =z 


4  (i  —  cos        -f  sin2— ^ 
V  2a    1  2aJ 


und  wenn  man  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit  1  — 
l  ... 

cos  —  mulüphciert ,  so  erkennt  man,  dafs  er  mit  dem ,  schon 

gefundenen  Werthe  von  xx  zusammen  fällt. 

Um  den  ganzen  .Werth  des  Ellipsoids  zu  haben,  mufs 
man  ß  =  a  und  a  =  —  a  setzen;  dies  giebt 

„       4  nabc 
~       3  " 

Dieses  Volumen  ist  auch  durch  das  dreifache  Integral 
fffdxdydz  gegeben,  wenn  man  es  auf  alle  Elemente  des 
Raumes  ausdehnt,  die  durch  die  Oberfläche  des  Ellipsoids 
begranzt  sind;  setzt  man  aber 

x  =  ax',  y  =  by,   z  s=  cz\ 

so  wird  die  Gleichung  dieser  Oberfläche 
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und  das  dreifache  Integral  geht  in 

abc  fjf  dx'dy'dz' 

über. 

Dieses  neue  Integral  mufs  auf  alle  Elemente  des  Raumes 

ausgedehnt  werden,  der  durch  eine  Oberflache  begriinzt  wird, 
die  der  vorhergehenden  Gleichung  entspricht-,  es  ist  daher 
das  Volumen  einer  Kugel,  die  die  Einheit  zum  Halbmesser 

4  " 

hat,  und  da  dieses  Volumen  gleich  —  ist,   60  folgt  daraus 

3 

4  ix  abc  , 

 ,  wie  vorher,  für  den  Werth  des  Ellipsoids. 


90. 

Zu  den  Körpern,  welche  in  Beziehung  auf  eine  Axe 
symmetrisch  sind,  gehören  die  Rotationskörper.  Wir  werden 
immer  die  Axe  der  Figur  für  die  der  Abscisscn  x  nehmen. 
INimmt  man  alsdann  an,  dafs  ein  Körper  dieser  Art  durch 
eine  ebene  Flache  erzeugt  wird ,  die  zwischen  zwei  gegebenen 
krummen  Linien  und  den  Linien,  die  senkrecht  auf  der  Axe 
der  *  stehen  und  den  Werthen  .vz=«,  x  =z  ß  entsprechen, 
enthalten  ist,  und  bezeichnet  man  durch  y  und  y'  die  Ordi- 
nalen dieser  krummen  Linien  in  Beziehung  auf  dieselbe  Ab- 
scisse  .v,  so  mufs  man 

x  =  n  Cr2  -y2) 

in  den  Formeln  des  vorhergehenden  Paragraphen  setzen.  Dies 
giebt 

V=  nfP{y*-y'*)dx,    Fxt  =  ,T f\y*-y'*)xdx. 

In  dem  gewöhnlichsten  Falle,  wenn  die  eine  krumme 
Linie  mit  der  Axe  der  Figur  zusammenfallt,  hat  mau^'  —  o 
und  einfach 

V  =  n  Pß  y*dx]    Vxx  =  n  ffi  y2xdx.  (6) 

Die  Cykloidc  bietet  ebenfalls  Beispiele  zur  Anwendung 
dieser  Formel  dar,  in  welchen  sich  alle  Integrationen  unter 
endlicher  Form  ausführen  lassen. 
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Betrachtet  man  den  convexen  Körper,  der  durch  die 
Fläche  CUP  (Fig.  25),   die  sich  um   die   Axe  Cx  dreht, 
erzeugt  wird,  so  integriert  man  zuerst  thcilweise,  dies  giebt 
V  =  n  x  y2  —  2  n  /jrj ' dy 
Vxx  =;  \nx2y2  —  n  fx2ydy, 
wo  die  Integrale  so  genommen  werden,  dafs  sie  im  Punkte 
C,  oder  wenn  x  =z  o  ist ,  verschwinden.    In  Folge  der  Glei- 
chung (a)  des  {.73  hat  man  also 

V  =  n  xy2 —  2  n  J  y  V* ax  —  x2  dx 

Vxx  =  i  n  x 2 y 2  —  n  Jy*  \Tax  —  x 2  dx, 
und  die  Rechnungen  können  durch  Umbildungen  ausgeführt 
werden ,  die  denen  des  f.  80  almlich  sind. 

Hat  man  ein  Volumen ,  welches  durch  die  halbe  C)  kloide 
CAB  erzeugt  ist,  so  findet  man 

na5  f9n2         %  _  (63  71 2  —  64)q 

V—~T  KTe  V1    Xl  —    12  (9»«- 16)' 

Betrachtet  man  dagegen  den  convexen  Körper,  der  durch 
die  Fläche  CMP  erzeugt  wird,  wenn  diese  sich  um  die  Axe 
Cy  dreht,  so  mufs  man  zuerst  x  und  y  in  den  Gleichungen 
(b)  vertauschen;  hieraus  folgt 

V=nfx2dyy    Vyx  =  nfx2ydy, 
wo  yx  der  Abstand  des  Schwerpunktes,  der  auf  der  Axe  Cy 
liegt,  vom  Punkte  C  ist,  und  die  Integrale  in  diesem  Punkte 
C  verschwinden.    In  Folge  der  Gleichung  (a)  der  Cykloide 

hat  man  daher   

V  =  71  f  x  >f  ax  —  x2dx,    Vyx  =  njyx  yT ax  — -  x2dx. 

Das  erste  Integral  erhält  man  ohne  Schwierigkeit,  das 
zweite  durch  Umbildungen ,  die  denen  des  f.  80  ähnlich  sind. 
In  dem  Falle,  wenn  CM  die  halbe  Cykloide  ist,  hat  man 

16     '   Jl        U     T    4;  « 

91. 

Seyen  nun  *1}  yx,  zx  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
des  Schwerpunktes  eines  Körpers  von  beliebiger  Gestalt,  sey 
er  nun  gleichartig  oder  ungleichartig,  dessen  Masse  durch  AI 
bezeichnet  wird.  Nach  dem ,  was  schon  in  J.  65  gesagt  worden 

9 
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Ut,  mufs  man,  um  diese  drei  Unbekannten  zu  bestimmen,  M 
in  unendlich  kleine  TheUe  thcilen,  und  daher  in  den  zweiten 
Gliedern  der  Gleichungen  dieses  Paragraphen  die  Summen  in 
Integrale  verwandeln.    Man  hat  auf  diese  Weise 
MXl=fffxdni,  Myx=fffydm,  Mzx  =z/J f zdm;  (t) 

wo  dm  das  Differentialelein ent  der  Masse  des  Körpers  ist, 
welches  den  Coordinaten  x  ,  y,  z  entspricht.  Nennt  man  p 
die  Dichtigkeit  dieses  Elements  und  dv  sein  Volumen,  so  hat 
man  auch 

dm  —  f)dv. 

Man  kann  nun  für  das  Element  dv  des  Volumens  das 
rechtwinklige  Parallelopipedum  nehmen ,  dessen  drei  zusam- 
menstofsende  Seiten  den  Axen  der  x>y,  z  parallel  und  den 
Differentialen  dxfdy,dz  gleich  sind.    Hieraus  folgt 

dv  =  dx  dy  dz. 

Ist  der  Körper  gleichartig,  so  ist  seine  Dichtigkeit  überall 
dieselbe ,  bezeichnet  man  daher  sein  Volumen  durch  V  ,  so 
hat  man 

M=  QV, 

und  die  Gleichungen  (l)  werden 

///«*;  Vyl=Jffydx>,  Vzl=zfffzd».  (2) 
Ist  der  Körper  ungleichartig,  so  können  zwei  verschie- 
dene Fälle  vorkommen.  Im  ersten  Falle  besteht  der  Körper 
aus  homogenen  Theilen  von  endlicher  Gröfse,  und  die  Dich- 
tigkeit ändert  sich  nur  von  einem  Theile  zum  anderen.  Man 
kanu  daher  auf  jeden  Theil  die  Gleichungen  (2)  anwenden, 
und  alsdann  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Körpers  nach  denen 
seiner  Theile  bestimmen  (}.  64).  Im  zweiten  Falle  ändert  sich 
die  Dichtigkeit  in  unmerklichen  Graden  im  Inneren  des  Kör- 
pers, und  man  kann  alsdann  die  Gleichungen  (l)  anwenden, 
in  welchen  q  eine  gegebene  Function  von  x,  y,  z  seyn  mufs. 

Man  mufs  jedoch  bemerken,  dafs  in  jedem  Falle,  man 
betrachte  einen  gleichartigen  oder  einen  ungleichartigen  Körper, 
die  Theilung  der  Masse  in  unendlich  kleine  Theile,  deren 
Dichtigkeiten  dieselben  sind,  oder  nur  in  unendlichen  Graden 
sich  ändern,  auf  der  Voraussetzung  beruht,  dafs  der  Körper 
aus  einer  stätigen  Materie  besteht.  Dies  ist  aber  in  der  Natur 
nicht  der  Fall,  wo  die  Körper  im  Gegentheile,  aus  getrenn- 
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ten,  durch  leere  Räume,  deren  GrÖfse  mit  der  der  vollen 
Räume  vergleichbar  ist,  von  einander  abgesonderten  materiel- 
len Theilen  bestehen.  Wir  werden  im  folgenden  Kapitel  auf 
diese  Bemerkung  zurückkommen,  und  dort  zeigen,  dal'a  man 
dem  ungeachtet  die  Formeln  (l)  und  (2)  auf  die  Körper  in 
der  Natur  auwenden  kann,  als  wenn  die  Materie  in  ihrem 
Inneren  gar  keine  Unterbrechung  erlitte. 

92. 

Es  ist  zuweilen  nöthig,  um  die  Integrationen  zu  erleich- 
tern, statt  der  Coordinaten  x9  y,  z  die  Polarcoordinaten 
jedes  Elements  dm  anzuwenden.  Sey  alsdann  r  sein  Radius 
Vector,  #  der  Winkel,  den  er  mit  der  Axe  der  positiven  x 
einschliefst,  und  ip  der  Winkel,  der  zwischen  der  Ebene  dieser 
beiden  geraden  Linien  und  der  der  x  und  y  enthalten  ist ; 
wir  haben  (f.  9) 

x  =  r  cos  &,  y  z=z  r  sin  &  cos  rp,  z  ~  r  sin  &  sin  tfj. 
Zu  gleicher  Zeit  mufs  man  dv  vermittelst  der  Differen- 
tiale dieser  neuen  Veränderlichen  r,  &,  \p  ausdrücken.  Man 
hat  allgemeine  Formeln  für  die  Umbildung  der  unabhängigen 
Veränderlichen  in  vielfache  Integrale,  aber  man  kann  auch 
den  Werth  von  dv,  den  wir  anwenden  müssen,  nemlich 

dp  =  r2  sin  &.drd&dyj 
direct  finden,  wie  man  sogleich  sehen  wird. 

Ich  setze  qcIv  an  die  Stelle  von  dm  in  den  Gleichungen 
(1)  und  substituiere  alsdann  diesen  Werth  von  dv  und  die 
Werthe  von  x,  y,  z,  so  gehen  diese  in 

Mxx  =///or5  sin  &  cos  &dr  d&d  ifj  \ 
Myx  =fffQr3  8iu2#  cosydrd&dip  £  (3) 
M*l  =ff/Qr5  sin2#  sin^ drd&dy  ) 
über,  womit  man  noch  die  Gleichung 

M  =  fffgr2  sin &drd&dyj 
verbinden  mufs. 

W  as  die  Gränzen  dieser  dreifachen  Integrale  betrifft ,  so 
werden  sie  verschieden  seyn,  je  nachdem  der  Anfangspunkt 
der  Coordinaten  innerhalb  oder  aufserhalb  des  Körpers  liegt. 
Ist  dieser  Anfangspunkt  einer  der  Punkte  von  M,  so  integriert 
man  zuerst  zwischen  den  Gränzen  /'  =  o  und  r  =  u ,  indem 

9* 
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man  durch  u  eine  Function  von  #  und  \p  bezeichnet,  die  ' 
durch  die  Gleichung  der  Oberfläche  gegeben  ist.  Hierauf  inte-  1 
griert  man  zwischen  den  Granzen  #z=o  und  &=tv  und  den 
Granzen  ip  =  o  und  ip=2  tt,  indem  man  nach  Belieben  mit 
dem  Winkel  &  oder  mit  dein  Winkel  anfangt.  Die  Gran- 
zen werden  im  Allgemeinen  verwickelter  seyn ,  wenn  der 
Anfangspunkt  der  Cobrdinaten  nicht  der  Masse  M  angehört.  ? 
Man  bezeichne  in  diesem  Falle  durch  u  und  u  zwei  gege- 
bene Functionen  von  &  und  tp,  durch  (o  und  «/  zwei  Func- 
tionen von  \p  und  durch  a  und  a  zwei  gegebene  Winkel. 
Ferner  nehme  man  an,  dafs  man  einen  Theil  des  Körpers 
betrachte,  der  einerseits  zwischen  zwei  Oberflächen  enthal- 
ten ist,  deren  Gleichungen  r=u  und  r  =  u'  sind,  und  an- 
dererseits zwischen  den  conischen  Oberflächen,  deren  gemein- 
schaftliche Axe  die  Axe  der  x  ist,  die  ihre  gemeinschaftliche 
Spitze  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  haben,  und  deren 
Gleichungen  &=zw  und  &  z=  «'  sind.  Aufserdem  soll  dieser 
Theil  noch  zwischen  zwei  Ebenen  enthalten  seyn,  die  durch 
diese  Axe  gehen,  und  die  Winkel  a  und  a  mit  der  festen 
Ebene,  von  welcher  aus  man  den  Winkel  zählt,  machen. 
Man  integriert  zuerst  zwischen  den  Granzen  rz=zu  und  r — y  7 
dann  zwischen  den  Granzen  #  ss  w  und  &  =  w  und  zuletzt 
zwischen  den  Gränzen  t/j  =  a  und  tyz=za\ 

Man  nehme  z.  B.  für  die  zwei  ersten  Oberflächen  die 
zweier  concen Irischer  Kugeln,  die  ihren  gemeinschaftlichen  Mit- 
telpunkt im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  haben  und  deren 
Halbmesser  a  und  a  sind.  Zu  gleicher  Zeit  nehme  man  an, 
dafs  die  beiden  Kegel  kreisförmige  Grundflächen  haben,  oder, 
mit  anderen  Worten,  dafs  w  und  w'  constante  Winkel  Seyen. 
Ferner  setze  man  voraus,  dafs  die  Dichtigkeit  nur  eine  Func- 
tion von  r  sey,  so  dafs  der  Theil  des  Körpers,  den  man  be- 
trachtet, einer  Kugel  angehört,  die  aus  concentrischen  un- 
endlich dünnen  Lagen  zusammengesetzt  ist,  von  welchen  jede 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  welche 
sich  aber  von  einer  Lage  zur  anderen  ändert,  und  zwar  nach 
einer  gegebenen  Function  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
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und  führt  die  Integrationen  in  Beziehung  auf  #  und  tp  aus, 
so  findet  mau 

M  zs  A  (a    —  «)  (cos  (0  —  cos  ftl') 
=  |  B  («'  —  «)  (cos 2  n  —  cos3«') 
Myi  =  $2?  (sin  «'  —  •in«)  (u— co— j8hi2W'  +  Jsin2w) 
ü/zj  =z  \  B  (cos  a  —  cos  fl»  ) («' —  w  —  £  sin  2  cu'-f-  J  sin  2  w), 
woraus  sieh  die  Werthe  von  Xi,yl9  zx  ergeben,  die  man 
in  diesem  Beispiele  nicht  aus  den  Gleichungen  (1)  ableiten 
könnte. 

Bildet  die  Masse  M  einen  vollkommenen  Ring,  so  dafs 
man  a  =  a  -f»  2n  hat,  so  folgt  daraus  yx  =  o  und  z1  z=  <o, 
das  heilst,  der  Schwerpunkt  Hegt,  wie  dies  seyn  mufs,  auf 
der  Axe  dieses  Ringes,  sein  Abstand  x1  vom  Mittelpunkte  der 
Kugel,  von  welcher  dieser  Ring  einen  Theil  ausmacht,  ist 

B  (cos  ta  -j-  cos  co  ) 

Xl  ~   Ta  • 

In  dem  Falle,  wenn  die  Kugel  gleichartig  ist,  ist  die 
Dichtigkeit  q  coiislant,  und  man  hat 

J  =  }e(«'5-.fl3),    B  =  jo  («'4  —  a% 

Wenn  in  dem  Ringe  kein  leerer  Raum  ist,  so  hat  man 
o)  =  o,  und  wenn  er  in  einen  Kugclausschnitt  übergeht,  so 
hat  man  auch  a  ~  o.    Hieraus  folgt 

xi  =  —  (1  +  cos  m  ), 

was  mit  dem  Werthe  der  durch  x  bezeichneten  Grüfse  in 
f.  88  übereinstimmt,  weun  man  bemerkt,  dafs  die  durch  J 
bezeichnete  Sagitte  a  ( 1  —  cos  w')  zum  Werthe  hat,  und 
dafs  der  Halbmesser  a  ist. 

93. 

Um  das  Differential  dv  des  Volumens,  ausgedrückt  durch 
die  Differentiale  der  Polarcoordinalen  zu  finden,  nehme  ich 
an,  dafs  M  (Fig.  31)  der  Punkt  sey,  der  den  Coordinaten 
r,  & ,  entspricht,  so  dals,  wenn  O  ihr  Anfangspunkt,  OM 
der  Radius  Vcctor  /*,  und  &  der  Winkel  MOx  ist,  der 
zwischen  diesem  Radius  und  einer  festen  Axe  Ox  enthalten 
*st,  uud  ip  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Ebene  dieser  zwei 
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geraden  Linien  mit  einer  festen  Ebene  einschliefst,  die  will- 
kührlich  durch  die  zweite  Linie  gelegt  ist.  Sey  M'  ein  Punkt, 
der  auf  der  Verlängerung  von  OM  liegt  und  dessen  Radius 
Vector  O  M'  durch  r'  bezeichnet  werde.  Von  dem  Punkte 
O  als  Mittelpunkt  und  in  der  Ebene  M'  Ox  beschreibe  man 
die  Kreisbogen  MN  und  JM'  JS\  die  zwischen  den  zwei  ge- 
raden Linien  OMM'  und  O  N  N*  enthalten  sind,  und  be- 
zeichne durch  den  Winkel  NOx.  Endlich  drehe  man 
die  Ebene  dieses  Winkels  um  die  Axe  Ox,  und  bezeichne 
in  dieser  neuen  Lage  durch  tf/  den  Winkel,  den  sie  mit  der 
festen  Axe  macht.  Bei  dieser  Bewegung  erzeugt  die  Fläche 
MM'  JS'N  ein  Volumen  MMr  N'N  P  P'  Q'Q,  welches 
ich  durch  U  bezeichne.  Diese  Fläche  aber,  als  Unterschied 
der  beiden  Kreisausschnitte  M'  O  JV '  und  MOJN  ist  gleich 

«  (r'S  —  r*j  (&'  —  &). 

Nennt  man  u  die  senkrechte  Linie,  die  von  ihrem  Schwer- 
punkte auf  die  Axe  Ox  gefällt  wird,  so  hat  man  u  (t// —  f) 
als  Länge  des  Bogens,  den  dieser  Schwerpunkt  um  diese  ge- 
rade Linie  beschreibt.  Nach  dem  Lehrsatze  des  f.  84  haben 
wir  daher 

V  ==  j  (r'  +  r)(r'_r)  (*'-*)  (f'-f). 

Dies  angenommen,  denke  man  sich,  dafs  die  drei  Dimen- 
sionen von  U  unendlich  klein  werden  und  setze  dalier 

r'  —  r  =  dr,        —  &  =  d&,        —     =  dxjj. 

Der  Factor  r  +  r  reduciert  sich  zu  gleicher  Zeit  auf 
2  r,  man  kann  daher  auch  für  u  die  senkrechte  Linie  MH 
nehmen,  die  vom  Punkte  JM  auf  die  Axe  Ox  gefällt  und  gleich 
r  sin  #  ist,  und  nur  um  ein  unendlich  Kleines  von  u  ver- 
schieden seyn  kann.  Endlich  geht  U  in  dv  über,  dessen 
Werth,  den  man  bestimmen  wollte, 

dv  =  r2  sin  &  dr .  d&dip 

seyn  wird.  > 

Man  bemerke,  dafs  dieses  Volumen  dp  wie  ein  rechtwink- 
liges Parallelopipedum  betrachtet  werden  kann ,  dessen  drei 
zusammen  slofsende  Seiten  MM'  oder  dr ,  der  unendlich 
kleine  Bogen  JM  N ,  der  seineu  Mittelpunkt  in  O  hat  und 
dessen  Lange  rd&  ist  und  der  unendlich  kleine  Bogen  MP, 
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der  seiiien  Mittelpunkt  im  Punkte  II  hat  und  dessen  Länge 
/•  sin  <frdrjj  ist,  sind. 

Die  Grundfläche  MNPQ  dieses  Parallelopipedums  ist 
das  Element  der  Kugeloberflache,  deren  Mittelpunkt  im  Puukte 
Oy  und  deren  Halbmesser  r  ist.  Bezeichnet  man  sie  durch 
da,  so  hat  man  daher 

do  =  r2  sin  d-d&dip,    dp  =  da  dr. 

Nennt  man  da  das  Element  der  Kugeloberflache,  deren 
Halbmesser  als  Einheit  angenommen  wird,  so  hat  man  auch 
da)  =  sin&d&dip,    dp  =  r2  dr  du. 

Integriert  man  diesen  Ausdruck  von  do)  zwischen  den 
Granzen  &=zo  und  ip=zo  und  &  =  n  und  n ,  so  fin- 

det man  daraus  4  n  als  Verhältnils  der  Oberfläche  der  Kugel 
zum  Quadrate  ihres  Halbmessers,  was  wirklich  ihr  bekannter 
Werth  ist. 
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8  e  c  Ii  *  t  e  s  Kapitel. 
Berechnung  der  Anziehung  der  Körper. 


I.    Formeln  in  Beziehung  auf  einen  beliebigen  Körper 
und  auf  die  Kugel  insbesondere. 

94. 

Man  nehme  an,  dafs  ein  materieller  Punkt  O  (Fig.  32) 
den  Au  Ziehungen  aller  Punkte  irgend  eines  Körpers  von  be- 
liebiger Gestalt  unterworfen  sey.  Zerlegt  man  jede  dieser 
Kräfte  in  drei  andere,  die  nach  rechtwinkligen  Axen  gerichtet 
sind,  welche  willkührlich  durch  den  Punkt  O  gezogen  sind, 
und  nimmt  man  alsdann  die  Summe  der  positiven  oder  nega- 
tiven Seitenkräfte,  die  nach  jeder  Axe  wirken,  so  hat  man  die 
drei  Seitenkräfte,  deren  Mittelkraft,  der  Grüfse  und  Richtung 
nach,  die  ganze  Anziehung  ausdrückt,  die  auf  den  Punkt  O 
ausgeübt  wird.  Diese  drei  Seitenkräfte  sind  die  Summen  einer 
unendlichen  Anzahl  unendlich  kleiner  Elemente,  die  auf  die 
ganze  Matte  des  anziehenden  Körpers  ausgedehnt  sind;  man 
kann  sie  durch  dreifache  Integrale  ausdrücken,  und  die  Be- 
rechnung dieser  Integrale  hat  Aehnlichkeit  mit  der  Berechnung 
der  Coordinalen  des  Schwerpunktes  irgend  eines  Körpers,  mit 
welcher  wir  uns  im  Vorhergehenden  beschäftigt  haben.  Aus 
diesem  Grunde  werde  ich  das,  was  ich  über  die  Berechnung 
der  Anziehungen  zu  sagen  habe,  an  dieser  Stelle  erörtern. 

Diese  Frage  ist  eine  von  denjenigen,  mit  welchen  sich 
die  Mathematiker  am  Meisten  beschäftigt  haben,  sowohl  wegen 
der  analytischen  Schwierigkeiten,  die  sie  darbietet,  als  auch 
wegen  ihres  Zusammenhanges  mit  der  Untersuchung  über  die 
Gestalt  der  Erde  uud  dem  Gesetze  der  Schwere  an  ihrer 
Oberfläche.  In  diesem  Werke  sollen  jedoch  nur  die  Formeln 
gegeben  werden,  die  sich  unmittelbar  darbieten,  und  einige 
ihrer  Anwendungen.  Ausführlichere  Entwicklungen  findet 
man  im  zweiten  Theile  der  Me'caniquc  cdleste  und  in  mei- 
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wer  Abhandlung  "über  die  Anziehung  der  Sphäroide",  die  iu 
der  Connaissance  des  Tema  vom  Jahre  1829  abgedruckt  ist. 

95. 

Sey  D  ein  fester  Punkt,  der  im  Inneren  des  anziehen- 
den  Körpers  liegt;  durch  diesen  Punkt  ziehe  man  die  drei 
rechtwinkligen  Axen  Dx,  Dy ,  Dz,  welche  die  Axen  der 
positiven  Coordinaten  seyn  werden.  Man  bezeichne  durch 
x ,  y,  z  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  M  des  an- 
ziehenden Körpers,  und  durch  dm  da«  Element  seiner  Masse, 
welches  dem  Punkte  Jd  entspricht.  Ferner  bezeichne  man 
durch  a,  ß,  y  die  drei  Coordinaten  des  Punktes  O,  und  durch 
ft,  die  Masse  dieses  materiellen  Punktes,  endlich  sey  U  die 
Entfernung  OM,  so  dafs  man 

u*=  (a  —  x)*+  (ß—y)*  +  (y_  Z)2 
hat.  Die  Anziehung,  die  durch  dm  auf  /i  ausgeübt  wird, 
wird  nach  der  geraden  Linie  OM  gerichtet  seyn.  Man  nehme 
an,  dafs  diese  Kraft  dem  Produkte  der  beiden  Massen  pro- 
portional sey,  und  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats 
des  Abstandes  u  stehe  ;  bezeichnet  man  sie  daher  durch  F, 

so  hat  man  a 

_  ffidrn 

JT   —   5 —  j 

wo  j  ein  beständiger  Coefficient  ist,  der  die  Intensität  der 
anziehenden  Kraft,  auf  die  Einheiten  der  Masse  und  des  Ab- 
Standes bezogen,  ausdrücken  soll.  Um  sich  eine  richtige  Vor- 
stellung von  dieser  Gröfse  /'  zu  machen,  mufa  man  Bich  zwei 
Körper  denken,  deren  Gestalt  und  Dimensionen  beliebig  an- 
genommen werden  können,  und  deren  Massen  gleich  grofs 
sind  und  als  Einheit  angenommen  werden;  ferner  mufs  man 
annehmen,  dafs  die  Anziehung,  in  der  ganzen  Ausdehnung 
dieser  zwei  Körper,  weder  der  Gröfse  noch  der  Richtung  nach 
sich  ändert,  so  dafs  sie  zwischen  zwei  beliebigen  Elementen 
ihrer  Massen,  die  gleich  dm  und  p  sind,  dieselbe  ist,  wie 
zwischen  den  materiellen  Punkten  (jt>  und  dm,  die  wir  be- 
trachten, vorausgesetzt,  dafs  ihr  Abstand  OM  der  Einheit 
gleich  ist.  Die  Kraft  /  ist  alsdann  die  gesammte  Anziehung, 
die  durch  einen  dieser  zwei  Körper  auf  den  anderen  aus- 
geübt wird. 
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Die  Projectionen  der  geraden  Linie  OM  auf  die  Axeii 
Dy,  Dz  sind  a  —  x,  ß — y,  y —  z;  dividiert  man  sie 
durch  u,  so  hat  man  die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die 
Richtung  der  Kraft  F  bestimmen.    Ihre  drei  Seitenkräfte  sind 
daher 

u  u  u 

und  betrachtet  man  u  als  eine  positive  Gröfse,  80  werden  sie 
die  drei  Coordiuaten  a,  ß,  y  des  Punktes  O  zu  verkleinern 
oder  zu  vergröfsern  streben,  je  nachdem  sie  positiv  oder 
negativ  seyn  werden.  $  fie zeichnet  man  daher  durch  ji,  B,  C 
die  drei  Seitenkräfte  der  gesammten  Anziehung,  die  auf  die- 
sen Punkt  ausgeübt  wird,  so  hat  man,  indem  man  für  F 
seinen  Werth  setzt  und  bemerkt,  dafs  ft  und  f  beständige 
Factoren  sind, 


r 

—  z 

(0 


wo  die  dreifachen  Inttgrale  auf  die  ganze  Masse  des  anzie- 
henden Körpers  ausgedehnt  werden  müssen. 

Bezeichnet  man  durch  o  die  Dichtigkeit  des  Elements  dm 
und  durch  dv  sein  Volumen,  so  hat  man 

dm  =  gdv. 

Diese  Gröfse  Q  ist,  im  allgemeinen  Falle,  eine  gegebene 
Function  der  Coordinaten  des  Punktes  M\  ist  dagegen  der 
anziehende  Körper  gleichartig,  so  ist  sie  eine  gegebene  C6n- 
stante.  Man  drückt  dv  vermittelst  der  Differentiale  der  Coor- 
dinaten von  M,  die  man  anwendet,  aus,  die  am  geeignetsten 
seyn  werden,  um  die  Integrationen  zu  erleichtern. 

96. 

Durch  eine  sehr  einfache  Betrachtung  führt  man  die  drei 
dreifachen  Integrale,  von  welchen  die  Werth«  von  B,  C 
abhängen,  auf  ein  einziges  zurück.  Unter  der  Voraussetzung, 
dafs  die  Gränzen  dieselben  bleiben,  wie  in  diesen  Integralen, 
setze  man 
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Da  diese  Grauzen  von  der  Lage  des  Punktes  O  unab- 
hängig sind,  so  kann  man,  wenn  man  T  in  Beziehung  auf 
seine  Coordüiaten  diflerentiiert ,  diese  Differentiationen  unter 
dem  Zeichen  /  ausführen  ({.14),  und  da  man  außerdem 

Iii 
da  _  x  —  a     du  __  y  —  ß     du  __  z—y 

—     u*    '   dß         u*   '    dy  u* 
hat,  so  folgt  daraus 

£ = fff^  - 

dr  _  rrry — ß  dm 

dß  ~  JJJ  "5 
wodurch  die  Gleichungen  (1)  in  folgende  ubergehen: 

s=~"'%>  c=-"fä7>  <2) 

so  dafs  die  Berechnung  der  drei  Seitenkräfte  A,B,C  nur 
von  dem  einzigen  Integrale  T  abhängt. 

Bei  der  Bestimmung  dieses  Integrals  ist  es  wichtig,  zu 
bemerken,  dafs  der  Nenner  u  beständig  dasselbe  Zeichen  in 
der  ganzen  Ausdehnung  der  Integration  haben  mufs,  und  dafs 
er  positiv  seyn  mufs ,  wenn  man  haben  will ,  dafs  die  Seiten- 
kräfte  A,  B,  C  die  Coordinaten  des  Punktes  O  verkleinern 
oder  vergrößern  sollen,  je  nachdem  ihre  Werthe,  die  durch 
die  Gleichungen  (2)  gegeben  sind,  positiv  oder  negativ  sind. 

Wenn  der  Punkt  O  nicht  eine  Anziehung,  sondern  eine 
Abstoisung  erleidet,  so  ist  es  hinreichend,  die  Zeichen  der 
Werthe  von  A,  B,  C  zu  ändern,  oder,  was  dasselbe  ist,  j 
wie  eine  negative  Constante  anzusehen.  In  dem  Falle,  wenn 
die  anziehende  oder  abstofsende  Kraft  nicht,  wie  wir  voraus- 
«esetzt  haben,  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des 
Abslandes  steht ,  und  man ,  im  Allgemeinen ,  den  Coefficienten 
von  pdm  durch  eine  gegebene  Function  von  u,  die  ich  durch 
tpu  bezeichne,  vorstellt,  kann  man  eine  andere  Function  <bu 
so  nehmen,  dafs  man 
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au  T 

hat,  und  sie  au  die  Stelle  von  —  in  den  Ausdruck  von  'I 

u 

setzen.  Es  könnte  auch  seyn,  dafs  diese  Kraft  für  einen 
Tlieii  des  Körpers,  der  auf  O  wirkt,  anziehend  und  für  einen 
anderen  Theil  abstofsend  wäre;  in  diesem  Falle  mülste  die 
Function  <pu,  in  welcher  der  Coefficient  j  enthalten  ist,  in 
der  Ausdehnung  des  Integrals,  welches  T  vorstellt,  das  Zei- 
chen ändern. 

Die  Seitenkräftc  der  Wirkung,  welche  auf  einen  Körper 
von  beliebiger  Gestalt  und  Gröfse  ausgeübt  wird,  können 
aus  den  vorhergehenden  Formeln  abgeleitet  werden,  wenn 
man  in  denselben  p  durch  das  Differentialelement  seiner 
Masse  ersetzt,  welches  den  Coordinaten  et ,  ß ,  y  entspricht, 
und  nachher  in  Beziehung  auf  diese  drei  Veränderlichen,  in 
der  ganzen  Ausdehnung  dieser  Masse  differentiiert ;  woraus 
man  siebt,  dafs  die  Seitenkräfte  der  Wirkung,  die  durch  einen 
Körper  auf  einen  anderen  ausgeübt  wird,  im  Allgemeinen  von 
sechsfachen  Integralen  abhäugen. 

Dieses  sind  die  Formeln,  nach  welchen  man  die  Anzie- 
hungen oder  Abstofsungen  berechnen  kann;  ehe  man  aber 
irgend  eine  Anwendung  davon  macht,  ist  es  nothwendig  zu 
erklären,  wie  sie  mit  der  inneren  Beschaffenheit  der  Körper 
zusammen  stimmen,  und  die  Schwierigkeit  zu  untersuchen,  von 
welcher  am  Ende  des  f.  91  die  Rede  war. 

97. 

Die  verschiedenen  Körper  enthalten,  unter  gleichem  Vo- 
lumen ungleiche  Quantitäten  wägbarer  Materie  (f.  60) ,  und  da 
diese  Quantitäten,  bei  demselben  Körper,  mit  seiner  Tempe- 
ratur und  dem  äufseren  Drucke,  dem  er  unterworfen  ist,  sich 
ändern,  so  hat  dies  zu  dem  Gedanken  geführt,  die  Körper  wie 
eine  Sammlung  materieller,  nicht  zusammenhängender  Theilchen, 
die  durch  Poren,  oder  Räume,  in  welchen  keine  wägbare 
Materie  enthalten  ist,  von  einander  getrennt  sind,  zu  betrach- 
ten. Diese  materiellen  Theile  nennt  man  Atome;  ihre  Di- 
mensionen und  die  der  Poren  entgehen,  wegen  ihrer  aufser- 
ordentlichen  Kleinheit,  unseren  Sinnen  und  allen  unseren 
Mitteln  sie  zu  messen.    Man  nimmt  die  Atome  als  unzerstörbar 
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und  die  Masse,  die  Gestalt ,  das  Volumen  eines  jeden  dersel- 
ben als  unveränderlich  an.  Die  Dimensionen  der  Poren  da- 
gegen andern  sich  mit  den  verschiedenen  Quantitäten  der 
Wärme,  die  man  den  Körpern  zuführt  oder  ihnen  entzieht, 
und  mit  dem  Drucke,  dem  man  sie  unterwirft.  Da  nun  die 
Aenderungen  im  Volumen  eines  Körpers  sehr  grofs  seyn  kön- 
nen, ohne  dafs  seine  Masse  zu  oder  annimmt,  so  folgt  daraus, 
dafs  die  Dimensionen  der  leeren  Theilc  mit  denen  der  vollen 
Theile  vergleichbar  und  im  Allgemeinen  gröfser  als  die  letzle- 
ren seyn  müssen. 

Die  Atome  von  derselben  oder  von  verschiedener  Be- 
schaffenheit, vereinigen  sich  in  verschiedenen  Verhältnissen, 
um  andere  Theile  der  Körper  zu  bilden,  die  noch  immer  un- 
mefsbar  sind  und  die  man  ihre  Molecule  nennt.  Die  Kör- 
per unterscheiden  sich  von  einander  durch  die  Beschaffenheit 
und  die  Verhältnisse  der  Atome,  die  in  der  Zusammensetzung 
eines  jeden  Moleculs  enthalten  sind,  und  man  betrachtet  die 
Atome ,  wie  eben  gesagt  wurde,  als  etwas  Unveränderliches 
und  Unzerstörbares,  weil  man,  wenn  man  sie  in  denselben 
Verhältnissen  vereinigt,  zu  allen  Zeiten  dieselben  Körper  mit 
denselben  Eigenschaften  wieder  hervor  bringt. 

98. 

Es  ist  hiernach  einleuchtend,  dafs  die  Theilung  der  Masse 
in  unendlich  kleine  Theile  und  die  Annahme  einer  Dichtig- 
keit eines  jeden  Elements,  die  in  den  gleichartigen  Körpern 
sich  nicht  verändert,  oder  in  den  ungleichartigen  Körpern 
sich  nur  durch  unmerkliche  Stufen  ändert,  nicht  auf  die  in 
der  Natur  vorkommenden  Körper  pafst.  ludessen  kann  man 
dem  ungeachtet  von  den  Formeln  Gebrauch  machen,  die  auf 
diese  Betrachtung  gegründet  sind,  und  sie  auch  dann  noch 
anwenden,  wenn  die  Körper  in  Theile  getheilt  worden  sind, 
die  zwar  eine  endliche,  aber  völlig  unmefsbare  Gröfse  haben. 

Die  Molecule  sind  nemlich  so  klein  und  liegen  so  nahe  ' 
bei  einander,  dafs  ein  Theil  der  Masse  des  Körpers,  der  eine 
ungeheuere  Anzahl  derselben  enthält,  noch  immer  als  sehr 
klein  angenommen  und  sein  Volumen  als  unmefsbar  angese- 
hen werden  kann.  Sey  v  das  Volumen  eines  solchen  Theils, 
dessen  Gröfse  unmefsbar  ist  und  der  nichts  desto  weniger 
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Myriaden  von  Moleculen  enthält.  Sey  ferner  m  die  Summe 
ihrer  Massen  und  bezeichne  man  durch  AI  einen  Punkt  von  v , 
der,  wenn  man  will,  sein  Schwerpunkt  seyn  soll.  Selzen 
wir  nun 

m 


so  drückt  dieses  Verhältnifs  g  die  Dichtigkeit  des  Körpers  im 
Funkte  M  aus,  wie  auch  sonst  die  Massen  der  Molecule  und 
ihre  regelmäßige  oder  unregelmäfsige  Vertheilung  in  der  Aus- 
dehnung von  v  beschallen  seyn  mag.  Bezeichnet  man  ebenso 
durch  n  die  Anzahl  der  Molecule,  die  v  enthält,  und  setzt  man 


♦ 

so  kann  diese  Linie  e,  deren  Gröfsc  unmefsbar  ist,  der  mitt- 
lere Zwischenraum  der  Molecule,  der  dem  Punkte  M  und 
der  Dichtigkeit  q  entspricht ,  genannt  werden.  In  einem  gleich- 
artigen Körper,  ändert  sich  dieses  Verhältnifs  und  diese  Linie 
nicht  mit  der  Lage  des  Punktes  i¥,  in  einem  ungleichartigen 
Körper  dagegen,  ändern  sich  diese  zwei  Gröfsen  durch  un- 
merkliche Stufen  und  können  als  gegebene  Functionen  der 
Coordinaten  dieses  Punktes  angesehen  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  will  man  nun  die  Masse  eines  Kör- 
pers ,  oder  allgemeiner  die  Summe  der  aufserordentlich  kleinen 
Theile  dieses  Körpers,  von  welchen  jeder  mit  einer  Function 
U  der  Coordinaten  eines  seiner  Punkte  M  multipliciert  ist, 
kennen ,  so  t heilt  man  das  Volumen  V  dieses  Körpers  in 
aufserordentlich  kleine  Theile  r,  alsdann  nimmt  man  die 
Summe  aller  der  Produkte  Uqv,  welche  ich  durch 

2    U  QU 

bezeichne,  und  welche  sich  auf  alle  Theile  p  von  V  er- 
strecken mufs.  Sind  die  Glieder  dieser  Summe  alle  unendlich 
klein,  und  ist  ihre  Anzahl  unendlich,  so  ist  nach  dem  Lehr- 
salze des  J.  13  der  Werth  der  Summe  dem  bestimmten  Integrale 

f '  U  g  d  v 

genau  gleich ,  wenn  dieses  auf  das  ganze  Volumen  dessen 
Diflerentialelement  du  ist,  ausgedehnt  wird.  Man  sieht  aber 
leicht  ein,  dafs,  im  Allgemeinen,  der  Unterschied  zwischen  die- 
ser Summe  und  diesem  Integrale  desto  kleiner  werden  wird, 
je  kleiuer  die  Theile  der  ersteren  und  ie  gröfser  ihre  Anzahl 
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wird,  so  dafs  man,  wenn  die  Grufsc  von  v  unmefsbar  aber 
dennoch  von  dv  verschieden  ist,  immer  oline  merklichen  Feh- 
ler das  Integral  statt  der  Summe  nehmen  kann.  Indessen 
erleidet  dieser  allgemeine  Grundsatz  eine  Ausnahme,  nemlich 
wenn  U  eine  Function  ist,  die  sich  sehr  schnell  ändert,  und 
wenn  diese  Gröfse  zu  gleicher  Zeit,  in  der  Ausdehnung  der 
Integration,  ilir  Zeichen  ändert,  was  wirklich  bei  der  Berech- 
nung der  Kräfte,  die  von  der  Molecularanzichung  und  der 
Abstofsung  durch  Wärme  herrühren,  die  nur  in  unmefsbaren 
Abständen  merklich  sind,  der  Fall  ist.    Für  jetzt  ist  es  uns 
indessen  hinreichend,  zu  bemerken,  dafs  diese  Ausnahme  mit 
den  Formeln  des  f.  91  und  95  in  keiner  Beziehung  steht,  die 
sich  auf  die  Schwerpunkte  der  Körper  und  auf  Anziehungen, 
die  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Abstände  stehen,  bezie- 
hen, und  welche  man  daher  auf  die  in  der  Natur  vorkom- 
menden Körper,  die  aus  getrennten  Moleculen  bestehen,  an- 
wenden kann. 

99. 

Wir  wollen  nun  zur  Berechnung  der  Anziehungen  zurück 
kehren.  Wenn  der  Abstand  des  Punktes  O  von  dem  anzie- 
henden Körper  sehr  grofs  ist  im  Verhältnisse  zu  den  Dimen- 
sionen dieses  Korpers,  so  kann  man,  im  Ausdrucke  von  T 

i 

des  f.  96,  die  Gröfse  in  eine  convergierende  Reihe  ent- 
wickeln, die  nach  Potenzen  und  Produkten  von  x,y,  z  geord- 
net ist.    Setzt  man 

«2  +  fl2  +  r2  =  d2>. 

so  hat  man  alsdann 

Nimmt  man  nun  den  Schwerpunkt  des  anziehenden  Kör- 
pers für  den  Anfangspunkt  D  der  Coordinaten,  so  hat  man 
fffxdm  =  o,  fffydm  =  o,   fJfzdm  =  o, 

weil  diese  Integrale,  durch  die  Masse  M  des  Körpers  divi- 
diert, die  drei  Coordinaten  dieses  Punktes  seyn  werden  (f.  91). 
Bezeichnet  man  diese  Masse  durch  M ,  so  hat  man  daher 
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I 

Wenn  der  Abstand  OD  oder  d  hinlänglich  grofs  ist,  so 
dafs  man  diesen  Werth  von  T  auf  sein  erstes  Glied  reduzie- 
ren kann,  so  werden  die  Gleichungen  (2) 

da  aber  diese  Seiteukräfte  dieselben  sind ,  wie  die  einer  Kraft, 
die  gleich  **^</  *8t>  u11qI  au^  den  Punkt  O  nach  der  Rich- 
tung OD  wirkt,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  Anziehung,  die 
auf  einen  Punkt  O  durch  einen  Körper  ausgeübt  wird,  der 
sehr  weit  von  demselben  entfernt  ist,  sowohl  der  Richtung 
als  Gröfse  nach,  fast  dieselbe  ist,  als  wenn  die  Masse  M  die- 
ses Körpers  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  wäre. 

Wenn  dieser  Körper  eine  Kugel  ist ,  die  entweder  gleich- 
artig, oder  aus  concentrischen  Lagen  zusammen  gesetzt  ist, 
so  findet  man,  dafs  alle  Glieder  des  Werthes  von  T,  das 
erste  ausgenommen,  sich  aufheben.  Hierzu  ist  es  hinreichend, 
at,  y,  z  durch  die  Coordinaten  r,  &,  ip  zu  ersetzen,  wie  in 
{.92,  wodurch  man  die  Integrationen  in  Beziehung  auf  & 
und  tjj  ausführen  kann.  Der  so  eben  ausgesprochene  Lehrsatz 
wird  alsdann  streng  richtig  seyn,  wenn  nur  der  Abstand  d 

hinlänglich  grofs  ist,  so  dafs  man       in  eine  con vergierende 

Reihe  entwickeln  kann.  Wirklich  wird  man  im  folgenden  §. 
sehen,  dafs  dieser  Lehrsatz,  ohne  dafs  man  auf  die  Reduction 
in  eine  Reihe  zurück  geht,  statt  hat,  wie  auch  der  Abstand 
des  Punktes  O  von  der  anziehenden  Kugel  beschatten  seyn 
mag,  wenn  dieser  Punkt  nur  nicht  im  Inneren  der  Kugel  liegt. 
Hieraus  kann  man  leicht  schliefsen,  dafs  die  Anziehung,  welche 
eine  Kugel  auf  eine  andere  ausübt,  dieselbe  ist,  als  wenn 
die  Masse  jeder  Kugel  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 
Denn,  nennt  man  die  Massen  dieser  beiden  Kugeln  M  und 
und  ihre  Mittelpunkte  C  und  C',  so  ist  die  Anziehung, 
welche  M  auf  einen  Punkt  O  von  W  ausübt,  dieselbe,  als 
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wenn  die  Masse  M  im  Punkte  C  concentriert  wäre;  außer- 
dem ist  die  Anziehung,  welche  C  auf  alle  Punkte  O  von  M' 
ausübt,  der  Anziehung,  welche  alle  diese  Punkte,  oder  M' 
auf  C  ausüben,  gleich  und  entgegengesetzt,  welche  dieselbe  ist, 
als  wenn  die  Masse  M'  im  Punkte  C  vereinigt  wäre.  Die 
Anziehung  der  beiden  Kugeln  ist  daher  dieselbe,  wie  die  der 
beiden  materiellen  Punkte,  die  in  C  und  C  liegen,  wenn  die 
Massen  derselben  M  und  M'  sind. 

100. 

Die  Anziehung,  welche  auf  den  Punkt  O  durch  eine 
sphärische  Schichte,  die  gleichartig  ist  und  überall  dieselbe 
Dicke  hat,  ausgeübt  wird,  und  deren  Mittelpunkt  D  ist,  re- 
dimiert sich  offenbar  auf  eine  Kraft,  die  nach  OD  gerichtet 
ist.  LaTst  man  diese  gerade  Linie  mit  der  Axe  Dx  zusammen 
fallen,  so  werden  die  Seitenkräfte  B  und  C,  die  mit  den 
Axen  Dy  und  Dz  parallel  sind,  Null  seyn,  und  man  braucht 
nur  den  Werth  von  A  zu  berechnen. 

Bei  dieser  Rechnung  kann  man ,  w  ie  in  f.  92 ,  die  Polar- 
coordinaten  r,  fr,  ih  anwenden.  Die  Axe  Dx  fallt  mit  der 
Linie  DO  zusammen,  und  man  hat  daher 

ODM  =  &,   DO  =  a,    ß—  o,  y  =  o, 

und  da  DM  =  r  und  OM  =  u  ist,  so  folgt  daraus 

u2  =  a2  —  2  a  r  cos  &  -f-  r2. 

Der  Winkel  tft  ist  derjenige,  den  die  Ebene  ODM  mit 
einer  festen  Ebene  einschliefst,  die  durch  die  gerade  Linie 
DO  geht,  man  hat  daher  (f.  93) 

ilv  =  r2  sin  &drd&chp 
als  Element  des  Volumens,  und  in  dem  Elemente  der  Masse 
dm  =  qdv ,  betrachtet  man  q  als  einen  beständigen  Factor. 

Nachdem  man  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  von  T  des 
f.  96  substituiert  hat,  mufs  man  von  r  =  b  bis  r  =  a  integrie- 
ren,  indem  man  durch  a  und  b  den  äufseren  und  inneren 
Halbmesser  der  sphärischen  Schichte  bezeichnet,  und  ferner 
von  &  =z  o  und  tp  —  o  bis  &  =  n  und  t//  =  2  tt.  Da  die 
Veränderliche  fp  nicht  unter  dem  Integralzeichen  enthalten  ist, 
so  kommt  die  Integration,  in  Beziehung  auf  diese  Veränder- 
liche, darauf  zurück,  dafs  man  das  Differential  dtp  durch  2n 
ersetzt.    Dies  vorausgesetzt,  hat  man 
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T  =  2nq  f .    (  /       —  —  V^. 

An  den  Granzen  #  =  o  und  &  =  n  hat  die  Wurzelgrüfsc 
die  Werthe 

(«  —  r),  =*=(«  +  r); 
da  sie  aber  den  Werth  von  w  bezeichnet,  der  immer  positiv 
seyn  mufs  (§.  96) ,  so  mufs  man  a-\-r  an  der  Granze  #  =  tt, 
und  r  —  a  oder  «  —  r  an  der  Gränze  &  =  o  nehmen ,  je 
nachdem  der  Punkt  O  innerhalb  oder  aufserhalb  der  sphäri- 
schen Schichte  liegt»  Wir  werden  sogleich  sehen ,  was  man 
tliun  mufs ,  wenn  dieser  Punkt  in  der  Schichte  selbst  liegt, 
so  dafs  man  in  einem  Theile  dieser  Schichte  r  ^>  et  und  in 
dem  anderen  Theile  r  <;  «  hat. 

Da  in  Beziehung  auf  &  das  unbestimmte  Integral 

y-»       rsin&d&  1  > — -  : — -  , 

■L  =  —  [/  a2— 2arcosd-+r 2+consl. 

V  «2—  2arco$&+r2  <*r 

ist,  so  hat  man  daher,  für  den  Fall,  dafs  der  Punkt  im  In- 
neren der  Schichte  liegt, 

/,7t       r  sin&d&   1  r  -i 

°    yTa2—2arco8&+r2      «L  J 
folglich  hängt  der  Werth  von  T  nicht  von  cc  ab,  und  der 
Werth  von  A,  den  man  daraus  vermittelst  der  ersten  Glei- 
chung (2)  ableitet,  wird  =  o  seyn.     Im  Falle,  wenn  der 
Punkt  aufserhalb  der  Schichte  liegt,  hat  man 

/m        rtin&d&  1  r.    ,    N     ,        .-i  2r 

o  yf  a2_9arco8&+r2      «  L  J  « 

und  folglich 

a  J  b  3  a 

oder,  was  dasselbe  ist,  nr 

r  M 

wo  M  die  Masse  der  sphärischen  Schichte  ist,  deren  Volumen 
4  n  (a  3  —  b  3) 

  ist.    Hieraus  schliefst  man 

.       n  M  f 
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welche  Kraft  dieselbe  ist,  als  wenn  die  ganze  Masse  dieser 
anziehenden  Schichte  in  ihrem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

101. 

Diese  Resullate  kann  man  unmittelbar  auf  den  Fall  aus- 
dehnen ,  wenn  die  sphärische  Schichte  zwar  eine  beständige 
Dicke  hat,  aber  aus  anderen  concentrischen  Schichten  zusam- 
mengesetzt ist,  deren  Dichtigkeit  sich  von  einer  zur  anderen 
nach  einem  beliebigen  Gesetze  ändert,  und  in  der  ganzen  Aus- 
dehnung einer  und  derselben  Schichte  dieselbe  bleibt.  Denn 
man  kann  die  Anziehung  einer  jeden  dieser  Schichten  beson- 
ders berechnen ,  und  alsdann  die  Summe  aller  dieser  Kräfte 
nehmen,  die  für  einen  Punkt,  der  im  Inneren  liegt,  Null  seyn 
wird,  und  für  einen  Punkt,  der  aufserhalb  der  Schichte  liegt, 
durch  die  Formel  (3)  gegeben  ist,  wenn  M  noch  immer  die 
ganze  Masse  des  anziehenden  Körpers  bedeutet. 
Hieraus  können  wir  schliefsen: 

Erstens :  dafs  die  Anziehungen ,  die  von  allen  Punkten 
einer  sphärischen  Schichte  von  gleichmäfsiger  Dicke,  mag  sie 
gleichartig  oder  aus  concentrischen  Schichten  zusammen  ge- 
setzt seyn,  auf  einen  Punkt  O  ausgeübt  werden,  der  in  dem 
leeren  Räume,  den  diese  Schichte  einschliefst,  liegt,  sich 
wechselseitig  aufheben,  wenn  sich  die  Anziehungen  umge- 
kehrt, wie  das  Quadrat  des  Abstandes  verhalten,  so  dafs 
dieser  Punkt  im  Gleichgewichte  bleibt,  wo  er  sich  innerhalb 
dieses  Fiaumes  befindet. 

Zweitens:  dafs  die  Anziehung  dieser  Schichte  und  da- 
her auch  die  Anziehung  einer  ganzen  Kugel,  die  auf  einen 
aufserhalb  derselben  liegenden  Punkt  O  ausgeübt  wird,  die- 
selbe ist,  als  wenn  die  Masse  des  anziehenden  Körpers  in 
seinem  Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Wenn  der  Punkt  O  in  der  anziehenden  Schichte  selbst 
liegt,  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  man  cc^>b  und  a<L« 
hat,  so  theilt  man  diese  sphärische  Schichte  in  zwei  andere, 
so  dafs  a  und  a  der  äufsere  und  innere  Halbmesser  der  einen, 
und  a  und  6  der  äufsere  und  innere  Halbmesser  der  anderen 
ist.  Der  Punkt  O  liegt  demnach  im  Inneren  der  ersten  dieser 
zwei  Schichten,  und  diese  übt  daher  keine  Wirkung  auf  den- 
selben aus.    Nennt  man  nun  m  die  Masse  der  zweiten  Schichte, 
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außerhalb  welcher  der  Punkt  O  liegt,  so  kann  man  die  An- 
ziehung dieser  Schichte  aus  der  Formel  (3)  ableiten»  indem 
man  m  an  die  Stelle  von  M  setzt.  Die  gesammte  Anziehung, 
die  auf  den  Punkt  O  ausgeübt  wird,  hat  daher  den  Werth 

a2 

Wenn  die  sphärische  Schichte  in  eine  ganz  angefüllte  Kugel 
übergeht,  die  überall  dieselbe  Dichtigkeit  hat,  so  hat  man 

m  _  — — ,    A-   , 

das  heifst:  im  Inneren  einer  gleichartigen  Kugel  ist  die  An- 
ziehung dem  Abstände  des  angezogenen  Punktes  vom  Mittel- 
punkte proportional. 

Dieselben  Lehrsätze  finden  auch  dann  noch  statt,  wenn 
der  Punkt  eine  Abstofsung  erleidet,  sobald  diese  Kraft  sich 
nur  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  der  Entfer- 
nung ändert. 

102, 

Dafs  ein  Punkt  O,  der  innerhalb  des  Raumes  liegt,  den 
eine  sphärische  Schichte  umschliefst,  und  von  allen  Punkten 
angezogen  oder  abgestofsen  wird,  im  Gleichgewichte  ist,  kann 
leicht  bewiesen  werden. 

Man  nehme  zu  diesem  Zwecke  zuerst  an,  dafs  diese 
Schichte  unendlich  dünn  sey.  Sey  €  ihre  Dichtigkeit.  Man 
zerlege  ihre  Oberfläche  in  unendlich  kleine  Elemente,  und 
bezeichne  durch  w  die  Fläche  desjenigen,  welches  dem  Punkte 
P  entspricht  (Fig.  33).  Die  entsprechenden  Elemente  des  Vo- 
lumens und  der  Masse  dieser  Schichte  werden  eo>  und  qbid 
seyn,  und  wenn  man  r  den  Abstand  OP  nennt,  so  ist  der 
Werth  der  Kraft,  die  nach  dieser  geraden  Linie  gerichtet  ist, 

7*  ' 

Man  denke  sich  einen  Kegel,  dessen  Grundfläche  w  und 
dessen  Spitze  O  ist;  verlängert  man  die  Linie  OP,  bis  sie 
in  P*  die  sphärische  Oberfläche  trifft,  und  verlängert  man  auf 
dieselbe  Weise  alle  Linien ,  die  von  der  Spitze  des  Kegels 
nach  der  Grundfläche  desselben  gezogen  sind,  so  bestimmt 
man  auf  dieser  Oberfläche  ein  zweites  Element ,  welches  ich 
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durch  bezeichne.  Sey  aufserdem  r  der  Abstand  OP',  so 
hat  die  Kraft,  die  nach  dieser  Linie,  der  vorhergehenden 
entgegengesetzt,  gerichtet  ist,  den  Werth 

ftfQBta 


r'2 


Ich  behaupte  aber,  dafs  diese  beiden  entgegengesetzten 
Kräüe  unter  einander  gleich  seyn  werden,  d.  h.  dafs  man 
haben  wird 

Seyen  nemlich  POQ  und  POQ',  die  Schnitte  der  bei- 
den Kegel,  die  durch  eine  beliebige  Ebene  erzeugt  werden, 
welche  durch  ihre  gemeinschaftliche  Spitze  O  geht.  Die  ähn- 
lichen Oberflächen  et)  und  od'  werden  sich  zu  einander  verhal- 
ten, wie  die  Quadrate  der  ähnlich  liegenden  Linien  PQ  und 
P'Q\  Da  die  Dreiecke  POQ  und  P'OQ'  ähnlich  sind, 
so  hat  man  aufserdem 

PQ  :  P'Q'  =  OP  :  OP'; 
erhebt  man  nun  die  vier  Glieder  dieser  Proportion  auf  das 
Quadrat,  so  erhält  man 

w  :  w'  =  r2  :  r' 2 
und  mithin  auch  die  vorhergehende  Gleichung. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Wirkungen,  welche  durch  alle 
Kiemente  der  sphärischen  Schichte  auf  den  Punkt  O  ausge- 
übt werden,  sich  paarweise  aufhehen.  Die  gesammte  Wir- 
kung dieser  Schichte  wird  daher  Null  seyn,  und  dasselbe  wird 
noch  der  Fall  seyn,  wenn  sie  eine  endliche  Dicke  hat;  denn 
alsdann  kann  man  sie  in  eine  unendlich  grofse  Anzahl  un- 
endlich dünner  Schichten  zerlegen,  von  welchen  keine  eine 
Wirkung  auf  den  Punkt  O  ausübt. 


II.    Formeln  für  das  Ellipsoid. 

103.  . 

Wenn  der  Punkt  O  (Fig.  32)  der  anziehenden  Masse  an- 
gehört, so  kann  man  die  Integrationen  oft  dadurch  verein- 
fachen, dafs  man  diesen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Polar- 
coordinaten  nimmt.    Der  Radius  Vector  eines  beliebigen  Punk- 
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tes  M  wird  alsdann  u  seyn;  nennt  man,  wie  in  f.  93,  da) 
das  Element  der  sphärischen  Oberfläche,  deren  Halbmesser  die 
Einheit  ist,  so  hat  man 

dp  =z  u2dudat,    dm  zs  $u2dudm\ 
und  nennt  man  g,  h,  h  die  Winkel,  welche  die  gerade  Linie 
OM  mit  den  Linien,  die  den  Axen  Dx,  Dy,  Dz  parallel 
und  durch  den  Punkt  O  gezogen  sind,  einschliefst,  so  hat 
man  auch,  nach  der  Bezeichnung  des  §.95, 

cosg  =  ,    cos  h   cos£  =  ; 

°  u  u  u 

wodurch  die  Gleichungen  (1)  dieses  f.  in  folgende  übergehen: 
4  =  —  {*  f  fff  Q  cos  g  du  da, 

B  Z=  —  fj,  f  fff  Q  COS  h  du  du), 

C  =  —  fA  f  fff  q  cos  h  dudto. 
Die  Integrale  in  Beziehung  auf  u,  müssen  von  u=o 
bis  u=zr  ausgedehnt  werden,  indem  man  durch  r  den  Radius 
Vector  eines  beliebigen  Punktes  der  Oberfläche,  die  den  an- 
ziehenden Körper  begränzt,  bezeichnet.  Nimmt  man  zur 
gröfseren  Einfachheit  an,  dafs  dieser  Körper  gleichartig  ist, 
so  können  diese  Integrale  unmittelbar  ausgeführt  werden,  und 
man  erhält 

4  =  —  l"f(>ffr  cos  g  dm  1 
B  =  —  ft  f  Q  ff  r  cos  h  do  >  (a) 
C  =  —  fif  o  ff  r  cos  h  dm  ) 
Um  die  Werthe  von  /*  zu  bestimmen,  die  man  in  diese 

Integrale  substituieren  mufs,  sey,  in  rechtwinkligen  Coordina- 

ten  ausgedrückt, 

F  (*i  y> z)  =  ° 

die  Gleichung  der  Oberfläche  des  anziehenden  Körpers.  In 

einem  beliebigen  Punkte  dieser  Oberfläche  hat  man 

x  =  a  -f-  r  cos  g,  y  =  ß  -f-  r  cos  h,    z  =  y  +  r  cos  k 

vermöge  der  vorhergehenden  Werthe  von  cos  g,  cos  h,  cos  k} 
wo  a,  ß ,  y  noch  immer  die  drei  Coordinaten  des  Punktes 
O  bedeuten,  deren  Werthe  gegeben  sind.  Man  kann  daher 
diese  Wrerthe  von  x ,  y ,  z  in  die  vorhergehende  Gleichung 
substituieren.  Die  Gleichung,  die  sich  hieraus  ergiebt,  giebt 
im  Allgemeinen  zwei  Werthe  von  r,  einen  positiven  und  einen 
negativen.    Der  negative  Werth  bleibt  jedoch  unberücksichtigt, 
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weiJ  der  Radius  Veclor  r  eine  positive  Grüfse  ist,  deren  Rich- 
tung blos  durch  die  Winkel  g,  h,  k  bestimmt  wird,  die  spitz 
oder  stumpf  scyn  können. 

Wenn  man  den  Werth  von  r  in  die  Gleichungen  (a)  sub- 
stituiert hat,  so  müssen  die  doppelten  Integrale  auf  alle  Ele- 
mente dm  der  sphärischen  Oberilache  ausgedehnt  werden,  die 
vom  Punkte  Ö  aus  als  Mittelpunkte  und  mit  einem  Halbmes- 
ser, der  der  Einheit  gleich  ist,  beschrieben  ist. 

104. 

"Wir  wollen  nun  diese  Formeln  auf  den  Fall  eines  gleich- 
artigen Ellipsoids  anwenden,  dessen  Oberfläche  durch  die 
Gleichung 

v2  v2  z2 

 \-  y-  V        =  1  (b) 

a2    T   h%    T  ca  *  > 

oe^ebcn  ist,  wo  a,  b*  c,  die  drei  Halbaxen  bezeichnen  und 

Ö     Ö  '  7  7  7 

der  Mittelpunkt  der  Figur  der  Anfangspunkt  D  der  Coordi- 
naten  ist.  Substituiert  mau  in  diese  Gleichung  die  vorherge- 
henden Werthe  von  x ,  y ,  z ,  so  erhält  man 

pr*  +  2qr  =  /, 
indem  man  zur  Abkürzung 

cos2^     ,    cos2/*     .  cos2X* 

+  —  +  —  =  p 

(t  cos  g         ß  cos  h         y  cos  l 
a2      +      b2  c2  1 

a2  6«  c2 

setzt.    Wir  haben  also   

_        q  ±z  V~  ry  2  -f  pl 

Da  aber  die  Groise  p  positiv  ist,  und  die  Grüfte  /  eben- 
falls positiv  oder  Null  ist,  weil  der  Punkt  O,  der  den  Coor- 
dinaten  cc,  ß,  y  entspricht,  im  Inneren  des  Ellipsoids,  oder 
höchstens  in  seiner  Oberilache  liegt  ,  SO  inufs  man  die 
Wurzelgrüfsc  mit  dem  positiven  Zeichen  nehmen ,  damit  der 
Radius  /  nicht  negativ  wird.  Aufscrdem  behaupte  ich  y  dafs 
man  diese  WurzelgroVse  in  den  Formeln  (a)  weglassen  kann 


d  byiÄ>Ogle 


> 
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Denn  der  entsprechende  Tlieil  des  Integrals,  der  z.B.  in  A 
enthalten  ist,  wäre 

J]f  \j  j/l2  +  Pl   C08  5*  do>- 

Für  jedes  Paar  der  Elemente  da)  aber,  die  so  beschaffen 
sind,  dafs  der  Radius  des  einen  die  Verlängerung  des  Radius 
des  anderen  ist,  heben  sich  die  Elemente  dieses  doppelten 
Integrals  auf.  Denn  wenn  man  von  einem  dieser  Elemente 
€l(o  zum  anderen  übergeht,  so  ändert  jeder  der  drei  Cosinus 
cos  g9  cos  Zt,  cos  h  das  Zeichen;  die  Größen  p,  /,  q 2  aber 
bleiben  dieselben,  und  der  Coefficient  von  do)  unter  dem  In- 
tegrationszeichen  hat  in  beiden  Fällen  gleiche  und  entgegen» 
gesetzte  Werthe.  Alle  Elemente  des  vorhergehenden  Integrals 
lieben  sich  daher  paarweise  auf,  und  der  Werth  von  A  wird 


indem  man  den  Werth  von  q  berücksichtigt.  Die  beiden 
letzten  dieser  drei  Integrale  sind  aus  Elementenpaaren  zusam- 
men gesetzt,  die  denselben  Werthen  von  h  und  h  und  den 
Werthen  von  g  entsprechen,  die  sich  zu  180°  ergänzen. 
Diese  Elemenlenpaare  heben  sich  also  auf,  und  daher  auch 
die  ganzen  Integrale.  Lälst  man  daher  diese  Integrale  weg 
und  nimmt  mit  den  Werthen  von  B  und  C  ähnliche  Rcduc- 
tionen  vor,  so  hat  man  einfach 


c2    ,./  .,/  p 


Sey  nun  &  der  Winkel ,  der  zwischen  dem  Halbmesser 
OM  und  der  Linie,  die  durch  den  Punkt  D  parallel  mit  der 
Axe  Ox  gezogen  ist,  enthalten  ist,  sey  der  Winkel,  den 
die  Ebene  dieser  beiden  geraden  Linien  mit  einer  Ebene  ein- 
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schliefst^  die  durch  die  zweite  geht,  und  der  Ebene  der  x 
und  y  parallel  ist.    Wir  haben  also  (f.  8) 
cos£*  ss  cos  &,    cos  h  ss  sin  & .  cos  tp,    cos  l  =  sin  # .  sin  % 
und  zu  gleicher  Zeit  (f.  93) 

hieraus  folgt         *»  = 

a2  62  c*p  ss  62  c2  cos2  ^  +  (c2  cos2  V  +  &2  «in2  V)  a*  fiin2  *i 
^         fif  Q<*    p  p  co$2&  sin  &d&df 

~  a2  JJ  P 
Die  Integrale  müssen,  damit  sie  die  Richtungen  aller 
Radien  OM  .umfassen,  von  &  SS  o  und  tp  =z  o  bis  #  ss 
und  ^/  ss  2  TT  genommen  werden.  Da  aber  der  Coefficient 
von  d&  denselben  Werth  für  &  und  n — &  hat,  so  braucht 
man  nur  von  &  ss  o  bis  &  ss  i  n  zu  integrieren  und  das 
Integral  doppelt  zu  nehmen,  und  da  der  Coefficient  von  \p 
derselbe  ist  für  tfj  und  für  n  st  tp,  so  ist  es  auch  hinreichend, 
von  ss  o  bis  tp  ss  -J  n  zu  integrieren  und  das  Resultat  vier- 
mal zu  nehmen.    Hiernach  setze  ich  v 

und  d.            V  =  taD8V"    d*  =  , 
cos2  tt/  ss  —   sin2  t£/  SS  — |  r 

ist,  so  folgt  daraus 

/i^-aW/10?  l!  
O     p               ^/  O    (&«cos2^  +  «aiin9^)c«  +  (c«coi«*  +  a«iiii«^)W 

7*  fl2&C 

*       .  -- 

mm»        ■  ■       ■  '      ■  ■■■  »    iy  ■  i  —      '  ■     —  —  —  i 

2  x/" 02cos2#4-  a2sin2#)  (c2cos2^  -f  a2sin2#) 
wodurch  also  der  Werth  von  A  nur  noch  von  dem  Integral 
in  Beziehung  auf  &  abhängt.  Aus  dem  Werthe  von  A  kann 
man,  ohne  neue  Rechnung,  den  Werth  von  B  ableiten,  indem 
man  ß  statt  a  setzt  und  die  Buchstaben  a  und  c  verwechselt. 
Auf  diese  Weise  findet  man  zuletzt 

p*>jl  bc  cos2  &s\n& d& 


o  V~  (^co82^  +  a28in2^)(c2coi»2^  +  a2sin2^) 
J  o 


accos2  d-sin&dO- 


y/  (a2cos2#  +  6»«b*»)(€*cm**-  +  *2sUi2*) 

C=4*/*/(>y  /    »   • 

J  O     yf  (^2cos2^-f.c2siQ2^)(a2cos2*+c2»in2^) 
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Da  diese  Wertlie  von  A,  B}  C,  positiv  sind,  so  folgt 
daraus,  dafs  jede  der  drei  Seitenkräfte  den  Punkt  O  dem  Mit- 
telpunkte des  Ellipsoids  zu  nähern  strebt;  das  Entgegengesetzte 
findet  statt,  wenn  eine  Abstofsung  wirkt,  alsdann  mufs  man 
— j  statt  f  in  diese  Formeln  setzen. 

105. 

Man  bezeichne  durch  #  eiue  positive  constante  Grofse 
und  nehme  an,  dafs  man  (i  -|-  d)  a,  (1  -f-  8)  6,  (1  c> 
statt  a,  b,  c  in  die  Formeln  (c)  substituiert.    Der  Factor 

d  wird  verschwinden ,  und  die  Werthe  von  A,  B,  C 
werden  dieselben  bleiben.  Durch  diese  Substitution  ist  aber 
das  Ellipsoid  um  einen  Theil  vergröfsert,  der  zwischen  seiner 
ursprünglichen  Oberfläche  und  einer  ähnlichen  Oberfläche  ent- 
halten ist.  Da  die  Seitenkräfte  A,  B,  C,  ihren  Werth  nicht 
ändern,  so  mufs  man  daraus  schliefsen,  dafs  die  Wirkung 
dieses  hinzugekommenen  Theils  auf  den  inneren  Punkt  O,. 
sich  auf  Null  red u eiert. 

Eine  gleichartige  Schichte,  die  zwischen  zwei  ähnlichen 
elliptischen  Oberflächen  enthalten  ist,  die  denselben  Mittelpunkt 
und  deren  Axen  gleiche  Richtung  haben,  kann  weder  eine 
anziehende,  noch  eine  abstofsende  Kraft  auf  einen  Punkt  O 
ausüben,  der  in  dem  leeren  Räume  enthalten  ist,  den  die 
innere  Oberfläche  einschliefst,  so  dafs  dieser  materielle  Punkt 
im  Gleichgewichte  bleibt,  wo  er  auch  in  diesem  Räume  enthal- 
ten sey.  Dieser  Lehrsatz  enthält  zugleich  den  Satz,  den  wir 
früher  für  den  Fall  einer  sphärischen  Schichte  gefunden  haben. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Wirkung  eines  mit  Materie  ange- 
füllten und  gleichartigen  Ellipsoids  auf  einen  Punkt  O  seiner 
Masse,  auf  diejenige  zurück  kommt,  die  durch  den  Theil  die- 
ser Masse  ausgeübt  wird,  der  durch  eine  elliptische  Oberfläche 
begränzt  ist,  die  durch  diesen  Punkt  geht,  der  Oberfläche  des 
ganzen  Körpers  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Nach  den 
Formeln  (c)  ist  die  Seitenkraft  dieser  Kraft,  die  jeder  der 
drei  Axen  des  Ellipsoids  parallel  ist,  der  Ordinate  des  Punktes 
O  proportional,  die  dieser  Axe  parallel  ist,  und  hängt  nur 
von  dieser  Veränderlichen  ab.  Im  allgemeinen  Falle,  wenn 
die  drei  Halbaxen  a,  by  c  ungleich  sind,  kann  man  die  Inte- 
grale ,  die  sich  auf  &  beziehen ,  welche  diese  Formeln  enthal- 
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ten,  in  elliptische  Functionen  verwandeln,  wodurch  es  mög- 
lich wird,  ihre  Werthe,  vermittelst  der  Tafeln,  die  Legendre 
berechnet  hat,  in  Zahlen  anzugeben.  Dieselben  Integrale 
erhält  man  in  einer  geschlossenen  Form,  wenn  zwei  der  con- 
stanten  Gröfsen  a,  b,  c  gleichen  Werth  haben,  und  man  es 
daher  mit  einem  durch  Umdrehung  entstandenen  Ellipsoide  zu 
thun  hat. 

106. 

Man  nehme  z.  B.  an ,  dafs  c  =  b  sey,  so  wird  die  Form 
der  Integrale  in  Beziehung  auf  &  verschieden  seyn,  je  nach- 
dem das  Ellipsoid  abgeplattet  oder  gestreckt  ist,  d.h.  je  nach- 
dem b>a  oder  b<^a  ist.  Man  nehme  an,  dafs  der  erste 
Fall  statt  finde  und  setze,  nach  dieser  Annahme, 

b*  —  a2  =  a2e2,    3 —    ~  m$ 

so  dafs  der  Bruch  e  die  Abplattung  des  Ellipsoids,  und  m  seine 
Masse  ist. 

Hieraus  folgt 

_  3  fifma  rln  cos2#  sin#(Z# 
A  ~~  J  o       l  +  e2cos2& 

und  wenn  man  die  Integrale  ausführt,  so  hat  man 

r 

A  _  Sj^ma  j-a  _  wc  (taQg  _  e)J 

als  Seitenkraft,  die  der  Umdrehungsaxe  parallel  ist. 
Auch  hat  man 

B         C  3  fi  fm      r\n  co82#sin#rf#  ^ 

ß    =   J   ~~  a*(\+e2)J  0  Sl+e2sin2& 

Da  die  Seitenkräfte  B  und  C  sich  zu  einander  verhalten, 
wie  die  Coordinaten  ß  und  y  des  Punktes  O,  so  folgt  daraus, 
dafs  ihre  Mittelkraft  nach  der  senkrechten  Linie  gerichtet  seyn 
wird,  die  von  diesem  Punkte  auf  die  Umdrehungsaxe  gefällt 
wird.  Nennt  man  diese  Kraft  A'  und  die  Länge  der  senk- 
rechten Linie  a  ,  so  dafs  man 

hat,  und  führt  man  die  angezeigte  Integration  aus,  so  findet 


man 
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Die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  A  und  A'  drückt,  der 
Gröise  und  Richtung  nach,  die  ganze  Wirkung  des  Ellipsoids 
auf  den  Punkt  O  aus. 

Wenn  e  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist,  so  kann  man  diese 
Werthe  von  A  und  Aj  in  sehr  convergierende  Reihen  ent- 
wickeln, die  nach  den  Potenzen  von  e  geordnet  sind.  Da 

e5  e5 

arc  (tang  =  c)  =  e  —  +  ••• 


=  e  —  e3  -f~  e 


5   


1  +  e2 
ist,  so  haben  wir 

J=ti^  (._if +...) 

Für  den  Fall,  wenn  der  anziehende  Körper  eine  Kugel, 
oder  e  =  o  ist,  ist  die  Mittelkraft  von  A  und  A'  nach  dem 
Mittelpunkte  gerichtet,  und  hat  dieselbe  Intensität,  wie  in 
§.101. 

107. 

Die  Berechnung  der  Anziehung,  die  ein  gleichartiges 
Ellipsoid  auf  einen  äufseren  Punkt  ausübt,  bietet  noch  viel 
grolsere  Schwierigkeit  dar;  man  verdankt  jedoch  Herrn  Ivory 
einen  Lehrsatz ,  vermittelst  dessen  dieser  Fall  auf  den  anderen 
zurück  geführt  werden  kann,  wenn  der  Punkt  im  Inneren 
des  Ellipsoids  liegt,  wodurch  die  Seitenkräfte  der  Anziehung 
durch  einfache  Integrale  ausgedrückt  werden  können,  die  den 
Formeln  (c)  ähnlich  sind.  Hier  folgt  ein  Beweis  dieses  wich-  . 
tigen  Satzes. 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  (l)  des  f.  95 

dm-=z  q  dxdy  dz 
und  bemerkt,  dafs  g  ein  beständiger  Factor  ist,  so  hat  man 

Ich  nehme  an,  dais  die  Gleichung  der  Oberfläche  immer 

\ 
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die  Gleichung  (6)  ist,  und  setze  ax\  by\  es'  an  die  Stelle 
von  xyy9  z9  wodurch  diese  Gleichung  in  folgende  übergeht: 

+  /  2  +  :'2  =  1, 
Zu  gleicher  Zeit  wird  der  Werth  von  A 
.  ___     ,      .  (« —  ax)dxdy'dz9 

und  bezeichnet  man  durch  ztz  x1  die  Werthe  von  x' ,  die 
gleich  gvofs  sind  und  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  welche 
man  aus  der  vorhergehenden  Gleichung  ableiten  kann,  so  mufs 
das  Integral  in  Beziehung  auf  x'  zwischen  den  Granzen 
xr  =  —  xx  und  x  =  xx  genommen  werden.  Hierdurch  er- 
hält man 

A  =  pfthe^jj^—^^ 

r*r*  dy'  dz'  v 

~JJ  [  («  +  ax{f+ {ß- by ')*+  [y-cz ')» ] 0' 

Jedes  dieser  beiden  doppelten  Integrale  mufs  auf  alle 
Elemente  der  halben  sphärischen  Oberlläche,  deren  Halbmes- 
ser die  Einheit  ist,  und  deren  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  liegt,  ausgedehnt  werden.  Das  Produkt  dy'dz 
ist  die  Protection  eines  beliebigen  Elementes  auf  die  Ebene 
der  y  und  z.  Bezeichnet  man  daher  durch  -3-  den  Winkel, 
den  der  Halbmesser,  der  bis  zu  diesem  Elemente  gezogen  ist, 
mit  der  Axe  der  x  einschliefst,  und  durch  yj  den  Winkel,  der 
zwischen  der  Ebene  dieser  zwei  geraden  Linien  und  der  Ebene 
der  x  und  y  enthalten  ist,  so  ist  der  Flächeninhalt  dieses 
Elementes  &ii\&d&d  ifr,  seine  Neigung  gegen  die  Ebene  der  y 
und  z  ist  der  Winkel  &,  und  es  folgt  daraus 

dy'dz'  =  cos  <&■  sin&d&dyj 
als  Wrerth  seiner  Projection  auf  diese  Ebene.    Zu  gleicher 
Zeit  hat  man 

xx  =.  cos  & ,  y '  =  sin  &  cos  tp ,    z '  =  sin  #  sin  xfj. 

Die  Granzen  der  beiden  Integrale  sind  nun  &  =  o  und 
ipz=z  Oy  &  =  i  n  und  yj  =  2  n ;  setzt  man  aber  in  dem 
zweiten  n  —  #  statt  ny  so  ist  es  leicht  einzusehen,  dafs  diese 
beiden  Integrale  sich  zu  einem  einzigen  vereinigen  lassen, 
welches  dieselben  Granzen  in  Beziehung  auf  ip  hat,  und  des- 
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sen  Gränzen  in  Beziehung  auf  &,  &=o  und  &  =  n  werden, 
so  dafs  man  einfach  hat 

_  ,      r*n  r2n    cos  &  &in&d&clty 
A  =  pfQbcJ  QJ  o   ^  , 

indem  man  zur  Abkürzung 

R2  22  «2 + ß2 + y 2 — 2  («a  cos  & + sm  ^  cos  V + Yc  6in  & sin 

-f-  a2  cos2  #  +  &2  sin2  #  cos2 1//  +  c2  sin2  #  sin2  tfj 
setzt,  und  A  -wie  eine  positive  Grüfse  betrachtet. 

Die  beiden  anderen  Seitenkräfte  B  und  C  kann  man 
ebenso  durch  doppelte  Integrale  ausdrücken. 

Man  betrachte  jetzt  die  Anziehung  eines  anderen  Ellipsoids, 
welches  dieselbe  Dichtigkeit  o,  denselben  Mittelpunkt  und  seine 
Axen  in  denselben  Richtungen  hat,  wie  das  erste.  Seyen 
d\%  bi,  cx  die  drei  Halbaxen ,  die  a,  b,  c  entsprechen;  man 
nenne  ö\  den  Punkt,  der  diese  Anziehung  erleidet,  Ofi,  ßj,yi 
seyen  seine  Coordinaten,  und  A\  ,  2?i ,  Cx  die  Seitenkräfte 
dieser  Kraft,  die  den  drei  Axen  des  Ellipsoids  parallel  sind. 
Setzt  man  noch  immer  voraus,  dafs  /t  die  Masse  des  angezo- 
genen Punktes  sey,  so  hat  man 

/»         /*»  p2n    cos  &  &in& d&dty 

j1  =  PjblClj oj  o   Wi  , 

wo  i?i  das  ist,  was  R  wird,  wenn  man  in  dessen  Werth 
a,  b,  c,  a,  ß,  y,  in  ax$  bl9  c2,  O],  ß\f  f\  umändert. 
Die  Werthe  von  Bx  und  C1  lassen  sich  auf  dieselbe  Weise 
aus  denen  von  B  und  C  ableiten. 

Mau  nehme  an ,  die  beiden  Ellipsoide  hätten  dieselben 
Brennpunkte  und  daher  auch  gleiche  Excentricitäten ,  so  hat 
man 

b2  =  a2  +  h,    c2  =  «2  +  *,    b12=a12  +  h,    cl2  =  a12  +  k, 

wo  h9  ht  Ii — h  positive  oder  negative  Grofsen  sind,  die, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  die  Quadrate  der  den  bei- 
den Korpern  gemeinschaftlichen  Excentricitäten  ausdrücken. 
Aufserdem  nehme  man  an,  dafs  der  Punkt  Ox,  der  durch  das 
zweite  Ellipsoid  angezogen  wird,  auf  der  Oberlläche  des  ersten 
liege,  und  ebenso  der  Punkt  ö9  der  durch  das  erste  angezogen 
wird,  auf  der  Oberfläche  des  zweiten.  Nach  der  Gleichung 
(6)  und  der  der  Oberfläche  des  zweiten  Ellipsoids  mufs  man 
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a2      ~»       b2  C2  ~~ 

«l2  V    ^    ^2  ~" 

haben.  Seyen  endlich  /)  und  g  zwei  gegebene  Winkel,  und 
setze  man 

cti  =  acosp,    ßx  =  b  sin/?  cos  q ,   y2  =c  sin/7  sin£,  1 

a^zßjcosp,    ß  =  bX8in  p  cos  q,    y  ~C\  sin/?sin^,  f  (2) 

welche  Werthe  den  vorhergehenden  Gleichungen  Genüge  lei- 
sten, und  eine  besondere  Beziehung  zwischen  den  Coordina- 
ten  der  Punkte  O  und  Ox  stiften.  Substituiert  man  diese 
Werthe  von  a,  ß,  y  in  den  Ausdruck  von  R2,  und  setzt 
man  zugleich  die  vorhergehenden  "Werthe  von  b2,  c2,  bx2,  cx2 
hinein,  so  findet  man 

R2  =  a12  +  a2  +  A(sin2/jcos2^  +  8in2^  cos2^ 
+  *(sin2/>  sin2^+8in2^sin2^) 
—  2  (axa  cos p  cos  &     bx  b  sin  p  cos q  sin  #  cos  tfj 
-f-  C!  c  sin  /?  sin  q  sin  #  sin  Vj). 

Man  sieht  aber,  ohne  den  Werth  von  Rx2  zu  schreiben, 
dafs  er  derselbe  seyn  wird,  wie  der  von  R2;  denn  man 
kann  den  ersteren  aus  letzterem  ableiten,  indem  man  a  mit 
«i,  b  mit  bx  und  c  mit  cx  vertauscht,  ohne  h  und  k  zu 
ändern,  da  diese  Grofsen  beiden  Ellipsoiden  gemeinschaftlich 
angehören,  und  es  ist  offenbar,  dafs  die  letztere  Formel 
durch  diese  Vertauschungen  ihren  Werth  nicht  ändert.  Da 
Ri  =  R  ist,  so  enthalten  die  Werthe  von  A  und  Ax  das- 
selbe doppelte  Integral,  eliminiert  man  dasselbe,  so  hat  man 

Ax  bc  =  Abx  eim 
In  Beziehung  auf  die  anderen  Seitenkräfte  erhält  man 
ähnliche  Resultate,  so  dafs  man  «ujetzt,  nach  den  Voraus- 
setzungen ,    die  man   rücksichtlich   der  beiden  angezogenen 
Punkte  O  und  Ox  gemacht  hat,  die  Werthe 
•di         b\CX     Bi         aY  cx      C±        ax  bx 
A  bc  9     B  «c  '     C    ~~    ab  w 

erhält. 

Um  den  Lehrsatz,  den  diese  drei  Gleichungen  enthalten, 
in  Worten  auszudrücken,  nenne  man  correspondierende 
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Punkte  auf  den  Oberflächen  der  beiden  Ellipsoide ,  zwei 
Punkte,  deren  Coordinaten  sich  zu  einander  verhalten,  wie 
die  Halbaxen,  mit  welchen  sie  parallel  sind.  Der  correspon- 
dierende  Punkt  des  Punktes  ö\ ,  der  auf  der  Oberfläche  des 
ersten  Ellipsoids  liegt,  und  dessen  den  Halbaxen  a,  by  c  pa-  . 
rallele  Coordinaten  alf  ßi ,  y\  sind,  ist  auf  der  Oberfläche 
des  zweiten  Ellipsoids  der  Punkt  O ,  dessen  den  Halbaxen 
<*i,  blf  cx  parallele  Coordinaten  «,  ß,  y  sind,  weil  man 
nach  den  Gleichungen  (2) 

«i    ci       ßi    b       yl  c 

»  «i  9     ß  bx'     y  c*! 

hat. 

Dies  vorausgesetzt,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (3)  der 
nachstehende  Lehrsatz  : 

Wenn  man  zwei  gleich  artigcEllipsoide  hat, 
die  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Brenn- 
punkte haben,  so  verhalt  sich  die  Anziehung 
nach  jeder  Axe,  die  einer  dieser  Körper  auf  einen 
Punkt  ausübt,  der  auf  der  Oberfläche  des  ande- 
ren liegt,  zu  der  Anziehung,  die  dieser  zweite 
Körper  auf  den  c  orrespon  dierend  eh  Punkt  der 
Oberfläche  des  ersten  ausübt,  wie  das  Produkt 
der  zwei  anderen  Axen  des  ersten  Ellipsoids  zu 
dem  Produkte  der  zwei  anderen  Axen  des  zweiten. 

108. 

Wenn  zwei  verschiedene  Ellipsoide  denselben  Mittelpunkt 
und  dieselben  Brennpunkte  haben,  wie  man  es  hier  voraussetzt, 
so  ist  das  eine  ganz  in  dem  anderen  enthalten;  wenn  daher 
der  Punkt  O  aufserhalb  des  ersten  Ellipsoids  liegt,  so  liegt  der 
Punkt  Oi  innerhalb  des  zweiten.  Um  nun,  vermittelst  des 
vorhergehenden  Lehrsatzes,  die  Anziehung  eines  gegebenen 
Ellipsoids  auf  einen  ebenfalls  gegebenen  Punkt  O,  der  aufser- 
halb desselben  liegt,  zu  bestimmen,  lasse  man  durch  diesen 
Punkt  die  Oberfläche  eines  zweiten  Ellipsoids  gehen,  welches 
denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Brennpunkte,  wie  das 
erste  hat.  Vermittelst  der  Formeln,  die  sich  auf  einen  inner- 
halb eines  Ellipsoids  liegenden  Punkt  beziehen,  kann  man  die 
drei  Seitenkräfte  d1}  Bx,  C, ,  der  Anziehung,    welche  der 
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zweite  Körper  auf  den  Punkt  G\  der  Oberfläche  des  ersten, 
welcher  der  correspondierendc  Punkt  des  Punktes  O  ist,  aua- 
übt, bestimmen.  Die  Gleichungen  (3)  geben  alsdann  die  Sei- 
tenkräfte u4,  B,  C  der  Anziehung,  die  das  gegebene  Ellipsoid 
auf  den  gegebenen  Punkt  ausübt.  Das  Ganze  kommt  daher 
darauf  zurück,  die  Werth e  der  drei  Halbaxen  cii,  b1 ,  Cj  des 
zweiten  Ellipsoids  aus  den  Werthen  der  Halbaxen  des  ersten, 
die  durch  a,  b,  c  ausgedrückt  worden  sind,  und  aus  den 
Werthen  der  Coordinaten  «,  ß,  y  des  gegebenen  Punktes  O 
zu  finden. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln,  nehme  ich  an, 
es  sey  a  die  kleinste  der  drei  Gröfsen  a,  6,  c,  wrodurch  die 
Werth*  der  Gröfsen  h  und  h  im  vorhergehenden  }.  positiv 
werden.  Auch  nenne  ich  u  das  Quadrat  von  ax  ;  so  hat  man 

ax  =  yfuy     bx  =  yT w  +  //,     cx  =     u  -f-  k 
und  es  mufs  nur  noch  die  unbekannte  Gröfse  U  bestimmt 
werden,  die  eine  reelle  und  positive  Gröfse  seyn  mufs.  In 
Folge  der  zweiten  Gleichung  (1)  hat  man 

+  i!iL  +  Jjf  =  „.  (4) 

Diese  Gleichung,  die  in  Beziehung  auf  u  vom  dritten 
Grade  ist,  hat  wenigstens  eine  reelle  positive  Wurzel.  Denn 
läfsl  man  u  von  Null  bis  zum  Unendlichen  wachsen,  so  ist 
der  erste  Theil  der  Gleichung  im  Anfange  gröfser,  und  spater 
kleiner  als  der  zweite;  so  dafs  es  wenigstens  einen  positiven 
Wrerth  von  u  giebt,  der  sie  gleich  macht.  Aufserdem  behaupte 
ich,  dafs  es  nur  einen  solchen  Werth  giebt.  Denn  nimmt 
man  an,  dafs  es  zwei  u  und  u  gäbe,  so  müfste  man  zu 
gleicher  Zeit 

«!  +  JL.  +  JL  =  i 

u    ^    n'  +  h  ^  TT+k  ~ 
haben,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  von  einander  ab- 
zieht, und  den  Factor  u  — u  weglafst,  der  in  allen  Gliedern 
vorkommt  ,  60  hätte  man 


Vu'  T  (u  +  h)(u' +  h)        (u+  k)  (u+l')  ~~ 

11 


p 
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was  offenbar  unmöglich  ist.  Es  giebt  also  nur  ein  Ellipsoid, 
welches  denselben  Mittelpunkt  und  dieselben  Breunpunkte,  wie 
ein  gegebenes  Ellipsoid  hat,  und  aufserdem  durch  einen  gege- 
benen Punkt  geht.  Die  Gröfse  If,  von  welcher  die  drei  Halb- 
axen  ax,  bX9  cx  abhangen,  ist  durch  die  Gleichung  (4)  be- 
stimmt, was  gefunden  werden  sollte. 

109. 

Man  bemerke,  dafs  der  Lehrsatz  in  {.107  auf  alle  Gesetze 
der  Anziehung  pafst,  die  eine  Function  des  Abstandes  sind. 
Denn  der  so  eben  gegebene  Beweis  stützt  sich  auf  die  Form, 
die  der  Ausdruck  von  R2  annimmt,  welche  für  die  beiden 
Punkte  O  und  Ox  dieselbe  ist,  nicht  aber  auf  die  Form  der 
Function  R,  die  das  Gesetz  der  Anziehung  ausdrückt. 

Wenn  die  beiden  Ellipsoide  concentrische  Kugeln  sind,  so 
ist  die  Anziehung,  die  eines  derselben  auf  alle  Punkte  der 
Oberfläche  der  anderen  ausübt,  überall  dieselbe,  und  es  ist 
alsdann  nicht  nöthig,  dafs  die  Punkte  O  und  O'  correspondie- 
rende  Punkte  seyen.  Nennt  mau  a  und  ax  die  Halbmesser 
dieser  beiden  Kugeln,  D  die  Anziehung,  welche  die  Kugel, 
deren  Halbmesser  a  ist,  auf  einen  Punkt  der  sphärischen 
Oberfläche,  deren  Halbmesser  ax  ist,  ausübt,  und  Dx  die 
Anziehung,  welche  die  Kugel,  deren  Halbmesser  ax  ist,  auf 
einen  Punkt  der  sphärischen  Oberfläche,  deren  Halbmesser  a 
ist,  ausübt,  welche  Kräfte  nach  den  Halbmessern,  die  nach 
den  angezogenen  Punkten  gezogen  sind,  gerichtet  seyn  wer- 
den, so  hat  man 

D  :  Dx  =  a2  :  ax2, 

wie  auch  das  Gesetz  der  Anziehung,  die  eine  Function  des 
Abstandes  ist,  beschaffen  seyn  mag. 

Es  ist  leicht,  die  Richtigkeit  dieser  Proportion  in  dem 
gewöhnlichen  Falle  zu  beweisen,  wenn  die  Anziehung  im 
umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  des  Abstandes  steht. 
Nimmt  man  nemlich,  nach  den  Resultaten  des  {.101,  an,  dafs 
a>ax  ist,  so  ist  die  Anziehung  D,  welche  die  Kugel,  deren 
Halbmesser  a  ist,  auf  einen  innerhalb  derselben  gelegenen 
Punkt  ausübt,  der  vom  Mittelpunkte  derselben  um  ax  abstellt, 
und  dessen  Masse  fi  ist, 
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Die  Anziehung  Dx ,  welche  die  Kugel ,  deren  Halbmesser 
ax  ist,  auf  einen  aufserhalb  derselben  gelegenen  Punkt  ausübt, 
dessen  Masse  ebenfalls  /t  ist,  und  der  um  a  von  ihrem  Mittel- 
punkte absteht,  ist 

Dl  -       3a*  ' 
vergleicht  man  nun  die  Werthe  von  D  und  Dx ,  so  sieht 
man,  dafs  sie  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  Quadrate 
der  Halbmesser  a  und  «i. 


Zweites  Buch. 


D     y     n     a     m     i  k. 

Erster   The  iL 


Erstes  Kapitel. 
Von  der  geradlinigen  Bewegung  und  dem  Maafie  der  Kräfte, 

- 

L    Formeln  für  die  geradlinige  Bewegung. 

110. 

Die  einfachste  Bewegung,  die  ein  materieller  Punkt  an- 
nehmen kann,  ist  die  Bewegung  in  einer  geraden  Linie  und 
bei  welcher  dieser  Punkt  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Räume 
beschreibt.  Diese  geradlinige  Bewegung  nennt  man  die 
gleichförmige;  sie  dient  als  Vergleich ungsmittel  für  alle 
anderen  Bewegungen. 

Wenn  sich  das  Verhältnis  der  durchlaufenen  Räume  zu 
den  Zeiten,  die  zu  ihrer  Beschreibung  angewandt  worden  sind, 
beständig  ändert,  so  ist  die  Bewegung  eine  veränderliche; 
wenn  diese  Veränderung  dagegen  nur  nach  Zeiträumen,  die 
eine  endliche  Gröfse  haben,  eintritt,  so  ist  die  Bewegung  nur 
eine  Folge  gleichförmiger  Bewegungen. 

Bei  jeder  beliebigen  Bewegung  ist  der  Raum,  den  der 
Körper  durchlauft,  oder  allgemeiner,  sein  Abstand  von  einem 
festen  Punkte,  der  auf  der  Linie,  die  er  beschreibt,  genom- 
men wird,  eine  Function  der  Zeit,  die  seit  einer  angenom- 
menen Epoche  verflossen  ist.  Nennt  man  diese  Zeit  f,  und 
diesen  Abstand  x,  so  hat  man  daher  in  allen  Fällen 

x  =  Fl, 
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und  die  verschiedenen  Arien  der  Bewegung  werden  «ich  durch 
die  Form  dieser  Function  Ft  von  einander  unterscheiden. 
Die  Veränderliche  t  kann  positiv  oder  negativ  seyn ,  ihre  po- 
sitiven Werthe  entsprechen  Epochen,  die  spater  6ind  als  die- 
jenige ,  von  welcher  an  man  die  Zeit  zählt,  und  die  nega- 
tiven Werthe  entsprechen  Epochen,  die  ihr  vorangehen. 

Nennt  man,  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  a  den 
Raum,  der  in  jeder  Zeiteinheit  durchlaufen  wird,  und  b  den 
Abstand  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  im  Anfange 
der  Zeit  t,  d.h.  den  Werth  von  x,  der  tz=o  entspricht,  so 
hat  man  in  einem  gewissen  Augenblicke 

x  =  b  -f-  at, 

denn  nach  der  Erklärung,  die  wir  von  der  gleichförmigen 
Bewegung  gegeben  haben,  mufs  der  Raum  x  — b,  der  iu  der 
Zeit  t  beschrieben  wird  ,  dem  bestandigen  Räume  a,  so  viel 
mal  genommen,  als  t  Einheiteil  enthält,  gleich  6eyu. 

111. 

Es  soll  hier  weder  der  Begriff  der  Zeit,  noch  des  Rau- 
mes erklärt  werden;  in  der  Geometrie  und  Dynamik  ist  es 
hinreichend,  dafs  wir  die  Dimensionen  der  Körper  und  die 
Dauer  ihrer  Bewegungen  messen  können.  Das  Maafs  der 
Länge  gründet  sich  auf  das  Aufeinanderlegen  und  läfst  sich 
ohne  Schwierigkeit  begreifen,  das  Maafs  der  Zeit  dagegen  er- 
fordert einige  Erläuterung. 

Es  würde  offenbar  ein  fehlerhafter  Schlufs  seyn,  wenn 
man  einerseits  sagte ,  dafs  die  gleichförmige  Bewegung  dieje- 
nige ist,  bei  welcher  die  durchlaufenen  Räume  den  Zeiten 
proportional  sind,  und  andererseits,  dafs  die  gleichförmige 
Bewegung  das  Maafs  der  Zeit  ist,  d.  h.  dafs  dieselbe  den 
Räumen  proportional  ist,  die  bei  dieser  Bewegung  durchlaufen 
werden.  Der  Begriff  gleicher  Zeiten  und  das  Maafs  der  Zeit 
ist  aber  nicht  nothwendig  auf  irgend  ein  besonderes  Gesetz 
der  Bewegung  gegründet,  und  man  kann  sie  daher  in  der 
Erklärung  der  gleichförmigen  Bewegung,  sowie  jeder  anderen 
Bewegung,  als  bekannt  voraus  setzen. 

Man  denke  sich  nemlich ,  dafs  völlig  identische  Körper 
sich  nach  einander  bewegen,  und  dafs  jeder  dieser  Körper, 
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während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  sich  genau  in  dem- 
'  selben  Zustande  befindet,  wie  derjenige,  der  ihm  vorausge- 
gangen ist;  offenbar  werden  alsdann  alle  diese  Bewegungen, 
deren  Gesetz  unbekannt  ist,  in  gleichen  Zeiten  ausgeführt, 
und  ihre  Zahl  kann  als  Zeitmaafs  dienen.  Hat  man  z.  B. 
schwere  Körper,  die  durch  eine  feste  horizontale  Axe  gehal- 
ten werden,  und  die  man  alle  gleichviel  von  der  Lage  des 
Gleichgewichtes  entfernt  und  alsdann  sich  selbst  überläfst,  so 
dafs  die  Bewegung  des  zweiten  anfängt,  sobald  der  erste  in 
diese  Lage  zurück  gekehrt  ist  ,  und  ebenso  die  des  dritten, 
sobald  der  zweite  in  diese  Lage  zurück  gekehrt  ist  u.s.w.,  so 
kann  es,  möglicher  Weise,  zwischen  diesen  auf  einander  fol- 
genden Bewegungen,  die  in  gleichen  Zeiten  vollführt  werden, 
gar  keinen  Unterschied  geben.  Es  wird  in  der  Folge  gezeigt 
werden,  dafs  es  nicht  nothwendig  ist,  dafs  verschiedene 
Körper  sich  nach  einander  bewegen ,  und  dafs  die  auf  einan- 
der folgenden  Schwingungen  eines  und  desselben  Körpers,  die 
er  auf  beiden  Seiten  um  seine  Lage  des  Gleichgewichtes  voll- 
führt, ebenfalls  gleichzeitige,  oder  von  gleicher  Dauer, 
sind.  Die  vorhergehende  Betrachtung,  die  keine  Aullösung 
einer  mechanischen  Aufgabe  voraussetzt,  ist  für  den  gegen- 
wärtigen £weck  hinreichend. 

Die  Astronomen  haben  durch  sehr  genaue  und  sehr  häu- 
fig wiederholte  Beobachtungen  gefunden,  dafs  die  scheinbare 
Umdrehung  der  Himmelskugel  um  die  Erde  völlig  unverän- 
derlich ist,  und  auch  die  Theorie  giebt  keine  Ungleichheit  in 
der  Bewegung  der  Umdrehung  der  Erde  an,  die  eine  solche 
scheinbare  Veränderlichkeit  hervorbringen  könnte.  Man  nennt 
die  unveränderliche  Dauer  dieser  Umdrehung  einen  Stern- 
tag, welche  Dauer  kleiner  ist,  als  die  der  täglichen  Umdre- 
hung der  Sonne.  Die  letztere  ist  nicht  zu  allen  Zeiten  des 
Jahres  genau  dieselbe;  im  gewöhnlichen  Gebrauche  nimmt 
man  ihre  mittlere  Gröfse  als  Zeiteinheit,  und  nennt  sie  einen 
mittleren  Tag.  Ich  werde  in  diesem  Werke  die  Einthei- 
lung  des  Tages  in  24  Stunden,  der  Stunde  in  60  Minuten, 
der  Minute  in  60  Secunden  beibehalten ,  so  dafs  die  Secunde 
der  86400ste  Theil  eines  mittleren  Tages  ist.  Der  Stcrnlag 
hat  nur  86164,09  Secunden;  hieraus  folgt,  dafs  man,  wenn 
eine  Zeitbestimmung,  die  in  mittleren  Tagen  angegeben  ist,  in 
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Slerntagen  ausgedrückt  werden  soll,  dieselbe  mit  dem  Ver- 
lialtnifs  von  86400  zu  86164,09  oder  mit  der  beständigen 
Zahl  1,0027379  multiplicieren  mufs. 

112. 

Eine  gleichförmige  Bewegung  unterscheidet  sich  von  einer 
anderen  durch  die  G rufst*  des  Raumes,  die  in  der  Zeitein- 
heit durchlaufen  wird.  Bei  jeder  gleichförmigen  Bewegung 
nennt  man  diesen  bestandigen  Raum  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers,  will  man  sich  aber  genau  ausdrücken,  so  mufs  man 
sagen,  dafs  dieser  Raum  blos  das  Maafs  der  Geschwindigkeit, 
nicht  aber  die  Geschwindigkeit  selbst  ist.  Die  Geschwindig- 
keit eines  materiellen  Punktes,  der  in  Bewegung  ist,  ist 
etwas  in  diesem  Punkte  Befindliches,  das  ihn  bewegt,  und 
von  einem  materiellen  Punkte,  der  in  Ruhe  ist,  unterscheidet, 
aber  keiner  weiteren  Erklärung  fähig  ist*).  Die  Geschwindig- 
keit, die,  bei  der  gleichförmigen  Bewegung,  durch  den  Raum 
ausgedrückt  wird,  den  der  Körper  in  jeder  Zeiteinheit  be- 
schreibt, setzt  voraus,  dafs  man  als  Einheit  der  Geschwindig- 
keit die  des  Körpers  annimmt,  der  die  Längeneinheit  in  der 
Zeiteinheit  beschreibt. 

Bei  jeder  veränderlichen  Bewegung  ändert  sich  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  in  unendlich  kleinen  Zwischenstu- 
fen ,  und  sie  ist  eine  Function  der  Zeit ,  die  man ,  wie  sogleich 
gezeigt  werden  soll,  aus  derjenigen  findet,  die  den  durchlau- 
fenen Raum  angiebt.  Man,  mufs  jedoch  zuvor  die  Art  von 
Bewegung  kennen  lernen,  die  ein  materieller  Punkt  in  Folge 
seiner  erlangten  Geschwindigkeit  annimmt,  wenn  die  Kraft, 
die  ihm  diese  Bewegung  mitgethcilt  hat,  indem  sie  während 
einer  gewissen  Zeit  wirkte,  zu  wirken  aufhört,  und  der  Kör- 
per sich  selbst  überlassen  wird. 

113. 

Zuerst  ist  es  einleuchtend,  dafs  der  Punkt,  wenn  er  sich 
bis  zu  dieser  Zeit  in  gerader  Linie  bewegt  hat,  auch  ferner 
sich  nach  der  Verlängerung  der  Linie,  die  er  beschrieb,  bewe- 
gen wird.    Denn  es  ist  kein  Grund  vorhanden ,  weswegen  sich 


*)  Mau  vcrgl.  Zusatz  III. 
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dieser  materielle  Punkt,  von  der  einmal  angenommenen  Rich- 
tung, eher  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  entfer- 
nen sollte.  Jedoch  können  wir  nicht  a  priori  behaupten, 
dafs  sich  die  Geschwindigkeit,  die  er  einmal  angenommen  hat, 
nicht  von  selbst  vermindern  und  zuletzt  ganz  aufhören  könne. 
Nur  die  Erfahrung  und  die  Induction  können  diese  Frage 
entscheiden. 

Nun  sehen  wir  aber  wirklich,   dafs  die  Körper  desto 
langer  im  Zustande  der  Bewegung  beharren,  je  mehr  man  die, 
Hindernisse,  die  sich  derselben  entgegensetzen,  wie  die  Piei- 
bung  und  der  Widerstand  der  Mittel,  durch  welche  sie  gehen, 
vermindert,  und  so  oft  man  eine  Aenderung  -in  der  Geschwin- 

j  digkeit  bemerkt,  so  findet  man,  dafs  der  Grund  davon  einer 
fremden  Einwirkung  zugeschrieben  werden  mufs.    Dieses  be- 

*  rechtigt  uns  daher  zu  dem  Schlüsse,  dafs,  wenn  es  möglich 
wäre,  dafs  ein  materieller  Punkt,  nachdem  er  einmal  in  Be- 
wegung gesetzt  worden  ist,  ferner  durch  keine  weitere  Kraft 
getrieben  würde,  und  kein  weiteres  Hindernifs  zu  überwinden 
hätte,  die  Bewegung  desselben  geradlinig  und  gleichförmig, 
d.  h.  die  einfachste  aller  Bewegungen,  seyn  würde. 

So  z.  B. ,  wenn  ein  Stückchen  Eisen ,  im  leeren  Räume, 
auf  einer  horizontalen  Ebene  und  ohne  Reibung,  durch  die 
blofse  Wirkung  des  Pols  eines  Magnetslabcs  in  Bewegung  ge- 
setzt wird,  und  man  plötzlich  die  Anziehungskraft  dieses  Pols 
aufhebt,  indem  man  einen  gleich  starken  und  entgegengesetz- 
ten Pol  daneben  anbringt,  so  wird  das  Stückchen  Eisen  seine 
Bewegung  gegen  den  ersten  Pol  fortsetzen ;  seine  Bewegung 
wird  aber  gleichförmig  und  seine  Geschwindigkeit  mehr  oder 
weniger  beträchtlich,  je  nachdem  man  die  anziehende  Kraft 
eine  kürzere  oder  längere  Zeit  hindurch  wirken  liefs. 

Die  Unmöglichkeit,  in  der  sich  alle  materiellen  Punkte  be- 
finden, sich  von  selbst  in  Bewegung  zu  setzen,  oder  die  ihnen 
mitgetheilte  Bewegung  zu  ändern,  ist  das,  was  man  die  Träg- 
heit der  Materie  nennt.  Dieses  Wort  will  aber  nicht  sagen, 
dafs  die  Materie  überhaupt  unfähig  sey  zu  wirken,  denn  im 
Gegentheile  findet  jeder  materielle  Punkt  immer  in  der  Wir- 
kung  anderer  materieller  Tunkte  das  Priucip  seiner  Bewegung, 
nie  aber  in  sich  selbst. 


Digitized  by  Google 


109 
114. 

Am  Ende  der  Zeit  t,  und  wenn  der  Körper  sich  in  der 
Entfernung  x  von  einem  festen  Punkte  befindet,  der  auf  der 
geraden  Linie,  die  er  beschreibt,  liegt,  sey  v  seine  Geschwin- 
digkeit, d.  h.  die  Geschwindigkeit  der  gleichförmigen  Bewe- 
gung, die  statt  haben  würde,  wenn  die  Kraft,  die  auf  den 
Körper  wirkt,  in  diesem  Augenblicke  aufhörte  zu  wirken. 
Da  aber  die  Wirkung  der  Kraft  fortdauert,  so  wird  der 
Raum  dx,  den  der  Körper  im  Augenblicke  dt  beschreibt,  in 
Folge  dieser  Wirkung  und  der  Geschwindigkeit  v  beschrieben ; 
der  Theil  von  dx,  der  dieser  Geschwindigkeit  entspricht, 
welcher  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  beschrieben  wor- 
den wäre,  ist  vdt.  Nennt  man  nun  e  den  Theil  dieses 
Raumes,  der  der  Wirkung  entspricht,  welche  die  Kraft  wäh- 
rend des  Augenblickes  dt  ausübt,  so  hat  man 

dx  =  vdt  -(-  f. 

Da  sich  aber  die  Geschwindigkeit  in  unendlich  kleinen 
Zwischenstufen  ändert,  und  diese  Aenderungen  lediglich  von 
der  Wirkung  der  Kraft  herrühren,  die  auf  den  beweglichen 
Körper  wirkt,  so  folgt  hieraus,  dafs  diese  Wirkung,  in  der 
Zeit  dt  nur  eine  unendlich  kleine  Geschwindigkeit  hervor- 
bringen kann.  Daher  kann,  vermöge  dieser  Wirkung,  nur 
ein  im  endlich  kleiner  Raum  des  zweiten  Ranges  beschrieben 
werden,  der  kleiner  ist  als  derjenige,  welcher  bei  gleichförmi- 
ger Bewegung  beschrieben  würde,  wenn  der  Körper  im  An- 
lange der  Zeit  dt  die  ganze  Geschwindigkeit  erhielte,  die 
während  der  Dauer  dieser  Zeit  hervorgebracht  wird.  Man 
kann  daher  e  im  Verhältnifs  zu  vdt  in  der  vorhergehenden 
Gleichung  vernachlässigen ,  und  alsdann  hat  man  , 

dx 

V  ~~  ~dt 

als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  bei  irgend  einer  beliebigen 
Bewegung  *). 

Wollte  man  den  Theil  &  des  Raumes  kennen,  den  der 
Körper  in  der  Zeit  dt,  in  Folge  der  Kraft,  die  ihn  treibt, 
durchlauft,  so  müfste  man  die  höheren  Potenzen  von  dt  in 
Rechnung  bringen.    Nennt  man  nun  #'-die  Entfernung  des 

*3  Vergl.  Zusatz  111.  Anmerk.  de«  Uebcn». 
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Körpers  von  dem  festen  Punkte  am  Ende  der  Zeit  t-\-dt, 
so  bat  man,  vermöge  des  Taylor'sclien  Lehrsatzes, 

t  dx   ,     ,   ld2x   T  A  , 

*  -x=—dt  +  *-nrdt*+.... 

als  vollständigen  Ausdruck  des  Raumes,  der  während  der  Zeit 
dt  durchlaufen  wird.  Das  erste  Glied,  welches  =  vdt  ist, 
ist  der  Raum,  der  von  der  Geschwindigkeit  herrührt,  die  der 
Körper  nach  der  Zeit  t  erlangt  hat.  Vernachlässigt  man  da- 
her die  Glieder  des  dritten  Ranges  und  der  höheren  Ränge, 
im  Verhältnisse  zu  denen  des  zweiten  Ranges ,  so  hat  man 

oder,  was  dasselbe  ist, 

«  =  \dvdt 

als  Theil  des  Raumes  x* —  x,  den  der  Körper,  vermöge  der 
Wirkung  der  Kraft,  durchlauft.  Da  die  Geschwindigkeit,  die 
zu  gleicher  Zeit  durch  diese  Wirkung  hervorgebracht  wird, 
dv  ist,  so  sieht  man,  dafs  der  Raum,  den  der  Körper  gleich- 
förmig, während  dieser  Zeit  dt  beschreiben  würde,  wenn  er 
im  Anfange  diesen  ganzen  Zuwachs  von  Kraft  erhielte,  dem 
Produkte  aus  dv  und  dt,  oder  dem  Doppelten  des  Raumes  e, 
den  er  wirklich  beschreibt,  gleich  wäre.  - 

115. 

Wenn  der  durchlaufene  Raum  in  einer  Function  der  Zeit 
ausgedrückt  ist,  so  kann  man  die  entsprechende  Geschwindigkeit 

ds 

1  unmittelbar  daraus  vermittelst  der  Gleichung  v  =  —  ableiten. 

#Da  z.  B.  die  Körper,  in  der  At^food'schen  Maschine,  Räume 
jiM*'  beschreiben,  die  wie  die  Quadrate  der  Zeiten  wachsen,  so 
kann  man  daraus  schliei'sen,  dafs  ihre  erlangten  Geschwindig- 
keiten den  Zeiten  proportional  seyn  müssen,  während  welcher 
die  Räume  durchlaufen  werden,  und  die  Maschine  giebt  wirk- 
lich das  Mittel  an  die  Hand,  dies  zu  bewahrheiten. 

Ist  umgekehrt  die  Geschwindigkeit,  nach  der  Definition 
der  Bewegung,  als  Function  der  Zeit  gegeben,  so  kann  man 
daraus,  durch  Integration,  den  Werth  des  durchlaufenen  Rau- 
mes finden.  So  ist,  nach  der  gleichförmigen  Bewegung,  die 
einfachste  diejenige,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in  glci- 
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chen  Zelten  um  gleiche  Gröfsen  zu-  oder  abnimmt,  und  die 
man  eben  deswegen  eine  gleichförmig  beschleunigte  oder 
verminderte  nennt.  Nennt  man  daher  g  den  beständigen  po- 
sitiven oder  negativen  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in  jeder 
Zeiteinheit,  und  a  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  wenn 
t  s  o  ist,  so  ist  die  Geschwindigkeit  v  in  irgend  einem 
Augenblicke  bei  dieser  Bewegung 

\>  r=  a  -f-  gt. 

Multipliciert  man  durch  dt,  und  integriert  alsdann,  so 
hat  man 

x  =  b  +  at  +  igt2 
als  Abstand  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  der  geraden 
Linie,  die  er  beschreibt,  wo  b  diesen  Abstand  im  Anfange 
der  Zeit  t  bedeutet. 

Wenn  die  beiden  Constanten  a  und  b  Null  sind,  so  hat 
man  einfach 

v  =2  gt,    x  =  Igt2. 

Der  durchlaufene  Raum  ist  alsdann  dem  Quadrate  der 
Zeit  proportional,  und  die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper 
am  Ende  einer  Zeit  t  erlangt  hat,  ist  so  beschaffen,  dafs  er 
vermöge  dieser  Geschwindigkeit  allein,  in  einer  Zeit,  die 
gleich  t  ist,  einen  Raum  vt  beschreiben  würde,  der  das  Dop- 
pelte des  Raumes  ist,  den  er  durchlaufen  hat. 

Hieraus  folgt,  dafs  man,  wenn  man  den  Raum  kennt, 
der  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  wird,  hieraus,  indem  man 
das  Doppelte  nimmt,  den  Werth  der  beständigen  Geschwin- 
digkeit g  findet,  durch  welche  sich  irgend  eine  gleichförmig 
beschleunigte  Bewegung  von  einer  anderen  Bewegung  dersel- 
ben Art  unterscheidet. 

Eine  solche  Bewegung  ist  die  der  schweren  Körper,  die 
im  leeren  Räume  fallen.  An  demselben  Orte  ist  die  Geschwin- 
digkeit g  für  alle  ihre  Punkte  dieselbe,  so  dafs  sie  alle,  ver- 
möge einer  und  derselben  Bewegung  dieser  Art,  verticale 
gerade  Linien  beschreiben.  Diese  Geschwindigkeit  ändert  sich 
von  einem  Orte  zum  anderen;  nimmt  man  die  Secunde  als 
Einheit  der  Zeit,  und  das  Meter  als  Längeneinheit,  so  giebt 
die  Erfahrung 

g  —  9»  80896 
auf  der  Pariser  Sternwarte. 
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Eine  Kraft,  welche  in  gleichen  Zeiten  gleiche  Geschwin- 
digkeiten hervorbringt,  ist  für  uns  eine  beständige  Kraft. 
So  ist  die  Schwere  eine  beständige  Kraft,  was  hier  sagen  will, 
dafs  sie  mit  derselben  Intensität  auf  Körper  wirkt,  die  schon 
beliebige  Geschwindigkeiten  erlangt  haben,  nicht  aber,  wie  in 
f.  59,  dafs  ihre  Intensität  in  der  ganzen  Ausdehnung  eines 
Körpers  von  ge wohnlichen  Dimensionen  dieselbe  ist. 

116, 

Die  Gesetze  des  Gleichgewichtes  setzen  durchaus  keine 
besondere  Beziehung  zwischen  den  Kräften  und  den  entspre- 
chenden Geschwindigkeiten  voraus,  und  um  die  Aufgaben  der 
Statik  zu  lösen,  ist  es  hinreichend,  die  numerischen  Verhält- 
nisse der  Kräfte  zu  kennen,'  wie  sie  in  f.  5  erklärt  worden 
sind.  Die  Gesetze  der  Bewegung  dagegen  hängen  von  dem 
Verhältnisse  ab ,  welches  zwischen  den  Gröfsen  der  Bewe- 
gungen ,  die  durch  gegebene  Kräfte  hervorgebracht  werden, 
statt  hat.  Dieses  Verhältnifs,  das  man,  um  die  Aufgabe  der 
Dynamik  zu  lösen,  nothwendig  kennen  mufs,  ist  dasselbe, 
wie  das  der  Kräfte,  wie  nun  bewiesen  werden  soll. 

Ein  materieller  Punkt  habe  am  Ende  der  Zeit  t  den 
Kaum  x  durchlaufen,  und  die  Geschwindigkeit  v  erlangt. 
Man  nehme  an ,  dafs  zu  diesem  Zeitpunkte  zwei  gegebene 
Kräfte  f  und  /'  zu  gleicher  Zeit  auf  den  Körper,  nach  der 
Richtung  seiner  Bewegung,  wirken.  Man  bezeichne  durch  u 
die  unendlich  kleine  Geschwindigkeit,  welche  die  Kraft  f  dem 
Körper  mitlhejjen  würde,  wenn  sie  allein  während  der  un- 
endlich kleinen  Zeit  t  wirkte,  und  durch  u  die  Geschwin- 
digkeit, die  in  derselben  Zeit  durch  die  Kraft  f  hervorgebracht 
würde,  wenn  die  Kraft /  nicht  vorhanden  wäre.  Ich  behaupte 
nun ,  dafs  das  gleichzeitige  Wirken  dieser  zwei  Kräfte  die 
Geschwindigkeiten ,  die  sie  getrennt  hervorbringen ,  nicht  än- 
dern wird,  und  dafs  die  Geschwindigkeit,  die  durch  die  Kraft 
./  +  /'  hervorgebracht  wird,  u  -|-  u  seyn  wird,  d.h.  dafs  die 
Geschwindigkeit ,  die  der  Körper  am  Ende  der  Zeit  t  -j-  % 
erlangt  hat,  v  -f-  u  -\-  u'  seyn  wird. 

Der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  kann  nem- 
lich  nur  von  der  Zeit  r  abhängen,  der  sie  proportional  ist, 
und  von  dem  Zustande  des  materiellen  Punktes,  oder,  mit 
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anderen  Worten ,  von  der  Lage  und  der  Geschwindigkeit ,  die 
er  während  der  Zeit  %  hat.  ,  Die  Wirkung  der  Kraft  f* 
müfste  daher  auf  diesen  Zustand  Einflufs  haben,  wenn  sie 
die  Geschwindigkeit  modificieren  sollte ,  die  durch  die  Kraft  J 
hervorgebracht  wird.  Während  der  Zeit  %  kann  sich  aber 
der  Abstand  des  Körpers  von  einem  festen  Punkte  und  seine 
Geschwindigkeit  nur  um  eine  unendlich  kleine  Grüfse  ändern, 
welche  man  im  Verhältnisse  zu  x  und  v  vernachlässigen  kann ; 
die  Aenderungen  der  Abstände  von  anderen  festen  oder  be- 
weglichen Punkten,  von  welchen  die  Kräfte  /  und  /'  ausge- 
hen konnten,  kann  man  ebenfalls  vernachlässigen.  Daher  kann 
die  Geschwindigkeit,  welche  die  Kraft  f,  während  des  Zeit- 
raumes t ,  hervorbringt,  auf  keine  Weise  durch  die  gleichzei- 
tige Wirkung  der  Kraft  /'  abgeändert  werden,  und  ebenso 
verhält  es  sich  mit  der  Geschwindigkeit,  welche  von  der  Kraft 
f  herrührt,  die  ebenfalls  nicht  durch  die  Wirkung  von  j 
geändert  werden  kann.  Die  ganze  Geschwindigkeit,  welche 
daher  dem  Körper  während  der  Zeit  «r,  durch  die  Kraft  J-\~J' 
mitgetheilt  wird,  ist  demnach  =zu-\-u.  *) 

Ebenso  sieht  man,  dafs,  wenn  die  Kraft  /  im  Sinne  der 
Geschwindigkeit  v  und  die  Kraft  f  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirkt,  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit,  der  durch  die  Kraft 
/ — J'  hervorgebracht  wird,  gleich  u  —  u   seyn  wird. 

Wie  auch  jede  der  Kräfte  /  und  /'  beschaffen  seyn  mag, 
sobald  sie  dieselbe  Geschwindigkeit  u,  in  derselben  unendlich 
kleinen  Zeit  hervorbringen ,  so  sind  sie  für  uns  gleiche 
Kräfte.  Bringt  man  sie  in  entgegengesetztem  Sinne  an,  so 
werden  sie  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  nicht  ändern, 
wenn  er  schon  in  Bewegung  ist;  ist  er  in  Ruhe,  so  wird 
Gleichgewicht  statt  finden,  was  mit  der  Erklärung  der  gleichen 
Kräfte  in  §.  5  übereinstimmt. 

Wenn  die  Kraft,  die  auf  den  Punkt  im  Sinne  der  er- 
langten Geschwindigkeit  wirkt,  zwei-  drei-  viermal  u.  8.  w. 
so  grofs  wird,  so  wird  die  Geschwindigkeit,  welche  sie  in 
der  Zeit  t  hervorbringt,  nach  demselben  Verhältnisse  wachsen. 
Uud  umgekehrt,  wird  diese  Kraft  auf  die  Hälfte,  den  driften, 

•)  Dieser  Beweis  scheint  durchaus  nicht  strenge  zu  seyn.    Man  sehe  Hie 
weitere  Ausführung  in  Zusatz  III.  Anmerk.  des  Uebers. 
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vierten  Theil  u.  8.  w.  vermindert,  80  wird  die  Geschwindig- 
keit, die  sie  hervorbringt,  in  demselben  Verhältnisse  abneh- 
men, und  im  Allgemeinen  werden  die  unendlich  kleinen  Ge- 
schwindigkeiten, die  während  gleicher  Zeiten  hervorgebracht 
werden ,  geschehe  dies  nun  im  Sinne  der  erlangten  Geschwin- 
digkeit oder  in  entgegengesetztem  Sinne,  oder  auch  die  un- 
endlich kleinen  Geschwindigkeiten,  die  einem  Körper,  der  in 
Rulie  ist,  mitgetheilt  werden,  sich  zu  einander  verhalten,  wie 
die  Intensitäten  der  entsprechenden  Kräfte. 

Auf  diesem  allgemeinen  Principe  beruht  die  Ausmessung 
der  Kräfte  in  der  Dynamik.  Gewöhnlich  stellt  man  es  als 
Hypothese  auf,  wir  geben  es  hier  als  eine  nothwendige  Folge 
des  Um  st  an  des,  dafs  die  Geschwindigkeiten,  die  durch  belie- 
bige Kräfte,  in  unendlich  kleinen  Zeiträumen  hervorgebracht 
werden,  immer  unendlich  klein  sind,  und  dafs  zu  gleicher 
Zeit  die  Ortsveränderungen  der  bewegten  Punkte  ebenfalls 
unendlich  klein  sind. 

*«• 

117. 

Wenn  die  Kräfte,  die  man  unter  einander  vergleichen 
will,  beständige  Kräfte  sind,  so  dafs  jede  derselben,  während 
der  ganzen  Dauer  der  Bewegung,  gleiche  Geschwindigkeiten 
in  gleichen  Zeiten  hervorbringt  (}.  115),  so  verhalten  sich  ihre 
Intensitäten  zu  einander,  wie  die  Geschwindigkeiten,  die  sie 
in  irgend  einer  beliebigen  Zeit  demselben  materiellen  Punkte 
mittheilen.  "Wenn  daher  diese  Geschwindigkeiten  durch  die 
Beobachtung  gegeben  sind ,  so  kann  man  daraus  das  Verhält- 
nifs  der  Kräfte  finden,  und  umgekehrt,  wenn  dieses  Verhält- 
nifs  a  priori  gegeben  ist,  so  kann  man  es  für  das  der  Kräfte 
nehmen. 

Man  bezeichne  z.B.  durch  II  und  II'  die  Intensitäten 
der  Schwere  in  zwei  verschiedenen  Breiten ,  und  nehme  an, 
dafs  man,  an  diesen  beiden  Orten  der  Erde,  die  Geschwin- 
digkeiten g  und  g'  bestimmt  habe,  welche  die  Körper,  die 
im  leeren  Räume  vertical  fallen,  in  einer  Secunde  erlangen, 
so  hat  man 

II  :  IT  =  g  :  g\ 

Das  Verhältnifs  dieser  Kräfte  II  und  II'  ist  auch  das 
der  Gewichte  eines  und  desselben  Körpers,  oder  zweier  ho- 
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mogener  Körper,  die  dasselbe  Volumen  haben,  in  diesen  zwei 
Breiten.  Die  Beobachtung  zeigt,  dafs  die  Geschwindigkeiten, 
die  von  der  Schwere  herrühren,  zunehmen,  wenn  man  von 
dem  Aequator  nach  dem  Pole  hingeht,  und  dafs  der  ganze 
Zuwachs  ungefähr  5£w  der  kleinsten  Geschwindigkeit  betragt. 
Hieraus  folgt,  dafs  das  Gewicht  eines  und  desselben  Körpers, 
den  man  vom  Aequator  nach  dem  Pole  hin  bringt,  um  ,^0 
zunimmt,  und  dafs,  wenn  die  Gewichte  zweier  homogener 
Körper,  die  sich  an  diesen  zwei  Punkten  der  Erde  befinden, 
im  Gleichgewichte  seyn  sollen,  das  Gewicht  des  Körpers,  der 
sich  am  Aequator  befindet,  das  des  Körpers ,  der  am  Pole  ist, 
um        übertreffen  mufs. 

Seyen  ferner  II  die  Intensität  der  Schwere  in  verticaler 
Richtung,  und  Iii  ihre  Seitenkraft,  die  nach  einer  geraden 
Linie  wirkt,  welche  mit  ihrer  Richtung  den  Winkel  a  ein- 
schliefst. Nach  der  Regel  des  Parallelogramms  der  Kräfte 
hat  man  Ul  =  n  c08  ftj 

und  wenn  man  g  und  gi  die  Geschwindigkeiten  nennt,  welche 
in  der  Einheit  der  Zeit  durch  diese  zwei  constanten  Kräfte 
hervorgebracht  werden,  die  getrennt  auf  denselben  materiel- 
len Punkt  wirken,  so  giebt  das  Verhäitnifs 

g  tgl  =  n  2  n, 

auch 

gl  =  g  cos  a. 
Wenn  dieser  schwere  materielle  Punkt  auf  einer  geneig- 
ten Ebene  liegt,  die  mit  der  horizontalen  Ebene  einen  Winkel 
einschliefst,  der  gleich  90° — a  ist,  so  kann  man  die  Kraft 
II  in  zwei  andere  zerlegen,  von  welchen  eine  senkrecht  gegen 
die  gegebene  Ebene  wirkt,  und  daher  durch  deren  Widerstand 
aufgehoben  wird,  die  andere  dagegen  nach  dieser  Ebene  ge- 
richtet, und  daher  der  Kraft  IIx  gleich  ist.  Diese  letztere 
Kraft  bringt  im  leeren  Räume  die  Bewegung  hervor,  wenn 
man  von  der  Reibung  des  Körpers  gegen  die  geneigte  Ebene 
absieht.  Diese  Bewegung,  welche  von  einer  beständigen  Kraft 
herrührt,  wird  daher  gleichförmig  beschleunigt  seyn,  und 
wenn  man  xx  und  P\9  bezüglich  den  am  Ende  der  Zeit  t 
durchlaufenen  Raum  und  die  alsdann  erlangte  Geschwindigkeit 
nennt,  so  hat  man 

=  gi  t,     Xi  =  igi  t2-y 
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i»  welche  Gleichungen  man  den  vorhergehenden  Werth  von 
gl  setzen  mufs. 

Dieses  Beispiel  ist  sehr  dazu  geeignet,  zu  zeigen,  wie 
nothwendig  es  ist,  a  priori  das  Verhältnils  der  Geschwindig- 
keiten finden  zu  können ,  die  von  Kräften  herrühren ,  deren 
Verhältnifs  bekannt  ist.  Denn  wenn  man  den  Werth  von  g1 
nicht  aus  der  Geschwindigkeit  g,  die  durch  die  Beobachtung 
gegeben  ist,  ableiten  könnte,  und  man,  um  diese  letzteren 
Gleichungen  anzuwenden,  auch  den  WTerth  von  gx ,  der  jedem 
Werthe  des  Winkels  a  entspricht,  durch  die  Erfahrung  be- 
stimmen müfste,  so  würde  die  Dynamik  fast  nur  eine  experi- 
mcntale  Wissenschaft  seyn. 

118. 

Um  eine  veränderliche  Kraft  zu  messen,  mufs  man  die 
Wirkung  derselben  während  einer  unendlich  kleinen  Zeit  be- 
trachten, während  welcher  man  sie  als  eine  beständige  anse- 
hen kann.  Sey  daher  bei  einer  beliebigen  geradlinigen 
Bewegung,  die  Kraft,  welche,  am  Ende  der  Zeit  t,  auf  den 
bewegten  Körper  wirkt,  und  die  wir  wie  eine  positive  oder 
negative  Gröfse  betrachten,  je  nachdem  diese  Kraft  im  Sinne 
der  erlangten  Geschwindigkeit  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirkt.  Da  diese  Geschwindigkeit  in  demselben  Augenblicke 
p  ist,  so  ist  sie  v  -f-  dp  am  Ende  der  Zeit  t  +  dt,  so  dafs 
die. Kraft  (p  dem  Körper  in  der  Zeit  dt  die  Geschwindigkeit 
dp  mitgetheilt  hat.  Bezeichnet  man  daher  durch  II  eine  be- 
kannte beständige  Kraft,  welche  die  Geschwindigkeit  g  in  der 
Zeiteinheit  hervorbringt,  und  daher  dem  Körper  in  der  Zeit 
dt  die  Geschwindigkeit  gdt  mittheilt,  so  hat  man 

(p  :  II  =  dp  :  gdt, 

und  hieraus  folgt 

_  udp 

9  ~  gdt' 

Wrenn  man  eine  Längeneinheit  und  eine  Zeiteinheit  will- 
kührlich  gewählt  hat,  so  kann  man  die  beständige  Gröfse  g 

dp 

und  den  Werth  von  — ,  der  am  Ende  einer  gegebenen  Zeil 

dt 

statt  hat,  finden.  Diese  Formel  giebt  alsdann,  für  denselben 
Augenblick,  das  numerische  Verhältnifs  der  Kraft  cp  zur  be- 
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kannten  Kraft  II,  und  wenn  diese  die  Schwere  ist,  so  ist 
dies  Verhältnifs  das  der  Kraft  y  zum  Gewichte  des  Körpers, 
auf  welchen  sie  wirkt,  so  dafs  dieser  materielle  Punkt,  der 
von  der  Schwerkraft,  und  in  entgegengesetztem  Sinne  von  der 
Kraft  ff)  getrieben  wird,  im  Gleichgewichte  bleiben  würde, 
wenn  man  z.  B.  I  dv 

linden  wurde. 

Man  kann  die  vorhergehende  Formel  vereinfachen,  wenn 
man  II  und  g  als  Einheilen  nimmt,  wodurch  sie  in 

dv 

9  -  öl 

übergeht.  Die  Einheit  der  Kraft  ist  alsdann  die  beständige 
Kraft,  welche  dem  Körper,  während  der  Einheit  der  Zeit, 
eine  Geschwindigkeit  mittheilt,  die  durch  die  Längeneinheit 
dargestellt  wird,  so  dafs  die  Einheit  der  Kraft,  wenn  die 
zwei  letzteren  Einheiten  die  Secunde  \md  das  Meter  sind, 
ungefähr  der  zehnte  Theil  des  Gewichtes  des  Körpers  ist, 
vermöge  des  in  f.  115  angegebenen  Werlhes  von  g. 

Man  bemerke,  dafs  dieses  Maafs         der  veränderlichen 

dt 

Kraft  ff  die  Geschwindigkeit  ist,  welche  eine  beständige  Kraft 
in  der  Einheit  der  Zeit  hervorbringen  würde,  wenn  sie  wäh- 
rend dieser  Zeit  dieselbe  Intensität  behielte,  welche  die  Kraft 
tf  während  der  Zeit  dt  hat.  So  hangt,  bei  der  Bewegung 
eines  Eisentheilchens  zum  Pole  eines  Magneten  hin,  die  wir 
schon  früher  (f.  113)  als  Beispiel  gebraucht  haben,  die  Kraft 
ff  von  dem  Abstände  vom  Pole  ab,  und  ist  daher  veränder- 
lich; nimmt  man  aber  an,  dafs  der  Pol  in  einem  gegebenen 
Augenblicke  von  dem  Eisentheilchen  zurück  weicht,  so  dafs  der 
Abstand  derselben  constant  wird,  so  wird  die  Kraft  ff  eben- 
falls constant,  die  Bewegung  geht  in  eine  gleichförmig  be- 
schleunigte über,  und  <Jie  Zunahme  der  Geschwindigkeit,  die 
in  der  Zeiteinheit  statt  hat,  ist  das  Maafs  dieser  Kraft  für 
den  Augenblick,  in  welchem  sie  constant  geworden  ist. 

Berücksichtigt  man  den  Werth  von  e ,  der  in  {.  114  ge- 
funden worden  ist,  so  kann  man  auch  schreiben 

2e 

rp-dT*- 

12 
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Aus  dieser  Formel  und  der  vorhergehenden  folgt,  dafs 
eine  Kraft  sowohl  die  Geschwindigkeit,  die  sie  in  einer  un- 
endlich kleinen  Zeit  hervorbringt,  durch  diese  Zeit  dividiert, 
zum  Maafsc  hat,  als  auch  das  Doppelte  des  Raumes,  den  der 
Körner  vermöge  ihrer  durchlauft,  dividiert  durch  das  Qua- 
drat dersclbcu  Zeit.  Bei  der  gleichförmig  beschleunigten  Be- 
wegung, haben  diese  zwei  gleichgeltenden  Arten  die  Kraft  zu 
messen  ebenfalls  stall,  ohne  dafs  die  Zeit  unendlich  klein  zu 
60)  n  braucht. 

119. 

Wir  haben  jetzt 

_  dx  dv 

x  =  Ft,     %>  =  — ,     o)  =  — 

dt       7  dt 

für  die  allgemeinen  Formeln  der  geradlinigen  Bewegung.  Sie 
geben  die  Verhaltnisse  an,  die,  bei  einer  beliebigen  Bewegung, 
zwischen  dem  durchlaufenen  Räume,  der  erlangten  Geschwin- 
digkeit und  der  Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt,  bestehen, 
und  zeigen,  wie  man  diese  drei  Functionen  der  Zeit  aus  ein- 
ander ableiten  kann,  sey  es  durch  Differentiation  oder  durch 
Integration. 

Eliminiert  man  v  aus  den  zwei  letzteren  Gleichungen,  so 
hat  man 

d2x 

was  voraussetzt,  dafs  man  die  Zeit  /  als  unabhängige  Verän- 
derliche betrachtet ,  und  ihr  Differential  dt  constant  ist.  Diese 
Voraussetzung  werden  wir  übrigens  in  allem  Folgenden  bei- 
behalten, ohne  es  besonders  zu  wiederholen. 

Durch  die  Elimination  von  dt  hat  man  auch 

1  d.v2 

was  dazu  dient,  v  zu  bestimmen,  wenn  die  Kraft  rp  als 
Function  von  x  gegeben  ist,  und  ebenso  die  Kraft  zu  bestim- 
men, wenn  die  Geschwindigkeit  als  Function  des  durchlaufe- 
nen Raumes  gegeben  ist. 

In  d  em  folgenden  Kapitel  werde  ich  verschiedene  An- 
wendungen dieser  allgemeinen  Formeln  geben. 

t 
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II.    Maafs  der  Kräfte  mit  Rücksicht  auf  die  Massen. 

120. 

Ehe  ich  zeige,  wie  man  die  Massen  in  Rechnung  brin- 
gen muffe,  wenn  man  Kräfte  vergleicht,  die  auf  verschiedene 
Körper  wirken,  mufs  ich  erst  einen  ungenauen  Ausdruck  ver- 
bessern, den  man  sehr  häufig  gebraucht,  und  der  von  einer 
Begriffs  Verwechselung  herrührt. 

Man  denke  sich,  es  sey  ein  Körper  auf  eine  horizontale 
Ebene  gelegt,  und  werde  durch  keine  Reibung  irgend  einer 
Art  auf  derselben  festgehalten.  "Will  ich  ihn  auf  derselben 
forlgleiten  lassen ,  so  mufs  ich ,  wegen  der  Trägheit  der  Ma- 
terie, eine  bestimmte  Kraft  ausüben;  kommt  zu  diesem  Kör- 
per noch  ein  zweiter,  dann  ein  dritter  u.s.  w.  hinzu,  so  mufs 
ich,  um  dieselbe  Bewegung  hervor  zu  bringen,  eine  immer 
beträchtlichere  Kraft  anwenden.  In  jedem  Falle  fühle  ich, 
dafs  ich  eine  Kraft  anwenden  mufs,  aber  ich  darf  hieraus 
nicht  schliefsen,  dafs  die  Materie  dieser  Kraft  einen  AYider- 
stand  entgegensetze,  und  dafs  sich  in  den  Körpern  etwas  be- 
finde, was  man  sehr  uneigentlich  die  Kraft  der  Trägheit  nennt. 
Wenn  man  sich  so  ausdrückt,  so  verwechselt  man  die  Em- 
pfindung, die  man  gefühlt  hat,  welche  von  der  Kraft,  die 
man  ausgeübt  hat,  herrührt,  mit  der  Empfindung  eines  Wider- 
standes, der  gar  nicht  vorhanden  ist. 

Wenn  zwischen  dem  Körper  und  der  Ebene  eine  Rei- 
bung, statt  findet,  so  ist  hier  allerdings  ein  Widersland,  der 
sich  der  horizontalen  Bewegung  entgegen  setzt,  vorhanden, 
und  ich  kann  den  Körper  auf  der  Ebene  nicht  verrücken, 
ohne  eine  Kraft  auszuüben,  die  stärker  ist  als  dieser  Wider- 
stand. Ebenso,  wenn  ich  den  Körper  vertical  erheben  will, 
so  stellt  sich  dieser  Bewegung  ein  Widerstand  entgegen,  den 
ich  durch  eine  Kraft,  die  ihn  übertrifft,  überwinden  mufs. 
In  beiden  Fällen  kann  ich  keine  Bewegung  hervorbringen,  so 
lange  ich  nicht  eine  Kraft  ausübe,  die  gröfser  als  das  Gewicht 
des  Körpers,   oder  als   seine  Adhäsion   an   die  Ebene  ist. 

•  12* 
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Wenn  man  aber  weder  Schwere  noch  Reibung  voraussetzt,  ' 
so  kann  ich  den  Körper  in  Bewegung  setzen,  wie  schwach 
auch  die  Kraft,  die  ich  anwende,  und  wie  grofs  die  Masse  des 
Körpers  sey.    Bemerke  ich  alsdann,  dafs  man  eine  gröfsere 
Kraft  anwenden  mufs,  um  diese  Bewegung  einem  gewissen 
Körper  mitzulheilen ,  als  einem  anderen,  so  ziehe  ich  hieraus 
den  Schlufs,  dafs  der  erste  aus  einer  gröfseren  Quantität  Ma-  * 
terie  besteht,  als  der  zweite,  und  wenn  ich  die  Grofse  der 
Kräfte,  die  ich  ausüben  mufste,  mit  Genauigkeit  messen  könnte, 
so  wäre  ihr  Verhältnifs  das  der  Massen  dieser  zwei  Körper. 
Auf  einer  ähnlichen  Betrachtung   beruht,   wie  dies  sogleich 
weiter  erklärt  werden  soll,   das  Maafs  der  Massen  nach  der 
Gröfse  der  Kräfte,  die  sie  in  Bewegung  setzen,  und  umge- 
kehrt das  Maafs  der  Kräfte,  wenn  man  die  Massen  und  die 
Geschwindigkeiten  berücksichtigt. 

- 

121. 

Zwei  materielle  Punkte,  die  Körpern  angehören,  welche 
verschiedener  Art  seyn  können,  haben  gleiche  oder  ungleiche 
Massen,  je  nachdem  gleiche  Kräfte  ihnen,  in  derselben  Zeit, 
dieselbe  Geschwindigkeit  oder  verschiedene  Geschwindigkeiten 
millheilen.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme 
man  an,  die  Kräfte,  die  an  diese  zwei  Punkte  angebracht  sind, 
Seyen  vertical  und  hielten  sich  im  Gleichgewichte,  wenn  sie 
in  die  Schalen  einer  Wage  gelegt  werden.  Diese  Kräfte  wer- 
den unter  dieser  Voraussetzung  gleich  seyn,  und  wenn  daher 
die  zwei  Punkte  völlig  frei  sind  und  durch  dieselben  Kräfte 
gelrieben  werden,  so  sind  ihre  Massen  gleich  oder  ungleich, 
je  nachdem  sie,  im  ersten  Augenblicke,  gleiche  oder  ungleiche 
unendlich  kleine  Geschwindigkeiten  annehmen. 

Wenn  man  auf  diese  Weise  erkannt  hat,  dafs  die  Mas- 
sen verschiedener  materieller  Punkte  gleich  sind ,  so  kann 
man,  indem  man  sie  zusammen  nimmt,  andere  Punkte  bilden, 
deren  Massen  unter  einander  beliebige  Beziehungen  habeji. 
So  z.  B. ,  wenn  man  die  Masse  jedes  der  gleichen  Punkte 
nennt,  und  m,  m  die  Massen  zweier  anderer  Punkte,  die 
bezüglich  aus  n  und  n  der  ersten  gebildet  sind,  so  verhal- 
ten sich  m  und -ni'  zu  einander,  wie  diese  Zahlen  n  und  //' 
und  man  hat 
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m  =  n/ti,    m'  =z  n$ fu 

Seyen  nun  uf  v,  v    unendlich  kleine  Geschwindigkeiten! 
i  und  i   ganze  Zahlen  und 

v  zzz  i  u,    p'  zs  i9  u» 
Wenn  daher  zwei  Kräfte  f  und  /'  den  Massen  //*  und 
m   die  Geschwindigkeiten  v  und  v   in  demselben  Augenblicke 
mittheilen ,  so  behaupte  ich ,  dafs  man 

f  :  J'  =  m  v  :  m'  v ' 

liaben  wird. 

Denn  man  kann  die  Kraft  /  als  die  Summe  einer  Anzahl 
n  gleicher  Kräfte  ansehen,  die  jedem  der  n  gleichen  Punkte, 
aus  welchen  m  besieht,  dieselbe  Geschwindigkeit  v  mittheilen, 
so  dafs,  wenn  man  eine  dieser  gleichen  Kräfte  h  nennt, 

J  =  nk 

ist. 

Sey  aufserdem  h  die  Kraft,  welche  jedem  dieser  gleichen 
Punkte  in  derselben  Zeit  die  Geschwindigkeit  u  mittheilt,  in 
welcher  die  Kraft  h  ihm  die  Geschwindigkeit  v  mittheilt.  Da 
diese  Kräfte  auf  denselben  materiellen  Punkt  wirken,  so  ver- 
hallen sie  sich  wie  die  Geschwindigkeiten  u  und  v  ($.  116), 
und  da  v  =  iu  ist,  so  folgt  hieraus 

h  —  i  Ii. 

Ebenso  haben  wir 

/'  =  n  k',  V  =i  i'h',  , 
indem  man  /'  als  die  Summe  der  n  Kräfte  h*  ansieht,  die 
jedem  der  gleichen  Punkte,  aus  welchen  //*'  zusammen  gesetzt 
ist,  die  Geschwindigkeit  v  mittheilen  können,  und  h  die  Kraft 
nennt,  welche  jedem  derselben  Punkte  die  Geschwindigkeit 
mittheilen  würde.  Da  aber  h  und  h'  Kräfte  sind,  die  iu 
demselben  Augenblicke  zweien  an  Masse  gleichen  Punkten  die- 
selbe Geschwindigkeit  n  mittheilen  können,  neinlich  zweien 
der  Punkte,  deren  gemeinschaftliche  Masse  durch  /ti  bezeichnet 
worden  ist ,  so  folgt  aus  dem  Vorhergehenden ,  dafs  h  —  h 
sey n  muls.  Vermöge  der  vorhergehenden  Gleichungen  hat 
mau  alsdann 

/  =  i  n  h ,    f  =  in  h, 
und  wenn  man  die  Werthc  von  m,  m v,  v'  berücksichtigt, 
so  folgt  hieraus  die  Proportion,  die  bewiesen  werden  sollte. 
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122. 

Dies  vorausgesetzt,  betrachte  man  einen  Körper  von  be- 
liebiger Gröf80  und  Gestalt,  dessen  Punkte  alle  parallele  Li- 
nien mit  einer  gemeinschaftlichen  Geschwindigkeit  beschreiben, 
die  übrigens  sich  mit  der  Zeit  andern  kann.  Man  theile 
diesen  Körper  in  eine  unendliche  Anzahl  materieller  Punkte, 
die  an  Masse  gleich  sind,  wie  dies  so  eben  erklärt  wurde. 
Man  kann  die  Bewegung  aller  dieser  Punkte  Kräften  zuschrei- 
ben, die  in  der  ganzen  Ausdehnung  des  bewegten  Körpers 
gleich  und  parallel  sind;  ihre  Mittelkraft  wird,  für  irgend 
einen  Theil  des  Körpers,  ihrer  Summe  gleich  seyn ,  und  auf 
den  Schwerpunkt  dieses  Theils  wirken.  Die  Kräfte,  welche 
zwei  beliebigen  Theilen  entsprechen,  werden  sich  daher  zu 
einander  verhalten  wie  ihre  Massen;  nennt  man  nun  /  die 
ganze  Kraft,  die  auf  den  Körper  wirkt,  m  seine  Masse,  und 
(p  die  Kraft,  die  einem  Theile  dieser  Masse,  der  als  Einheit 
genommen  wird,  entspricht,  so  hat  man 

/  =  m  rp. 

Was  die  Kraft  (p  betrifft,  so  ist  sie  dem  Zuwachs  der 
Geschwindigkeit,  welchen  die  Punkte  des  Körpers  während 
einer  unendlich  kleinen  Zeit  erlangen,  proportional,  und 
wenn  man  v  diese  Geschwindigkeit  am  Ende  der  Zeit  t  nennt, 
so  kann  man,  wie  in  $.118 

du 

9 -dt 

für  ihr  Maafs  nehmen. 
Hieraus  folgt 

,  du 

als  Ausdruck  der  Kraft  bei  irgend  einer  Bewegung,  indem 
man  auf  die  Masse  des  Körpers  Rücksicht  nimmt,  und  voraus 
setzt,  dafs-  alle  seine  Punkte  dieselbe  Geschwindigkeit  haben. 

Diese  Kraft  /,  welche  die  Mittelkraft  oder  die  Summe 
aller  unendlich  kleinen  Kräfte  ist,  die  man  sich  an  alle  Punkte, 
aus  welchen  der  Körper  besteht,  angebracht  denken  kann, 
nennt  man  die  bewegende  Kraft,  der  Factor  <p  ihres 
Werthes  mrp  heilst  die  beschleunigende  Kraft,  und  ist 
nichts  Anderes,  als  die  bewegende  Kraft  auf  die  Einheit  der 
Masse  bezogen. 
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Die  bewegende  Kraft  geht  in  einen  Druck  über,  wenn 
die  Masse,  auf  welche  sie  wirkt,  auf  einer  festen  Ebene  lieg*, 
die  senkrecht  auf  der  Richtung  der  Kraft  stellt.  Ein  Druck 
und  eine  bewegende  Kraft  unterscheiden  sich  daher  nur  da- 
durch, dafs  die  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  ,  die  ein 
Druck  hervor  zu  bringen  strebt,  beständig  durch  den  Wider- 
stand der  festen  Ebene,  die  den  Druck  erleidet,  aufgehoben 
werden,  während  diejenigen,  welche  wirklich  in  jedem  Zcit- 
theile  durch  die  bewegende  Kraft  hervorgebracht  werden ,  sich 
in  dem  bewegten  Körper  anhäufen,  woraus  eine  endliche  Ge- 
schwindigkeit nach  einer  endlichen  Zeil  entspringt.  Zwei 
Drucko  verhalten  sich  zu  einander,  wie  dio  Massen,  mullipli- 
ciert  mit  den  unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten,  dio  sie 
denselben  in  jedem  Augenblicke  mitzulhcilen  streben,  und  die 
sie  ihnen  wirklich  miltheilen  würden,  wenn  die  Massen  frei 
wären. 

123. 

Wenn  die  Bewegung,  die  allen  Punkten  des  Körper9  ge- 
meinschaftlich ist,  gleichförmig  beschleunigt  ist,  und  man  g  den 
Zuwachs  der  Geschwindigkeit  nennt,  der  in  jeder  Zeiteinheit 
statt  hat,  so  ist 

<f  =  g,  f  —  m£- 
Für  eine  andere  beständige  Kraft  /',  die  auf  eine  Masse 
in'  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  g'  in  der  Zeiteinheit  her- 
vorbringt ,  hat  man  ebenso 

=z  m  g  . 

Die  Beobachtungen  haben  aber  gelehrt,  dafs  zwei  schwere 
Körper,  wie  auch  sonst  ihre  Materie  verschieden  seyn  mag, 
dieselbe  Geschwindigkeit  erlangen,  wenn  sie  während  dessel- 
ben Zeitraumes  im  leeren  Räume  fallen.  Bei  der  Schwer- 
kraft ist  also  g  =  g',  und  die  Gewichte  /  und  f  zweier 
beliebiger  Körper  verhallen  sich  daher  zu  einander,  wie  ihre 
Massen  m  und  m  ,  so  wie  wir  es  in  f.  60  angenommen  ha- 
ben. Die  blofsc  Thatsache,  die  durch  die  tägliche  Erfahrung 
bestätigt  wird,  dafs  verschiedenartige  Körper  gleiches  Gewicht 
unter  ungleichem  Volumen  haben,  war  nicht  hinreichend,  um 
zu  entscheiden,  ob  ihre  Massen  gleich  oder  ungleich  seyen, 
man    mufsle   aufserdem  noch  wissen,  dafs  die  Schwerkraft 
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ihnen  dieselbe  Bewegung  mittheilt,  um  aus  der  Gleichheit  der 
Gewichte  auf  die  Gleichheit  der  Quantität  ihrer  Materie  Schne- 
lsen zu  können. 

Das  Gewicht  eines  schweren  Körpers,  der  im  leeren 
Räume  fallt,  ist  seine  bewegende  Kraft  und  die  Schwerkraft 
die  beschleunigende  Kraft.  Der  Kürze  halber  nennt  man  oft 
die  Geschwindigkeit  g  die  Schwere  oder  die  Schwerkraft, 
während  sie  nur  das  Maafs  dieser  Kraft  ist. 

124. 

Wenn  gegebene  Kräfte  auf  die  Oberfläche  oder  andere 
Theile  eines  festen  Körpers  wirken,  und  hieraus  für  alle  seine 
Punkte  gleiche  und  parallele  Geschwindigkeiten  entstellen,  so 
müssen  diese  Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft  haben,  die,  der 
GrÖfse  und  Richtung  nach ,  mit  der  bewegenden  Kraft  zusam- 
men fällt,  wie  diese  so  eben  erklärt  worden  ist,  und  hieraus 
leitet  man  die  beschleunigende  Kraft  ab,  indem  man  sie  durch 
die  ganze  Masse  des  Körpers  dividiert. 

Man  nehme  z.  13.  an ,  ein  schwerer  Körper  falle  in  der 
Luft,  im  Wasser  oder  in  einer  anderen  Flüssigkeit,  und  seine 
Gestalt  und  Dichtigkeit  seyen,  wenn  er  nicht  gleichartig  ist, 
symmetrisch  um  eine  verlicale  Axe.  Es  ist  offenbar,  dafs,  da 
alles  um  diese  Axe  herum  ähnlich  ist,  alle  Punkte  des  Körpers 
verlicale  gerade  Linien  beschreiben  werden;  dies  erfordert,  da 
von  einem  festen  Körper  die  Rede  ist,  dafs  sie  alle  dieselbe 
Geschwindigkeit  in  demselben  Zeitpunkte  haben. 

Der  Widerstand  des  Mittels,  der  auf  die  Oberfläche  des 
Körpers  ausgeübt  wird,  reduciert  sich  dalier  auf  eine  Kraft, 
die  nach  der  Axe  seiner  geometrischen  Gestalt  gerichtet  ist. 
Ich  bezeichne  die  Intensität  des  Widerstandes  in  einem  belie- 
bigen Augenblicke  durch  R,  den  entsprechenden  Theil  der 
beschleunigenden  Krall  des  Körpers  durch  ip  und  seine  Masse 
durch  im  j   alsdann  hat  man 

  R  * 

^  in 

Da  die  Richtung  dieser  Kraft  derjenigen  entgegengesetzt 
ist,  welche  die  Schwerkraft  während  seines  Falles  dem  Kör- 
per miltlieilt,  so  ist  die  ganze  beschleunigende  Kraft  g  —  %/jm 
Wenn  der  Körper  verlical  von  unten  nach  oben  geworfen 
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wird,  so  wirken  die  beiden  Kräfte  in  demselben  Sinne,  und 
die  ganze  beschleunigende  Kraft  ist  alsdann  negativ  und  gleich 
—  g  —  V*  *^*e  Theorie  des  Widerstandes  der  Flüssigkeiten 
ist  nocli  zu  wenig  ausgebildet,  als  dafs  man  den  Werth  von 
R  a  priori  bestimmen  könnte,  indem  dieser  von  der  Ge- 
schwindigkeit p,  die  der  Korper  besitzt,  von  dessen  Gestalt, 
von  der  Dichtigkeit  und  der  Natur  der  Flüssigkeit  abhängen 
kann.  Gewöhnlich  nimmt  man  an,  dafs  er  dem  Quadrate  von 
v  und  der  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  die  ich  durch  q  be- 
zeichne, proportional  ist,  so  dafs  man 

Ii  ~  oqv2 

hat,  wo  a  ein  Coeificient  ist,  der  nur  von  der  Form  und 
den  Dimensionen  des  Körpers,  von  der  Natur  der  llüssigen 
oder  luftförmigen  Flüssigkeit  und  von  ihrer  Temperatur  ab- 
hängen kann. 

Hat  man  eine  Kugel,  so  betrachtet  man  den  CoeiTicieuten 
a  als  der  Überdache  oder  dem  Quadrate  ihres  Durchmessers 
proportional.  Bezeichnet  «man  durch  /*  seinen  Halbmesser, 
durch  D  seine  Dichtigkeit,  so  dafs  seine  Masse 

m  =  —  Dr* 

ist,  so  folgt  hieraus 

y  QV 2 
*  =  -7J7> 

wo  y  einen  numerischen  Coelficienten  bedeutet,  der  für  alle 
Kugeln  dieselbe  ist,  und  dessen  Werth,  für  jede  besondere 
Beschaffenheit  der  Flüssigkeit,  durch  Versuche  bestimmt  wer- 
den mufs.  Da  die  Grüfte  xp  derselben  Art  ist  wie  g,  so  folgt 
hieraus,  dafs,  wenn  man  durch  k  eine  gegebene  Geschwindig- 
keit bezeichnet,  alsdann 

D  r  k  2 

n>   ~~  s 

8eyn  mufs,  damit  der  Werth  von  i/>  die  Form 

annimmt,  dem  Principe  der  Gleichartigkeit  der  Gröfsen  gemäls 
({.23). 

125. 

Wenn  eine  und  dieselbe  beständige  Kraft  allmälich  auf 
verschiedene  Massen  wirkt,  so  bringt  sie  gleichförmig  beschlcu- 
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niglo  Bewegungen  hervor,  bei  welchen  die  beschleunigende 
Kraft ,  oder  der  bestandige  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  in 
jeder  Zeiteinheit,  sich  umgekehrt  wie  die  Masse  verhält. 

So  z.B.,  wenn  /  das  Gewicht  mg  einer  Masse  m  ist, 
und  man  hangt  diese  Masse  am  Ende  eines  Fadens  auf,  der 
mit  dem  anderen  Ende  an  eine  andere  Masse  m'  befestigt  ist, 
die  auf  einer  horizontalen  Fläche  liegt,  so  ist  es  offenbar, 
dafs  diese  beiden  Massen  dieselbe  gleichförmig  beschleunigte 
Bewegung  haben  werden ,  die  von  der  Kraft  f  herrührt, 
wenn  mau  die  Reibung  und  das  Gewicht  des  verticalen  Theils 
des  Fadens  bei  Seite  setzt.  Nennt  man  daher  die  beschleu- 
nigende Kraft  dieser  Bewegung,  so  hat  man 

,  _  f_ 

m  -f-  m 

oder,  was  dasselbe  ist, 

g'  =  g  .  cos  «, 

indem  man  durch  a  einen  Winkel  bezeichnet,  so  beschaffen, 

dafs  f  . 

m  =  {m  -J-  m  )  cos  « 

ist. 

Die  hier  betrachtete  Bewegung  ist  daher  dieselbe,  wie 
die  eines  schweren  Körpers  auf  einer  geneigten  Ebene,  die 
mit  der  Verticalen  den  Winkel  a  einschliefst  (J.  117). 

Da  alle  Körper  beweglich  sind ,  und  Geschwindigkeiten 
annehmen  können,  die  im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer 
Massen  stehen,  wenn  sie,  während  derselben  Zeit,  der  Wir- 
kung derselben  Kraft  unterworfen  werden,  so  folgt  hieraus, 
dafs  es  eigentlich  keinen  festen  Körper  giebt,  der  in  Wahr- 
heit unbeweglich  ist.  Die  Körper,  die  man  so  nennt,  sind 
solche,  deren  Massen  sehr  grofs  sind,  im  Verhältnis  zu  denen, 
von  welchen  die  bewegenden  Kräfte,  die  man  au  sie  anbringt, 
abhängen ,  und  die  daher  nur  sehr  kleine  Geschwindigkeiten 
durch  die  Wirkung  dieser  Kräfte  erhalten  können.  An  der 
Oberfläche  der  Erde  sind  dies  die  Körper,  die  an  diese  Ober- 
fläche befestigt  sind,  und  nur  eine  Masse  mit  der  des  Erd- 
körpers ausmachen,  und  wenn  man  im  vorhergehenden  Bei- 
spiele diese  Masse  statt  rri  nimmt,  so  sieht  man,  dafs  die 
Geschwindigkeit  g' ,  die  ihr  in  der  Einheit  der  Zeit  durch 
ein  Gewicht  mg,  das  einer  Masse  m  von  gewöhnlicher  Gröfse 
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entspricht,  nütgetheilt  wird,  als  ganz  unmerklich  angeschen 
werden  kann. 

126. 

Man  nennt  gewöhnlich  das  Produkt  aus  der  Masse  eines 
Körpers  in  seine  Geschwindigkeit  die  Gröfse  der  Bewe- 
gung eines  Körpers,  weil  die  Geschwindigkeit  in  dem 
Körper  liegt,  und  die  Bewegung  nur  eine  Folge  derselben  ist. 

Es  giebt  keine  Kraft,  die  augenblicklich  eine  Bewegung 
von  endlicher  Gröfse  hervorbringt.  Der  Stöfs  eines  festen 
Körpers,  der  in  Bewegung  ist,  gegen  einen  festen  Körper, 
der  in  Ruhe  ist,  t heilt  diesem,  in  einer  sehr  kurzen,  aber 
nicht  unendlich  kleinen  Zeit,  eine  Geschwindigkeit  mit,  die 
zuweilen  sehr  grofs  seyn  kann,  und  während  dieses  Zeilraumes 
andern  die  beiden  Körper  ihren  Ort  nicht  auf  merkliche  Weise. 
So  hart  man  sie  sich  auch  denken  mag,  immer  drücken  sie 
sich  wechselseitig,  wenn  auch  noch  so  wenig,  zusammen. 
Die  Geschwindigkeit  geht  von  dem  einen  zum  anderen  in 
unendlich  kleinen  Zwischenstufen  über,  und,  wenn  man  die 
Elasticität  beider  Körper  bei  Seite  setzt,  so  hört  ihre  wechsel- 
seitige Wirkung  auf,  sobald  sie  gleiche  Geschwindigkeit  erlaugt 
haben.  Diese  schnelle  Mittheilung  der  Bewegung,  ohne  merk- 
liche Ortsveränderung  der  Massen,  ist  das,  was  man  einen 
Stöfs  oder  einen  Impuls  nennt;  er  ist,  wie  man  sieht, 
einer  bewegenden  Kraft  gleich,  die  während  eiuer  sehr  kurzen 
Zeit  mit  einer  sehr  grofsen  Intensität  wirkt.  . 

Betrachtet  man  daher  den  Stöfs  als  die  Summe  der  un- 
endlich kleinen  Wirkungen  einer  bewegenden  Kraft,  so  kann 
man  hieraus  den  Schlufs  ziehen,  dafs  dieser  sich  in  zwei 
andere  Stöfse  nach  gegebenen  Richtungen,  durch  die  Regel 
des  Parallelogramms  der  Kräfte,  zerlegen  läfst,  wie  jede  dieser 
all  mal  ich  en  Wirkungen.  Wenn  man  z.B.  auf  den  Rücken 
eines  Keils  einen  senkrechten  Stöfs  ausübt,  den  ich  P  nennen 
werde,  so  läfst  sich  dieser  in  zwei  andere  Stöfse  zerlegen, 
die  auf  seine  beiden  Seitenflächen  senkrecht  sind,  und 
wenn  man  diese  beiden  Seitenkräfte  durch  Q  und  Q'  bezeich- 
net, durch  K  und  K'  die  Längen  der  Seiten  Hachen,  welchen 
sie  entsprechen ,  und  durch  H  die  des  Rückens  des  Keils ,  so 
sieht  man  leicht,  dais  man,  nach  der  angeführten  Regel, 
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Q  :  P  SS  K  :  H 
,      Q*  :  P  SS  K'  :  H 
hat,  woraus  mau  findet 

Nimmt  mau  daher  au,  dafs  dieser  Stöfs  von  einer  Masse 
7)i  herrührt,  die  den  Kopf  des  Reils  mit  einer  Geschwindig- 
keit a  trifft,  so  werden  sich  seine  beiden  Seitenflächen,  oder 
vielmehr  die  festen  Gegenstände,  auf  welche  sie  sich  stützen, 
in  demselben  Falle  hefinden ,  als  wenn  sie  senkrecht  durch 
dieselbe  Masse  m  getroffen  würden  ,  die  die  Geschwindigkei- 
ten besitzt,  welche  ihren  Längen  proportional  sind  und  durch 

und  ^  a  ausgedrückt  werden. 
tt  Ii 

127.  - 

Wenn  ein  fester  Körper,  der  in  Ruhe  ist,  zu  gleicher 
Zeit  und  in  entgegengesetzter  Richtung  durch  zwei  andere 
Körper  getroffen  wird,  deren  Massen  m  und  m'  und  deren 
Geschwindigkeiten  v  und  v  sind;  wenn  diese  drei  Körper, 
sowohl  der  Gestalt  als  der  Dichtigkeit  nach,  symmetrisch  um 
eine  und  dieselbe  Axe  gebildet  sind,  und  alle  Punkte  der  zwei 
letzteren  sich  mit  dieser  geraden  Linie  parallel  bewegen;  so  hal- 
ten sich  die  Stöfse,  die  sie  auf  den  zwischen  ihnen  befindlichen 
Körper  ausüben,  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Grölsen  der 
Bewegung  mv  und  m V  gleich  sind,  d.h.  diese  Grölsen  der 
Bewegung  werden  in  einer  sehr  kurzen  Zeit  in  den  dazwi- 
schen liegenden  Körper  übergehen  und  sich  daselbst  aufheben, 
ohne  dafs  dieser  Körper  auf  eine  merkliche  Weise  seinen  Oit 
ändert. 

Das  Gleichgewicht  hat  auch  statt,  wenn  man  die  dazwi- 
schen liegenden  Körper  wegnimmt  und  die  Geschwindigkeit 
unmittelbar  von  einem  dieser  zwei  Körper  in  den  anderen 
übergelit.  So  bringen  sich  zwei  Körper,  die  einander  be- 
gegnen, in  Ruhe,  abgesehen  von  der  Elasticität,  sobald  sie 
sich  stofsen  und  ihre  Massen  im  umgekehrten  Verhältnisse 
ihrer  Geschwindigkeiten  stehen,  und  umgekehrt  sind  die  Pro- 
dukte der  Massen  und  Geschwindigkeiten  gleich,  sobald  im 
Slofse  der  zwei  Körper  Gleichgewicht  ist.     Man  nimmt  hier, 
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wie  gesagt ,  an ,  dafs  die  beiden  Körper  um  eine  und  dieselbe 
gerade  Linie  symmetrisch  sind,  und  dafs  die  Geschwindigkei- 
ten aller  ihrer  Punkte  dieser  geraden  Linie  parallel  sind, 
welche  diejenige  ist,  die  durch  die  Schwerpunkte  beider  Mas- 
sen geht.  Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  bei  dem  Stöfs* 
dieser  Körper  ist  daher  die  Gleichheit  ihrer  Greisen  der  Be- 
wegung oder  die  Gleichung 

mv  =  m'  v' , 

wo  m  und  m'  ihre  Massen  und  v  und  v'  ihre  Geschwindig- 
keiten sind. 

Wir  werden  in  der  Folge  die  Bewegungen  bestimmen, 
die  nach  dem  Stofse  stalt  haben ,  wenn  diese  Bedingungen, 
die  sich  auf  die  Gröfsen  und  die  Richtung  der  Geschwindig- 
keiten und  auf  die  Gestalt  der  Körper  beziehen,  nicht  vor- 
handen sind,  oder  wenn  man  auf  ihre  Llasticität  Rücksicht 
nimmt. 

Aus  diesem  Gesetze  des  Gleichgewichtes  beim  Stofse  folgt, 
dafs  der  Stöfs  das  directeste  Mittel  darbietet,  die  Masse  der 
Körper  zu  bestimmen.  Man  müiste  nemlich  allen  Punkten 
eines  Körpers,  dessen  Masse  als  Einheit  genommen  wird,  eine 
bekannte  Geschwindigkeit  a  milthcilen,  und  wenn  man  die 
Geschwindigkeit  v  genau  bestimmen  könnte,  welche  alle  Punkte 
eines  anderen  Körpers  besitzen  müssen,  damit  dieser  dem  ersten 
das  Gleichgewicht  halt,  wenn  er  denselben  in  einer  Richtung, 
die  dessen  Bewegung  entgegengesetzt  ist,  trifft,  so  wäre  der 

a 

numerische  Werth  der  zweiten  Masse  — ;  indessen  braucht  es 

nicht  besonders  bemerkt  zu  werden,  dafs  dieses  Mittel  unaus- 
führbar ist,  und  dafs  man  sich  an  das  Gewicht  der  Körper 
halten  mufs,  wenn  man  ihre  Massen  messen  will. 

Hieraus  folgt  auch,  dafs  zwei  Slöfse,  die  auf  einen  festen 
Körper  ausgeübt  werden,  als  gleich  starke  angesehen  werden 
müssen,  wenn  sie  gleichen  Gröfsen  der  Bewegung  entsprechen, 
so  dafs,  im  Beispiele  des  vorigen  der  Rücken  und  die 
Seitenflächen  des  Keils  dieselben  Wirkungen  erleiden  würden, 
oder  mit  derselben  Kraft  gestofsen  würden  ,  wenn  die  Masse 
rn  und  die  Geschwindigkeit  a  durch  die  Masse  m'  und  die 
Geschwindigkeit  a  ersetzt  würden,  so  dafs  man  ma  =  m  a 
hätte. 
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128. 


Wenn  zwei  Stöfse,  die  von  Geschwindigkeiten  herrüh- 
ren, welche  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Massen  stehen, 
zu  gleichen  Zeiten  auf  zwei  Schalen  einer  Wage  ausgeübt 
werden,  so  wird  Gleichgewicht  vorhanden  seyn.  Die  Wage 
ersetzt  neinlich  hier  den  dazwischen  befindlichen  Körper,  von 
welchem  im  vorhergehenden  f.  die  Rede  war.  Dies  ist  z.  B. 
der  Fall  bei  zwei  schweren  Körpern,  deren  Massen  m  und 
m  sind,  und  die  in  demselben  Augenblicke  auf  diese  zwei 
Schalen  fallen,  nachdem  sie  die  Geschwindigkeiten  v  und  v' 
erlangt  haben,  so  dafs  man  mv  =  m  V  hat. 

Wenn  die  Masse  m  in  einer  der  Schalen  in  Ruhe  ist, 
so  übt  ihr  Gewicht  einen  Druck  aus,  der,  im  Allgemeinen, 
durch  den  Stöfs  der  anderen  Masse  aufgehoben  wird.  Es  ist 
aber  nicht  richtig,  wenn  man,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht, 
sagt,  dafs  dies  immer  statt  habe,  wie  grofs  auch  der  Druck 
in  seiner  Art  und  wie  gering  der  Stöfs  in  der  seinigen  sey. 

Man  kann  nemlich  den  Stöfs  von  m  durch  eine  bewe- 
gende Kraft  ersetzen,  die  auf  eine  der  beiden  Schalen,  ohne 
sie  merklich  von  ihrem  Orte  zu  entfernen,  während  einer 
sehr  kurzen  Zeit,  die  ich  durch  %  bezeichne,  wirkt.  Bezeich- 
net man  ferner  durch  m' udt  die  unendlich  kleine  Gröfse 
der  Geschwindigkeit,  welche  diese  veränderliche  Kraft  wall- 
end der  Zeit  dt  hervorbringt,  so  ist  das  Produkt  m  J**udt 

die  Gröfse  der  Geschwindigkeit,  welche  sie  der  Wage  wäh- 
rend der  Zeit  %  mittheilt.  Während  dieser  Zeit  bringt  das 
Gewicht  77i  eine  Gröfse  der  Bewegung  hervor,  die  durch  mgx 
ausgedrückt  wird,  wenn  man  die  Schwerkraft  durch  g  be- 
zeichnet.    Damit  Gleichgewicht  in  dem  Systeme  ist,  mufs 

daher  das  Iniegvul^J^J  udt  die  ganze  Geschwindigkeit  v  seyn, 

welche  die  Masse  m  in  dem  Augenblicke  besitzt,  wenn  der 
Stöfs  beginnt,  so  dafs  sie  gar  keine  Geschwindigkeit  mehr 
hat,  wenn  der  Stöfs  zu  Ende  ist.  Dies  vorausgesetzt,  ist 
es  hinreichend,   dafs  die  Gröfsen  der  Bewegung  mgt  und 


in  entgegengesetztem  Sinne  mitgctheilt  werden,  einander  gleich 


während  der  Dauer  des  Slofses 
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seyen.  Dio  Bedingung  dieses  Gleichgewichtes  wird  daher  durch 
dio  Gleichung 

mV  =  mg* 

ausgedrückt,  und  je  nachdem  man,  im  entgegengesetzten  Falle, 
mV  >•  mgT  oder  m V  <  m^T  hat,  so  ist  der  Stöfs  dem 
Drucke,  oder  der  Druck  dem  Stofse  überlegen.  Wiewohl 
aber  die  Zeit  %  sehr  klein  ist,  so  kann  der  letztere  Fall  doch 
eintreten,  wenn  man  annimmt,  dafs  die  blasse  m  im  Ver- 
haltnifs  zur  Masse  m'  hinlänglich  grofs  ist.  Sollte  dieser  Fall 
nicht  eintreten  können,  so  müfste  die  Dauer  des  Stufscs  un- 
endlich klein  seyn,  was  in  der  Natur  nicht  statt  findet. 

Die  Dynamik  ist  eine  fortgesetzte  Anwendung  der  Prin- 
eipien,  die  wir  in  diesem  Kapitel  ausführlich  erläutert  haben, 
und  von  welchen  man  eine  klare  Vorstellung  haben  mufs, 
ehe  man  es  versuchen  kann ,  die  verschiedenen  Aufgaben, 
welche  sich  auf  die  Bewegung  der  Körper  beziehen,  auf- 
zulösen. 
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Zweites  Kapitel. 

Beispiele  der  geradlinigen  Bewegung. 

129. 

Nach  dem,  was  man  in  f.  119  gesehen  hat,  sind  die 
Gleichungen  der  geradlinigen  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  folgende: 

dx  dv  d2x 

p~  de'  v-di'  *-JiZ 

Die  letzte  Gleichung  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  zwei 
anderen;  x  bezeichnet  den  Absland  eines  Körpers  von  einem 
Testen  Punkte  der  geraden  Linie,  die  er  beschreibt,  am  Ende 
der  Zeit  t,  v  seine  erlangte  Geschwindigkeit,  rp  die  Kraft, 
die  ihn  treibt.  Dieser  Ausdruck  rp  kann  positiv  oder  negativ 
seyn ,  je  nachdem  diese  Kraft  im  Sinne  der  Geschwindigkeit 
v  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  wirkt.  Diese  Gleichungen 
gellen  nicht  blos  für  einen  einzelnen  materiellen  Punkt,  son- 
dern auch  für  einen  festen  Körper  von  beliebiger  Gröfse, 
dessen  Punkte  alle  gerade  parallele  Linien  beschreiben,  und 
daher  eine  gemeinscliaflliche  Bewegung  haben ;  rp  ist  alsdann 
die  beschleunigende  Kraft,  die  der  bewegenden  Kraft,  durch 
die  Masse  des  Körpers  dividiert,  gleich  ist.  Der  Werth  von 
<p  mufs  bei  jeder  Aufgabe  gegeben  seyn,  und  die  Frage  be- 
steht darin,  aus  demselben  durch  Integralion  die  Werthe  von 
v  und  x  als  Functionen  von  t  abzuleiten.  Diese  Werthe 
enthalten  zwei  willkührliche  Constauten,  deren  Werth  man 
nach  den  Wertben,  die  x  und  v  im  Anfange  der  Bewegung 
haben,  welche  bei  jeder  Aufgabe  bekannt  seyn  müssen,  be- 
stimmt. Ich  werde  von  jetzt  an  voraussetzen,  dal's  man  die 
Zeit  t  vom  Anfange  der  Bewegung  an  ziihlt,  so  dafs  die  ge- 
gebenen Werthe  von  x  und  v  dem  Werthe  von  t  =  o  ent- 
sprechen. 

Die  Integration  in  geschlossener  Form  ist  nur  dann  all- 
gemein möglich,  wenn  <p9  wie  wir  in  den  folgenden  Beispie- 
len voraussetzen  werden,  nur  von  einer  der  Gröfsen  t,  v,  x 
abhängt.    Wenn  der  gegebene  Werth  von  rp  sie  alle  drei  oder 
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nur  zwei  enthalt,  so  lassen  sich  die  Werlhe  von  x  und  \> 
nur  durch  Reihen  ausdrücken. 

t30. 

Man  nehme  zuerst  an,  die  Kraft  q>  sey  eine  beständige, 
und  man  wolle ,  z.  B. ,  die  verlicale  Bewegung  eines  Körpers 
erfahren,  der  im  leeren  Räume,  durch  die  Schwerkraft  ge- 
trieben, fallt. 

Bezeichnet  man  diese  Kraft  durch  gy  so  hat  man 

d*x  _ 

und  hieraus  folgt 


p  =  gt,    x  z=  igt 


2 


und  folglich 

v2  ==  2gxy 

indem  man  annimmt,  dafs  der  Abstand  x  vom  Ausgangspunkte 
des  Körpers  gezählt  wird ,  und  die  anfangliche  Geschwindig- 
keit Null  ist,  so  dafs  x  —  o  und  v  =  o  ist,  wenn  t  =  o  ist. 

Nennt  man  a  die  Geschwindigkeit  ,  die  der  Körper  er- 
langt, wenn  er  von  einer  Höhe  h  fallt,  so  hat  man 

a  =  yf2gh, 

wras  einen  sehr  bequemen  Ausdruck  für  eine  beliebige  Ge- 
schwindigkeit darbietet,  vermittelst  der  Höhe,  von  welcher 
ein  schwerer  Körper  fallen  mufs,  um  sie  zu  erlangen,  und 
der  beständigen  Geschwindigkeit  g.  Bezeichnet  man  die  Zeit, 
die  der  Körper  braucht,  um  von  dieser  Höhe  zu  fallen,  durch 
&9  so  hat  man  auch 

g  g  9  aö  2g 

W  ird  der  Körper  vertical  von  unten  nach  oben  geworfen, 
so  ist  die  Gleichung  seiner  Bewegung  im  leereu  Räume 

d2x 


dt2 


—  g 


wo  g  dieselbe  beständige  Geschwindigkeit  ist,  wie  im  vorher- 
gehenden Falle,  da  man  annimmt,  dafs  die  Wirkung  der 
Schwere  auf  die  sich  bewegenden  Körper,  ebensowohl  von 
der  Richtung,  nach  welcher  sie  sich  bewegen,  als  auch  von 
der  Gröfse  der  Geschwindigkeit,  unabhängig  ist.    Nimmt  man 

13 
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an,  dafs  a  die  anfängliche  Geschwindigkeit  ist,  so  findet  man 
hieraus 

v  =  a  —  gt,  x  =  at  —  igt2 
für  die  Geschwindigkeit  in  einem  gewissen  Augenblicke  und 
den  bis  dabin  durchlaufenen  Raum.  Es  ist  offenbar,  dafs  der 
Körper  sich  so  lange  erheben  wird,  bis  diese  Geschwindigkeit 
Null  ist.  Nennt  man  daher  &'  die  Zeit,  während  welcher  er 
in  die  Höhe  steigt,  und  h'  die  Höhe,  die  er  erreicht,  so 
hat  man  a  a2 

und  da  diese  Werlhe  mit  denen  von  <&  und  h  im  vorherge- 
henden Falle  zusammen  fallen,  so  findet  man  daraus,  dafs 
ein  schwerer  Körper,  der  mit  der  Geschwindigkeit  a  in  die 
Höhe  geworfen  wird,  sich  im  leeren  Räume  bis  zu  der  Höhe 
erhebt,  von  welcher  er  herab  fallen  müfste,  um  dieselbe  Ge- 
schwindigkeit zu  erlangen,  und  dafs  die  Zeit,  während  wel- 
cher er  sich  erhebt,  dieselbe  ist,  wie  die,  während  welcher 
er  fallt. 

Gewöhnlich  nennt  man  h  die  Höhe,  die  zu  der  Geschwin- 
digkeit a,  und  umgekehrt  a  die  Geschwindigkeit,  die  zur 
Höhe  h  gehört. 

131. 

Es  ist  immer  hinreichend,  der  Körper  mag  nun  in  die 
Höhe  steigen  oder  herab  fallen,  um  die  Gleichungen  seiner 
Bewegung  auf  einer  geneigten  Ebene  zu  bilden ,  dafs  man  in 
den  vorhergehenden  Gleichungen  g  cos  a  statt  g  setzt ,  indem 
man,  wie  in  f.  117,  durch  a  das  Complemcnt  des  Winkels, 
der  die  Neigung  der  gegebenen  Ebene  gegen  die  horizontale 
Ebene  angiebt,  bezeichnet. 

Fällt  der  Körper,  so  hat  man 
v  =  g  t .  cos  a ,    x  =z  l  g  t 2  cos  a ,    v  2  =  2  g  x  cos  a , 
nennt  man  aber  die  Länge  der  geneigten  Ebene  /  und  ihre 
Höhe  h,  so  hat  man 

h  =  l  cos  a , 

und  bezeichnet  man  durch  h  die  Geschwindigkeit ,  welche  der 
Körper  erlangt  hat,  nachdem  er  diese  ganze  Lange  durchlau- 
fen hat,  so  hat  man 

h2  =  2gl  cos«  =  2gh, 


Digitized  by  Google 


195 


\vorau$  hervorgeht,  dal«  diese  Geschwindigkeit  h  dieselbe  ist, 
als  wenn  der  Körner  die  Verticale  h  durchlaufen  hätte. 

Sey  ABC  (Fig.  34)  die  Peripherie  eines  Kreises ,  dessen 
Ebene  vertical  ist.  Man  nehme  an,  es  bezeichne  AB  seinen 
verticalen  Durchmesser  und  suche,  nach  den  vorhergehenden 
Gleichungen,  die  Zeit,  die  ein  schwerer  materieller  Punkt 
braucht,  um  die  Sehne  AC  zu  durchlaufen,  die  nach  dem 
oberen  Ende  dieses  Durchmessers  gezogen  ist.  Fällt  man  von 
dem  Punkte  C  die  senkrechte  Linie  CD  auf  AB,  so  hat  man 
in  diesem  Falle 

AC=z  /,    AD  =  h. 
Bezeichnet  man  aber  durch  &  die  fragliche  Zeit,  so  hat  man 

'  =  ig*2  cos«  =  g  — . 

Aufscrdem  hat  man,  vermöge  einer  bekannten  Eigenschaft 
des  Kreises, 

/*  =  hb, 

wenn  man  durch  b  den  Durchmesser  AB  bezeichnet,  und 
hieraus  ,foJgt 

gh  g 

Diese  Zeit  ist  aber  dieselbe,  wie  die,  welche  der  Kör- 
per braucht,  um  von  einer  verticalen  Höhe  b  herab  zu  fal- 
len; hieraus  folgt  abo,  dafs  die  Sehne  AC  in  derselben  Zeit 
durchlaufen  wird,  wie  der  Durchmesser  AB* 

Man  findet  dasselbe  Resultat,  wenn  man  die  Bewegung 
auf  der  Sehne  CB  betrachtet,  die  nach  dem  unteren  Ende 
von  AB  gezogen  ist,  und  ebenfalls  in  derselben  Zeit  durch-* 
laufen  wird,  wie  dieser  verticale  Durchmesser. 

Dieser  Lehrsatz ,  der  nicht  von  der  Lange  der  durchlau-  ' 
fenen  Sehne  abhängt,  ist  auch  noch  wahr,  wenn  diese  un- 
endlich klein  wird,  was  daher  rührt,  dafs  alsdann  auch  die 
Seilenkraft  der  Schwerkraft,  die  nach  dieser  Länge  wirkt, 
keine  endliche  Gröfse  mehr  seyn  wird.  \ 

132. 

Man  betrachte  jetzt  die  Bewegung  eines  festen  schweren 
Körpers,  welcher  von  oben  nach  unten  oder  von  unten  nach 

13* 
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oben  in  ein  widerstehendes  Mitlei  geworfen  wird,  und  dessen 
Punkte  sämmtlich  verticale  gerade  Linien  beschreiben.  Damit 
die  beschleunigende  Kraft  nur  von  der  Geschwindigkeit  ab- 
hänge, werde  ich  annehmen,  dafs  das  Mittel  überall  dieselbe 
Dichtigkeit  habe. 

Für  den  Fall,  dafs  der  Körper  fallt,  hat  man 

indem  man  annimmt,  dafs  der  Widerstand  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist  (f.  124),  und  durch  £^ine  be- 
ständige gegebene  Geschwindigkeit  bezeichnet.  Da  dieser  Werth 
von  (p  eine  Function  von  v  ist,  so  mufs  man  die  zweite 
Gleichung  (l)  anwenden,  und  man  findet  daraus 

k2dv  k  f  dv>  dv  N 

Integriert  man,  und  setzt  die  Anfangsgeschwindigkeit  =z  o, 

so  dafs  vzzzo  ist,  wenn  t  =  o  ist,  so  folgt  daraus 

7         h  -f-  v 
gt  =iil0Sl£-, 

und  umgekehrt 
woraus  alsdann  folgt 

p (2) 

Ich  bezeichne  hier  durch  e  die  Basis  der  natürlichen  Lo- 
garithmen und  durch  log  einen  Logarithmen  dieser  Art.  Die- 
ses werde  ich  auch  überall  im  Folgenden  thun,  jedoch  aber 
zuweilen  den  Buchstaben  e  anwenden,  um  andere  Gröfsen,  in 
Formeln,  wo  die  Basis  dieser  Logarithmen  nicht  vorkommt, 
zu  bezeichnen.    Der  genäherte  Werth  dieser  Basis  ist 

e  ZZ  2,7182818 

ttod  der  des  bestandigen  Modulus,  durch  welchen  man  den 
natürlichen  Logarithmen  irgend  einer  Zahl  mulliplicieren  mufs, 
um  daraus  den  gewöhnlichen  Logarithmen  dieser  Zahl  abzu- 
leiten, ist  0,4342945. 
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Da  fix  =  vdt,  so  hat  man 

h2  f  S±    ,  £fN 

*  =  —  lo&l\e  k    +  e      kJ  (3) 

ö 

wenn  man  integriert  und  x  z=  o  setzt,  wenn  t  =  o  ist.  Auch 
hat  man 

und  daher 

*  =  Tg  106  <4) 

als  Werth  von  x,  in  einer  Function  von  v  ausgedrückt. 

133. 

Diese  Formeln  enthalten  die  vollständige  Auflösung  der 
Aufgabe.  Man  kann  daraus  die  Folgerung  ziehen,  dafs  die 
Geschwindigkeit,  wenn  die  Zeit  unaufhörlich  zunimmt,  sich 
immer  mehr  der  Gleichförmigkeit  nähert,  und  dafs  sie  als 
gleichförmig  angesehen  werden  kann,  wenn  die  Geschwindig- 
keit gt,  die  durch  die  Schwerkraft  erzeugt  wird,  sehr  grofs 
im  Verhältnifs  zu  k  geworden  ist.    Vernachläfsigt  man  nem- 

licli  alsdann  die  Exponent ialgröfse  e  a  ,  die  ein  sehr  kleiner 
Bruch  ist,  so  hat  man 

h2 

v  ~  hy    (f)  rz  oy    x  =  ht  log  2. 

Da  der  Widerstand  der  Flüssigkeit  eine  Kraft  ist ,  die 
an  der  Oberfläche  des  Körpers  ausgeübt  wird ,  so  ist  die  daraus 
entspringende  Kraft  unabhängig  von  der  Masse,  und  würde 
dieselbe  seyn ,  sowohl  wenn  der  Körper  aus  einem  sehr  dich- 
ten Stoffe  gebildet  wäre ,  als  auch ,  wenn  man  den  im  Inneren 
des  Körpers  befindlichen  Stoff  wegnähme,  und  denselben  auf 
eiue  dünne  Rinde  reducierte.  Da  sich  aber  die  beschleuni- 
gende Kraft  aus  der  bewegenden  ergiebt,  wenn  man  letztere 
durch  die  Masse  des  Körpers  dividiert,  so  folgt  hieraus,  dafs 
die  erstere  dieser  beiden  Kräfte ,  wenn  sonst  Alles  gleich  ist, 
im  umgekehrten  Verhältnisse  dieser  Masse  stehen  wird,  und 
folglich  h  in  geradem  Verhältnisse  der  Quadratwurzel  dersel- 
ben. Daher  bewegt  sich  auch  ein  schwerer  Körper  zuletzt 
desto  schneller   in   einem  widerstehenden  Mittel ,  je  gröfser 
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seine  Dichtigkeit  ist,  wenn  die  Gestalt  und  Ausdehnung  der 
Oberfläche  dieselbe  bleibt. 

Wenn  die  Dichtigkeit  des  Mittels  im  Verhältnisse  zu  der 
des  Körpers  sehr  gering  ist,  so  ist  X*  sehr  grofs,  und  es  nähert 
sich  daher  die  Bewegung  erst  nach  langer  Zeit  der  Gleichför- 
migkeit. So  lange  die  Geschwindigkeit  gt  nicht  sehr  bedeu- 
tend ist,  hat  man,  in  convergierenden  Reihen, 

Kr  *  -e  k )  -t       +  - 

( gt  gl  N  g2t2  g+t*  , 

e-r  +  e--r)=i  +5jr  +  ffp  +  - 

und  die  Formeln  (2)  und  (3)  werden 

*  =     ~  TPr  +  - 

Wenn  die  Dichtigkeit  des  Mittels  völlig  Null  ist,  so  dafs 
also  X  unendlich  grofs  ist,  so  verwandeln  sich  diese  Gleichun- 
gen, wie  dies  nuch  seyn  mufs,  in  die  der  gleichförmig  be- 
schleunigten Bewegung. 

134. 

Wenn  der  Körper  von  unten  nach  oben  geworfen  wird, 
hat  mau 

Ist  seine  obere  Oberfläche  dieselbe,  wie  die  untere,  so 
ist  auch  die  Constante  h  dieselbe,  wie  wenn  der  Körper  fällt; 
sind  aber  diese  beiden  Theile  der  Oberfläche  verschieden,  so 
ist  dies  auch  bei  den  Werthen  von  X  der  Fall,  und  wenn  es 
sich  z.B.  von  einem  Kegel  handelt,  dessen  Grundfläche  hori- 
zontal steht,  so  wird  die  Gröfse  X  viel  gröfser  oder  viel  klei- 
ner bei  der  aufsteigenden  Bewegung,  als  bei  dem  Falle  des 
Körpers  seyn,  je  nachdem  die  Spitze  über  oder  unter  der 
Gnuidfläclie  liegt. 

Um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme  ich  an, 
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der  Körper  sey  eine  gleichartige  Kugel;  nennt  man  ihren 
Halbmesser  r,  ihre  Dichtigkeit  D,  die  des  Mittels  (>,  so  hat 
man  (f.  124) 

wo  y  eine  Constante  bedeutet,  die  nur  von  der  Natur  des 
Mittels  abhängen  kann,  das  flüssig  oder  lufl  förmig  seya  kann, 
und  von  der  Temperatur  desselben. 

Substituiert  man  diesen  Werth  \on  <p  in  die  zweite  Glei- 
chung (t) ,  so  hat  mau 

Idv  gdt 

integriert  man,  und  bezeichnet  die  Anfansggeschwindigkeit  des 
Körpers  durch  a ,  so  folgt  daraus 

arc.  ^tang.  s=  -j^  =  arc.  ^tang.  —  -j^  —  ~- . 

Der  Werth  von  v,  den  man  hieraus  findet,  läfst  sich 
leicht  unter  die  Form 

(CT  t  CT  t  N 

rt  sin  Sf—  ~r  *  cos  ~jr 

bringen.  Multiplicicrt  man  mit  dt  und  integriert  von  Neuem, 
so  dafs  x  =.  o  ist,  wenn  t  =  o  i6t,  so  findet  man  hieraus 

* =  F  8  v*  8111  T  +  C08  Tr 

Auch  hat  man 

unddaher  *. 

Setzt  man     =  «  und  alsdann  a  =  o,  um  diese  Formeln 
k 

auf  den  Fall  des  leeren  Raumes  anzuwenden,  so  erscheinen 
sie  unter  der  Form  %  und  nach  der  gewölinlichen  Kegel  findet 
man  alsdann,  wie  dies  auch  seyn  mufs, 

v  ss  a  —  *  s=  at  —  i#*2, 
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welches  Resultat  man  auch  durch  die  Entwicklung  in  Reihen, 
wie  im  vorhergehenden  erhalt. 

135. 

Man  nenne  h  die  grüfste  Höhe,  zu  welcher  der  Körper 
aufsteigt  und  die  dem  Werthe  v  —  o  entspricht,  so  haben  wir 

Sey  ferner  &1  die  Zeit,  die  der  Körper  braucht,  um 
dorthin  zu  kommen,  so  ist 

#i  =  "Z  WC  ^tang  =  . 

Ist  der  Körper  in  dieser  Höhe  angelangt,  so  fällt  er  zu- 
rück, und  seine  Bewegung  wird  durch  die  Formeln  des}.  132 
ausgedrückt.  Bezeichnet  man  durch  a  die  Geschwindigkeit, 
die  er  erhält,  wenn  er  von  dieser  ganzen  Höhe  h  herab  ge- 
fallen seyn  wird,  so  hat  man  nach  der  Gleichung  (4) 

fi  =  —  Io>° 


2g  "6  h*  —  a'V 
und  setzt  man  diesen  Werth  von  h  dem  vorhergehenden  gleich, 
so  hat  man  j2  £2  _j_  a2 

und  folglich 

Hieraus  folgt  a  <  «,  so  dafs  die  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers, wenn  er  zu  seinem  Ausgangspunkte  zurück  gekommen 
ist,  kleiner  ist,  als  seine  anfängliche  Geschwindigkeit. 

Sey  auch  &'  die  Zeit  des  ganzen  Falles,  welche  v  =  a 
entspricht.    Man  hat  alsdann 

*  ~  Tg  108  1=7» 

oder,  wenn  man  für  a   seinen  Werth  setzt, 

Af  _  *  ,   v^HhP"  +  * 

v"    =    log  —    , 

28        yf^2  +  k*  —  a 
welcher  Werth  verschieden  ist  von  dem  der  Zeit  *| ,  während 
welcher  der  Körper  in  die  Höhe  steigt. 
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Multipliciert  man  mit  a2-f-jfc2  — a  den  Zahler  und 
Nenner  des  Bruches,  der  unter  dem  Logarithmen  enthalten 
ist,  so  hat  man  noch  einfacher 

#'  =  i  log  * 


g        yfa2  +  k2  —  a, 

und  nennt  man  '&  die  ganze  Zeit  &'  +  #1   des  Aufsteigens 

und  Herabfallens  des  Körpers,  so  findet  man  daraus 

&  /  a\    ,    B  k 

g  -  =  arc  (  lang  z=  T  )  +  log  — 

Ist  der  Körper  eine  Kugel,  die  aus  einer  vertical  gerich- 
teten Kanone  in  die  Luft  geschossen  -wird,  so  kann  man,  un- 
geachtet der  Geschwindigkeit  der  Bewegung,  die  Zeit  #  mit 
einiger  Genauigkeit  messen,  und  kennt  man  aufserdem  die 
Wurfgeschwindigkeit  a,  so  dient  die  vorhergehende  Gleichung 
dazu,  den  Werth  von  h  zu  bestimmen,  der  sich  auf  den  Halb- 
messer r  der  Kugel  bezieht.  Bezeichnet  man  durch  k'  das, 
was  k  in  Beziehung  auf  eine  andere  Kugel  wird ,  die  aus  dem- 
selben Stoffe  besteht  und  den  Halbmesser  r  hat,  so  findet  man 

*'  =  h  i/T 

r 

vermöge  des  Werthes  von  k2  im  vorhergehenden  f. 

136. 

Wenn  man  von  der  Schwerkraft  abstrahiert,  und  annimmt, 
dafs  der  Widerstand  des  Mittels  einer  Polenz  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  deren  Exponent  kleiner  als  die  Einheit 
i<t,  so  bietet  die  Auflösung  der  Aufgabe  eine  Besonderheit 
dar,  die  bemerkt  zu  werden  verdient. 

Man  nehme  an ,  man  habe  z.  B. 

wo  g  und  k  noch  immer  die  Schwerkraft  und  eine  bestän- 
dige und  gegebene  Geschwindigkeit  bedeuten.  Die  Gleichung 
der  Bewegung  ist  alsdann 


d\>  1/  v 

-  =  -2g  r  —1 
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* 

entwickelt  man  daraus  dcu  Werth,  von  gdt,  integriert  und 
bezeichnet  die  Anfangsgeschwindigkeit  durch  a,  so  findet  mau 

und  daher 

-  =  (f!  -  #)" 

Multipliciert  man  mit  dt  und  integriert  noch  einmal ,  so 
dafs  x  z=z  o  ist ,  wenn  t  =  o  ist ,  so  findet  man 

et     cik  1  — \  5 

*  =   -r-  — i  (gt — V  ak) 

als  Werth  des  Raumes ,  der  in  einem  bestimmten  Augenblicke 
zurück  gelegt  worden  ist. 

Aus  dem  Werthe  von  v  ergiebt  sich,  dafs  die  Geschwin-  . 
digkeit  vom  Anfange  der  Bewegung  au  abnimmt,  bis  zu  dem 

Augenblicke,  der  t  —    entspricht  j    in  diesem  Augen- 

blicke  ist  die  Geschwindigkeit  Null,  und  später  geht  die  Be- 
wegung nach  derselben  Richtung,  wie  früher,  fort,  und  die 
Geschwindigkeit  nimmt  immer  zu.  Da  aber  die  Geschwindig- 
keit in  einem  gewissen  Augenblicke  Null  ist,  so  ist  a!;daun 
die  beschleunigende  Kraft  ebenfalls  Null;  daher  mufs  der 
Körper  in  diesem  Augenblicke  stille  stehen  und  in  Ruhe 
bleiben.  Man  mufs  aber  bemerken,  dafs  die  Gleichung  der 
Bewegung  auch  eine  besondere  Aullösung  v  z=  o  zulafst,  so 
dafs  ihre  vollständige  Auflösung  ihr  Integral  und  die  Gleichung 
v  =  o  umfafst.    Hieraus  folgt  also,  dafs  der  Aufgabe  von  der 

Gränze  t  =  o  bis  zu  t  =    durch   das   Integral  der 

s 

Gleichung  der  Bewegung  und  für  gröfsere  Werthe  von  t  durch 
die  besondere  Aullösung  Genüge  geschieht.  Während  des  ersten 
Zeitraums  beschreibt  der  Körper,  mit  fortwährend  abnehmeu- 

a\f~  ak 

der  Geschwindigkeit,  eine  Linie,  die  =    ist,  und 

wenn  er  das  Ende  .dieser  Linie  erreicht  hat,  so  hört  seine 
Bewegung  auf  und  er  bleibt  in  Ruhe. 

Dieses  rein  hypothetische  Beispiel  ist  hinreichend,  um  zu 
zeigen,  wie  noth wendig  es  ist,  dafs  man  auf  die  besonderen 
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Auflösungen  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  Fuick- 
sicht  nimmt,  wenn  solche  vorhanden  6iud,  was  in  der  Thal 
niemals  bei  den  Bewegungen ,  die  in  der  Natur  vorkommen, 
statt  hat,  wie  aus  den  Ausdrücken  für  die  Kräfte,  die  als 
Functionen  der  erlangten  Geschwindigkeit  und  des  durchlau- 
fcneii  Raumes  gegeben  sind,  erliclli^p 

137. 

Ich  werde  nun  Beispiele  der  Bewegung  geben,  bei  wel- 
chen sich  die  beschleunigende  Kraft  mit  dem  durchlaufenen 
Räume  ändert.  Der  einfachste  Fall  tritt  dann  ein,  wenn  mau 
einen  materiellen  Funkt  betrachtet,  der  zu  einem  festen  Funkte, 
in  geradem  Verhältnisse  des  Abslandes  von  diesem  Punkte, 
gezogen  wird,  den  man  sich  auf  der  geraden  Linie,  die  der 
bewegliche  Punkt  beschreibt,  liegend  denkt.  Am  Ende  der 
Zeit  t  sc v  dieser  Absland  z ,  und  mau  nehme  an ,  dafs  bei 
einem  gegebenen  Abstände  «,  die  beschleunigende  Kraft  der 
Schwerkraft  g  gleich  sey,  so  hat  man,  nach  dem  gegebeneu 
Gesetze, 

er  v 

(f  =   

I  « 

als  ihren  Werth  in  einem  beliebigen  Augenblicke.  Ist  x  der 
Raum,  der  bis  zu  demselben  Augenblicke  durchlaufen  worden 
ist,  und  ist  der  sich  bewegende  Funkt  von  einem  Funkle  aus- 
gegangen, der  um  c  vom  Mittelpunkte  der  Anziehung  absteht, 
indem  er  sich  zugleich  nach  diesem  Mittelpunkte  hin  bewegt, 
so  hat  man  auch 

dz 

und  die  dritte  Gleichung  (l)  wird 

d2*  g 
dt2  c 

Ihr  vollständiges  Integral  ist 

z  =  A  cos  t  //jL  +  J9  sin  t  f/jL , 

a  a 

wo  A  und  B  die  zwei  willkührlichen  Constaiiten  bedeuten. 
Nimmt  man  an,  dafs  die  Anfangsgeschwindigkeit  des  sich  be- 
wegenden Punktes  Null  is*,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 
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dz 

t  =  o,    Z=c,  jj=o, 
und  hieraus  schliefst  man 

A  =z  c,    B  =  o, 
und  dalier  A 

z  =z  c  cos  J  fr    JL  ^ 

Diese  Formel  zeigt ,  dafs  der  Abstand  z  Null  ist ,  oder 
der  sich  bewegende  Punkt  den  Mittelpunkt  der  Anziehung 
am  Ende  einer  Zeit  erreicht,  die  unabhängig  von  der  Ent- 
fernung c  seines  Ausgangspunktes  und  =  \  n       —  ist;  er 

g 

wird  alsdann  um  diesen  Mittelpunkt  nach  beiden  Seiten  hin 
Schwingungen  machen,   deren   bestandige  Weite  und  Dauer 

dieser  Abstand  c  und  diese  Zeit  ,  n  //JL  seyn  werden. 

6 

138. 

Als  anderes  Beispiel  betrachte  man  die  Bewegung  eines 
schweren  Körpers  im  leeren  Räume;  man  nehme  an,  dafs 
er  von  einer  hinlänglich  grofsen  Höhe  herabfalle,  so  dafs  man, 
während  seines  Falles  ,  auf  die  Veränderungen  der  Schwere 
Rücksicht  nehmen  mufs. 

Sey  BAU  (Fig.  35)  ein  verlicaler  grofser  Kreis  der  Erde, 
D  der  Ausgangspunkt  des  Körpers  in  dieser  Ebene,  M  die 
Lage,  die  er  am  Ende  der  Zeit  t  auf  der  geraden  Linie  DC 
hat,  die  sich  im  Mittelpunkt»  C  der  Erde  endigt,  und  ihre 
Oberfläche  in  A  trifft.  Man  nenne  r  den  Halbmesser  CA, 
h  die  Höhe  AD,  x  den  Raum  DM,  den  der  Körper  durch- 
lauft, z  seinen  Abstand  CM  vom  Mittelpunkte  C\  so  dafs  man 

-  *  =  r  -j-  h  —  x 
hat.  Die  beschleunigende  Kraft  <p  ist  die  Schwerkraft  im 
Punkte  M,  bezeichnet  man  nun  noch  immer  durch  g  die 
Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde  d.  h.  im  Punkte  A,  und 
nimmt  man  an,  dafs  ihre  Gröfse  im  umgekehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrates  des  Abstandes  vom  Punkte  C  sich  ändert, 
so  hat  man  daher 

?  :  g  =  ;-2  :  s2 
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und  hieraus  findet  man 

'■   '  „  _  ä"'-2 

wodurch  die  dritte  Gleichung  (l)  in 

d2x  gr2 


dt2  (r+Ä_A-)2 

übergeht. 

Ich  multipliciere  die  beiden  Theile  dieser  Gleichung  durch 
2dx,  integriere  alsdann,  und  bestimme  darauf  die  willkühr- 

d  x 

liehe  Constante,  so  dafs  man  —  z=  o  hat,  wenn  t  =  o  ist, 

et  t 

so  findet  man 
dx2 


2g'2  0  +  Ii  —  x        r  +  h)> 


dt*  ö       \r+  h  —  x        r  + 

wrodurch  man  die  Geschwindigkeit,  die  der  Körper  erlangt 
hat,  wenn  er  sich  in  einem  Abstände  x  von  seinem  Ausgangs- 
punkte befindet,  erfahrt.  Im  Punkte  Ay  wo  x  =  h  ist,  ist 
diese  Geschwindigkeit 

r  -f-  /* 

und  daher  kleiner,  wie  dies  aiypli  seyn  mufs,  als  wenn  die 
Schwere  in  der  ganzen  Höhe  h  dieselbe  Giöise  hatte,  wie  an 
der  Oberfläche  der  Erde. 

Die  vorhergehende  Gleichung  giebt 

f/ 2g  r2       _  (r -f  h  —  x)  dx 

r  +  h  (r+h)x— x* 

Vergleicht  man  aber  diese  Differentialgleichung  mit  der 
Gleichung  (a)  des  §.  73 ,  so  sieht  man,  dafs,  wenn  man  eine 
halbe  Cykloide  DOC  construiert,  deren  Spilze  im  Punkte  D 
und  deren  Anfangspunkt  im  Punkte  O  ist,  welcher  auf  der 
Linie  CO  liegt,  die  auf  CD  senkrecht  steht ,  und  wenn  zu- 
gleich CD  der  Durchmesser  des  erzeugenden  Kreises  dieser 
Cykloide  ist,  welcher  daher  gleich  r  -f-  h  ist,  wenn  man  fer- 
ner durch  den  Punkt  M  die  Linie  MN  senkrecht  auf  DC 

zieht,  welche  die  Cykloide  im  Punkte  JS  treffen  wird, 
bi   

■  MN  =  t  ff  lÄll 
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seyn  wird,  so  dafs  die  Ordinale  MS  des Punktes  N  die  Zeit 
t  anzeigt,  welche  der  Körper  braue  Iii,  um  die  Abseisse  UM 
zu  durchlaufen.    Unlcr  endlicher  Form  hat  man 


t  =  AT+70^+i('-+/0arc(co8  =  ^^). 

wenn  man  integriert  und  bemerkt,  dafs  #=0  ist,  wenn  tz=.o 
ist. 

AVenn  die  Höhe  h  und  daher  auch  der  Absland  x  sehr 
klein  im  Verhältnifs  zu  r  sind,  so  kann  diese  Formel  nur 
wenig  von  der  verschieden  seyn,  die  der  unveränderlichen 
Schwere  entspricht.    Wirklich  hat  mau 

Cr  4-  h  —  2  x\           s  .       2\f  (r-f //).v— ^~2x 
cos  =      r  +  h     )  =  arc  Qsm  =  _  ) , 

ist  nun  der  Sinus  sehr  klein,  so  kann  man  ihn  statt  des  Bo- 
geus  nehmen,  wodurch  sogleich  das  zweite  Glied  im  zweiten 
Theile  der  vorhergehenden  Gleichung  dem  ersten  gleich  wird. 
Auch  kauu  mau  den  Halbmesser  r  an  die  Stelle  von  r-j-A  —  x 

setzen ,  und  daher  ihre  Summe  durch  2  V~r~x  ersetzen  5  auf 
diese  Weise  geht  die  Gleichung  in 

r  +  /i  V 

über,  oder  man  hat 

*  =  igt* 

wenn  man  h  gegen  r  vernachlässigt. 

Ich  begnüge  mich ,  den  Fall ,  in  welchem  der  Körper,  der 
einer  veränderlichen  Schwerkraft  unterworfen  ist,  von  unten 
nach  oben  geworfen  wird,  als  Rechnungsbeispiel  blos  anzu- 
deuten, und  will  als  letztes  Beispiel  der  geradlinigen  Bewe- 
gung, die  eiues  materiellen  Punktes  betrachten,  der  nach  zwei 
festen  Mittelpunkten  gezogen  wird,  die  auf  der  geraden  Linie, 
welche  er  beschreibt,  liegen. 

139. 

Seyen  A  und  B  (Fig.  36)  die  zwei  Mittelpunkte  der  An- 
ziehung, M  die  Lage  des  sich  bewegenden  Punktes  am  Endo 
der  Zeit  t  und  D  sein  Ausgangspunkt.  Um  einen  bestimmten 
Fall  zu  betrachten,  nehme  man  an,  die  Bewegung  habe  zwi- 
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sehen  den  zwei  Mittelpunkten  der  Anziehung  siatt  und  geho 
von  A  nach  B}  man  setze 
DM  =  x,    AM  s=  z,    AD  =  a,    BM=c  —  z, 

so  dafs  x  der  durchlaufene  Raum ,  z  der  Abstand  des  sich 
bewegenden  Punktes  vom  Punkte  A,  cc  der  anfängliche  Ab- 
stand und  c  die  Länge  der  geraden  Linie  AB  ist.  Nimmt 
man  noch  immer  au,  dafs  die  Anziehungen  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Quadrates  dcr  Abstände  stehen,  und  bezeich- 
net man  durch  a2  und  b2  die  Grüfsen  der  Kräfte,  die,  in 
der  Einheit  des  Abstandes,  von  den  Mittelpunkten  A  und  B 


ausgehen ,  so  hat  man  —  und 


b2 


als  Werth  der  ent- 


2  » 


Z  2  (c  — z)2 

sprechenden  Grüfsen  für  den  Fall,  wenn  der  materielle  Punkt 
in*M  ist.  Die  beschleunigende  Kraft  <f  ist  der  Ueberschufs 
der  zweiten  Kraft,  welche  den  Raum  x  zu  vergröfsern  strebt, 
über  die  erste,  welche  ihn  zu  vermindern  sucht,  daher  hat 
man,  da  dx  —  dz  ist, 

d2z  b 2  an 

dt2   ~~  (c  —  z)2  ~  T 
in  welchen  Ausdruck  hier  die  dritte  Gleichung  (l)  übergeht; 

— —  ist  die  Geschwindigkeit  v  des  materiellen  Punktes  im 
dt 

Punkte  M. 

Multipliciert  man  die  Gleichung  (<?)  durch  2dz  und  in- 
tegriert, so  hat  man 

dz2  2b2      ,    2a2  /JLx 

77ö-  =  (^) 

dtz  c  —  z  z 

wo  y  die  willkührlichc  Constantc  ist.    Uni  sie  zu  bestimmen, 

bezeichne  ich  durch  h  die  Anfangsgeschwindigkeit,  die  dem 

Werlhe  z  =  «  entspricht,  so  hat  man 

2b2      ,     2a2  72 

r  =  1  - 

c  —  a  a 

Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  ab, 
so  folgt  hieraus 
dz2 
dt2 


=z  l*  +  2b2  ( —  — )  -^2a2(-  —  -\  (<) 

\c  —  z       c  — «/  \a  zs 

welcher  Ausdruck  die  Geschwindigkeit  des  Punktes,  in  einer 
beliebigen  Lage  zwischen  den  zwei  Punkten  A  und  2?,  angiebt. 
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140. 

Es  gicbt  auf  der  geraden  Linie  AB  einen  gewissen  Punkt 
C}  in  welchem  die  beiden  Anziehungskräfte  gleich  sind,  so 
dafs,  wenn  man  den  materiellen  Punkt  dorthin  bringt,  oder 
derselbe,  ohne  irgend  eine  Geschwindigkeit  erlangt  zu  haben, 
dorthin  kommt,  er  daselbst  in  Ruhe  bleiben  wird.  Nennt 
man  h  den  Absland    l(  \  so  hat  man 

b2  a2 

Hieraus  findet  man  zwei  Werth e  von  hy  von  welchen 

der  eine  dem  Punkte  C  angehört,  der  zwischen  A  und  B 
liegt,  der  andere  einem  Punkte,  der  auf  der  Verlängerung  von 
AB,  auf  der  Seite  des  Mittelpunktes,  der  die  schwächere 
Anziehung  ausübt,  liegt.    Der  erste  dieser  zwei  Werlhe  ist 

.  ac 

h  —  —,-7  • 
a-\-  b 

Man  nenne  /  die  kleinste  Anfangsgeschwindigkeit,  die  man 
dem  Punkte  beilegen  mufs,  damit  er  in  C  ankomme,  so  dafs 
seine  Geschwindigkeit,  wenn  er  in  diesem  Punkte  angelangt 
ist,  Null  ist,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

*=/,  *=A,  ~=o, 

und  in  Folge  der  Gleichung  (c)  und  des  Werthes  von  h  folgt 
hieraus 

c- —  a  u  c  y 

Wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  l'  kleiner  als  J  ist,  so 
fallt  der  materielle  Punkt  auf  A  zurück,  ist  sie  grüfser,  so 
gehl  er  über  den  Punkt  C  hinaus  und  fallt  auf/?.  Ist  k  —  f, 
so  braucht  der  Punkt  eine  unendlich  grofse  Zeit,  um  den  Punkt 
C  zu  erreichen,  weil  er  in  einem  unendlich  kleinen  Abstände 
von  diesem  Punkte  nur  noch  eine  unendlich  kleine  Geschwin- 
digkeit besitzt,  und  von  einer  unendlich  kleinen  Kraft  getrie- 
ben wird. 

141. 

Sind  A  und  B  die  Mittelpunkte  zweier  gleichartiger  Ku- 
geln, oder  solcher,  die  aus  concentrischcn  gleichartigen  Schich- 
ten zusammen  gesetzt  6iud,  so  kann  man  annehmen,  dafs  die 
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Anziehungen,  die  man  betrachtet,  die  der  zwei  Kugeln  sind; 
alsdann  verlsalten  sich  die  Größen  a2  und  b2  wie  die  blassen 
(f.  101).  Nimmt  man  z.  B.  an ,  daJs  A  der  Mittelpunkt  des 
Mondes  und  B  der  der  Erde  ist,  und  vernachlässigt  man  die 
Abweichung  dieser  Körper  von  der  Kugelgestalt,  so  hat  man 

75 

denn  die  Masse  des  Mondes,  aus  der  Kraft,  mit  welcher  er 
das  Wasser  des  Meeres   in  die  Hohe  zieht,  berechnet,  ist 
l 

—  der  Masse  der  Erde*).    Daher  hat  man 
75 

h  =  1+^75  ^  (°>10352)  c>  ' 
so  dafs  der  Punkt,  der  auf  gleiche  Weise  durch  die  Erde 
und  ihren  Trabanten  angezogen  wird,  sich  ungefähr  im  zehnten 
Theile  ihres  Abstandes,  vom  Monde  aus  gerechnet,  befindet. 

Sey  r  der  Halbmesser  der  Erde,  so  kann  man  60  r  für 
den  Abstand  c  des  Mondes  von  der  Erde  nehmen ,  und  wenn 
der  sich  bewegende  Körper  von  der  Oberfläche  des  Mondes 
ausgegangen  ist,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

—  iL 

vermöge  des  bekannten  Verhältnisses  des  Durchmessers  des 
Mondes  zu  dem  der  Erde.    Vermittelst  dieser  Werthe  von  r 

und  a  und  des  Warthes  a  =       — ,  wird  die  Gleichung  (tV) 

V  75 

j2  =  (0,044894)  — . 

/• 

Bezeichnet  man  die  Anziehung  der  Erde  an  ihrer  Ober- 
fläche durch  g,  so  hat  man 

b2  =z  gr* 

für  diese  Kraft  in  der  Einheit  des  Abstandes.    Setzt  man  daher 

(0,044894)  r  =  /•', 

so  folgt  hieraus 

 f'2  =  2gr\ 

•)  Vergl.  §.  246.    Herr  von  Lindenau  hat  die  Masse  des  Mondes ,  nach 
einer  Methode,  die  größerer  Genauigkeit  fähig  ist,  zu  — ^— -  der 

87,7o 

Erdmas.se  berechnet.  Anm.  d.  Uebers. 

14 
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Die  Anziehung  g  kann  aber  für  die  Schwerkraft  genom- 
men werden,  von  welcher  sie  den  HaupUhcil  ausmacht,  dalier 
ist  J  die  Geschwindigkeit,  welche  zu  der  Mühe  r'  gehört, 
und  da 

g  =  9  »»,80896,     n  r  =  20000000"» 
ist,  so  hat  man 

/=  2368"». 

T3a  der  Mond  keine  Atmosphäre  hat,  deren  Widerstand 
die  Geschwindigkeit  der  Körper,  welche  von  seiner  Oberfläche 
ausgehen,  vermindern  könnte,  so  folgt  hieraus,  dafs,  wenn 
die  Erde  und  der  Mond  in  Ruhe  waren,  ein  Körper,  der 
von  der  Oberfläche  dos  Mondes  nach  der  Erde  hin  mit  einer 
Geschwindigkeit  geschleudert  würde,  die  mehr  als  2361  Meter 
in  einer  Secunde  beirüge,  über  den  Punkt,  in  welchem  die 
Anziehung  gleich  ist,  hinaus  gehen  und  auf  die  Oberllache 
der  Erde  fallen  würde.  Bei  der  Bewegung  des  Mondes  um 
die  Erde,  trifft  die  gerade  Linie  dB,  welche  von  einem  Mit- 
telpunkte zum  anderen  geht,  die  Oberfläche  "des  Mondes  be- 
ständig in  demselben  Punkte,  welches  der  Punkt  D  sc)  n 
müfslc,  von  welchem  aus  der  Körper  nach  der  Richtung  Uli 
geworfen  wurde.  Da  aber  der  Punkt  JD ,  während  einer  Se- 
cunde, auf  dem  Kreise,  der  vom  Mittelpunkte  der  Erde  aus 
beschrieben  wird  ,  eine  Länge  von  ungefähr  1000  Meter  durch- 
lauft, so  wird  die  absolute  Geschwindigkeit  des  Körpers,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach,  die  Mittelkraft  der  Geschwindigkeit, 
die  nach  DD  gerichtet  ist,  und  einer  Geschwindigkeit  von 
1000  Meter,  die  senkrecht  auf  ÜB  ist,  seyn.  Hiernach  bleibt 
der  Körper  nicht  auf  der  Linie  AB  ,  sondern  beschreibt  eine 
krumme  Linie  im  Räume;  die  vorhergehenden  Formeln  kön- 
nen daher  nicht  auf  seine  Bewegung  angewandt  werden,  und 
er  fällt  nicht  mehr  auf  die  Ober/lache  der  Erde,  wie  in  dem 
Falle,  wenn  der  Mond  unbeweglich  wäre. 

142. 

Löfsl  man  die  Gleichung  (h)  in  Beziehung  auf  dt  auf, 
so  hat  man 

V^cz  —  z2  dz 
dt  z=  —   —   . 

yf  2a*c—{2a2—2b2  +  cy)z  +  yz2' 

Das  Integral  dieser  Formel  kann  immer  vermittelst  der 


Digitized  by  Google 


211 

elliptischen  Functionen  ausgedruckt  werden,  so  dafs  man,  mit 
Hülfe  der  Tafeln  für  diese  Functionen,  die  Zeit,  die  einem 
gegebenen  Abslande  z  entspricht,  und  umgekehrt  berechnen 
kann.  Aber  abgesehen  von  dem  Falle,  wenn  eine  der  zwei 
Anziehungen  Null  ist,  giebt  es  noch  andere,  in  welchen  das 
Integral  der  vorhergehenden  Formel  in  endlicher  Gestalt  er- 
hallen werden  kann.  Diese  Falle  treten  dann  ein,  wenn  die 
im  Nenner  unter  dem  Wurzelzeichen  enthaltene  Grüfse  ein 
vollständiges  Quadrat  ist,  wenn  also 

(2a2—  2b2  +  cy)2  =  Ha2cy, 
aus  welcher  Gleichung  man 

r  =  -  Ca  ä  b)2 

c 

findet.  Setzt  man  diesen  Werth  dem  Werthe  von  y  in  f.  139 
gleich,  so  findet  man 

7  2  _    21)2     .    2a2        2  (a  —  ft)2 
c  —  u  a  c 

Kiner  dieser  zwei  Wertlie  von  Ii2  ist  der  von  /2,  der 
andere  ist  offenbar  grüfser.  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  keine 
dieser  zwei  Gröfsen  a  und  b  Null  ist,  man  die  Zeit  unter 
endlicher  Form  als  Function  von  z  darstellen  kann,  wenn 
der  Körper  die  kleinste  Geschwindigkeit  /  erhalten  hat,  mit 
welcher  er  den  Punkt  C  erreichen  kann,  und  wenn  man  ihm 
eine  gewisse  Geschwindigkeit  beilegt,  die  gröfser  ist  als  diese. 

Ich  substituiere  den  doppellen  Werth  von  y  in  den  Aus- 
druck von  dt,  so  erhalte  ich 


2   .  V~cz  —  z2  dz 

—  dt  — 


/*„  _  

c  ac  —  (a  ±  />)s' 

welche  Formel  man  rational  machen  und  ohne  Schwierigkeit 
nach  bekannten  Kegeln  integrieren  kann.  Das  Diiferential  dt 
mufs  immer  positiv  seyn,  das  Differential  dz  ist  positiv,  wäh- 
rend sich  der  Körper  von  D  nach  B  bewegt,  und  negativ, 
wenn  er  nach  A  zurück  kommt.    Im  ersten  Falle  mufs  man 

die  Wurzelgröfse  V~ cz  —  z2  mit  demselben  Zeichen  nehmen, 
■wie  den  Nenner  ac  —  (a  -±zb)z ,  und  im  zweiten  Falle  mit 
entgegengesetztem  Zeichen. 
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143. 

Sowohl  wenn  man  6  =  0,  als  auch  wenn  man  c  =  CG 
setzt,  ist  der  Körper  nur  der  Anziehung  des  Mittelpunktes 
yi  unlerworfcn.    Die  Gleichung  (<■)  geht  alsdann  in 

über;  der  Werth  von  dt,  der  sich  hieraus  ergiebt,  kann  un- 
ter endlicher  Forin  integriert  werden,  und  giebt  den  Werth 
-von  /  in  einer  Function  von  z  ausgedrückt. 

Selzl  man  ^  =zz  o,  so  hat  man  die  Gleichung 
dt 

2a2  j2  _  2a2 
a  z 
um  den  Abstand  z ,  in  welchem  der  Körper  sich  zu  bewegen 
aufhört,  zu  bestimmen.  Ist  2  a2  =  l2  «,  so  ist  dieser  Ab- 
stand unendlich  grofs,  was  so  viel  sagen  will,  als  dafs  der 
Korper  nirgendwo  stille  steht.  Dies  ist  auch  der  Fall,  wenn 
2  a2  <C  h2  a  ist,  aus  welcher  Annahme  für  z  ein  negativer 
Werth  folgen  würde,  der  keinem  Punkte  der  unbestimmten 
geraden  Linie  BD  augehören  kann,  nach  welcher  der  Kör- 
per bewegt  Morden  ist.  In  diesen  zwei  Fallen  nähert  sich 
die  Bewegung  immer  mehr  der  Gleichförmigkeit,  je  mehr  sich 
der  Körper  von  A  entfernt. 

Wenn  der  Abstand  z  sehr  grofs,  und  die  Bewegung  fast 
gleichförmig  geworden  ist,    so  ist  die   Geschwindigkeit  des 

ix  2  ci2 

Körpers,  nach  der  Gleichung  (e),  beinahe  =:  K  h2  , 

oder  =  k2  —  2ga,  wenn  man  annimmt,  dafs  a2=zgu2, 
d.  h.  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Körper  von  der  Oberfläche 
einer  Kugel  ausgegangen  ist,  deren  Halbmesser  a  ist,  und  an 
welcher  die  Anziehung  gleich  g  war.  Dies  zeigt,  dafs  die 
Verminderung  der  anfanglichen  Geschwindigkeit  /•  um  so  be- 
deutender seyn  wird,  je  gröfser  diese  Kraft  und  dieser  Halb- 
messer ist. 
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Drittes  Kapitel. 


füii  der  krummlinigen  Bewegung 


I.    Allgemeine  Formeln  dieser  Bewegung. 

144. 

#ei  der  krummlinigen  Bewegung  ist  die  krumme  Linie, 
die  durch  den  sich  bewegenden  Tunkt  beschrieben  wird,  das, 
Avas  man  die  Trajeclorie  dieses  materiellen  Punktes  nennt. 
Am  Ende  einer  Zeit  i  sey  M  (Fig.  37)  der  Ort  des  Punktes. 
Nennt  man  *  den  Bogen  CM  der  Trajeclorie,  der  zwischen 
dem  materiellen  Punkte  und  einem  festen  Punkte  C  enthalten 
ist,  welchen  man  willkührlich  auf  dieser  krummen  Linie  ge- 
wählt hat,  so  ist  s  eine  Function  von  t,  so  dafs  man,  hei 
einer  beliebigen  krummlinigen  Bewegung, 

8  —  Ft 

hat.    Bezeichnet  man  zu  gleicher  Zeit  durch  .v,  y>  z  die  dref 
rechtwinkligen  Coordinalen  des  sich  bewegenden  Punktes,  so 
werden  dfese  Veränderlichen  ebenfalls  Functionen  von  t  seyn 
und  man  hat 

x  =/*>  y  =  t't>  z  = 

Sind  diese  drei  letzteren  Gleichungen  bekannt ,  so  kann 
man  daraus,  durch  Elimination  von  /,  die  zwei  Gleichungen 
der  Trajeclorie,  in  x,y  und  sausgedrückt,  linden.  Vermit- 
telst der  Gleichungen  dieser  krummen  Linie,  kann  man  *  als 
Function  einer  dieser  drei  Coordinalen ,  und  daher  auch  als 
Function  von  t ,  bestimmen ,  wodurch  man  das  Gcsclz  der 
Bewegung  auf  der  Trajeclorie  kennen  lernt.  Jede  dieser  drei 
vorhergehenden  Gleichungen  ist  die  der  geradlinigen  Bewegung 
der  Prujeetion  des  materiellen  Punktes  auf  eine  der  Coordi- 
natenaxen.  Hieraus  folgt  also,  dafs  die  vollständige  Bestim- 
mung der  krummlinigen  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  im 
Räume  auf  die  dreier  geradliniger  Bewegungen  zurück  kommt, 
welche  die  Bewegungen  seiner  Projeclioncn  auf  die  drei  Coor- 
dinalenaxen  Ox ,  Oy,  Oz  seyn  werden.     Wenn  diese  drei 
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Bewegungen  gleichförmig  sind ,  so  isl  die  des  materiellen  Punk- 
tes ebenfalls  gleichförmig  und  geradlinig,  und  umgekehrt. 

• 

145. 

Während  des  Augenblickes  dt  wird  der  Körper  das  Ele- 
ment da  der  Trajccturic  beschreiben;  vernachlässigt  man,  in 
diesem  unendlich  kleinen  Zeiträume,  die  Wirkung  der  Kräfte 
die  ihn  treiben,  so  kann  man  seine  Bewegung  als  eine  gerad- 
linige und  gleichförmige  betrachten.  Nennt  man  daher  v  die 
Geschwindigkeit,  die  er  am  Ende  der  Zeit  /  erlangt  hat,  so 

hat  man  $ 

du 

V  ~  dl  ' 

Würden  die  Kräfte  wirklich  in  dem  Augenblicke,  den 
man  betrachtet,  zu  wirken  aulhören,  so  würde  sich  der  Kör- 
per mit  dieser  Geschwindigkeit  v  und  nach  der  Verlängerung 
jMIWes  Elementes  ds,  d.h.  nach  der  Tangente  der  Trajectorie 
fort  bewegen,  weil  er,  wegen  der  Trägheit  der  INlaterie,  als- 
dann weder  die  Richtung  seiner  Bewegung,  noch  die  Gröfse 
seiner  Geschwindigkeit  ändern  könnte  (J.  113).  Man  kann 
dah  er  einen  materiellen  Punkt,  der  eine  beliebige  krumme 
Linie  beschreibt,  so  ansehen,  ab  hätte  er  in  jedem  Augen- 
blicke eine  Geschwindigkeit,  die  nach  der  TaugeMc  dieser 
krummen  Linie  gerichtet  ist,  und  deren  Werth  durch  das  Ver- 
hältnifs  des  DifFercntialelemcnlcs  der  krummen  Linie  zum 
Diflcrentialelcmente  der  Zeil  ausgedrückt  wird. 

Bezeichnet  man  durch  p ,  r/,  r,  die  Geschwindigkeiten 
der  Projectionen  des  Körpers  auf  die  drei  Axen  der  x9  y,  z, 
am  Ende  der  Zeit  t,  so  hat  man  auch,  bei  diesen  drei  gerad- 
linigen Bewegungen, 

dx  dy  dz 

p  -dT>  q  -  dt9   r  -7/7' 

Bezeichnet  man  aber  durch  tt,  y  die  Winkel,  welche 
die  Tangente  der  Trajectorie  oder  die  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit u  mit  den  Linien  macht,  die  den  Axen  der  .v,  y,  z 
parallel  sind,  so  bat  man  ($.  17) 

dx  _      dy  dz 

cos  u  =  —  ,    cos  ß  =  -j- ,    cos  y  =  —  , 
</s-  du  4  du 
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imd  hieraus  findet  man 

p  =  v  cos«,    q  =  v  cosß,    r  z=z  v  cos/  (1) 
und  zu  gleicher  Zeit 

v2  =  p*  +  q*  -f  ;-2. 
Da  die  Zeit  /  beständig  wachst,  so  ist  ihr  Differential 
immer  positiv.  Die  Geschwindigkeiten  q,  r  sind  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  die  Coordinalen  x,y,  z  wachsen 
oder  abnehmen.  In  den  Gleichungen  (1)  kann  man  die  Ge- 
schwindigkeit v  wie  eine  positive  Gröfse  ansehen ,  die  Rich- 
tung dieser  Geschwindigkeit  oder  der  Thcil  MT  der  Tangente 
der  Trajecloric,  nach  welchem  sie  gerichtet  ist,  bestimmt  sich 
alsdann  durch  die  Zeichen  von  p,  q,  r,  welche  angeben,  ob 
die  Winkel  u,  ß ,  y,  spitz  oder  stumpf  sind.  In  der  Gleichung 
ds 

v  =  —  liuifs  man  die  Geschwindigkeit  v  als  positiv  oder 

negativ  ansehen,  je  nachdem  der  Bogen  s  w  achst  oder  abnimmt. 

Seitcngcsch  windigkei  len  der  Geschwindigkeit  v 
eines  materiellen  Punktes  nennt  mau  die  Geschwindigkeiten 
pf  q,  r  seiner  drei  Projectionen  auf  rechtwinklige  Axen;  jede 
dieser  drei  Seitengeschw indigkeiten  ist  das,  was  man  die  Ge- 
schwindigkeit eines  Korpers  parallel  mit  der  Axe,  der 
die  Projection  entspricht,  nennt. 

Vergleicht  man  die  Gleichungen  (1)  mit  denen  des  f.  31, 
so  sieht  man ,  dafs  diese  Zusammensetzung  der  Geschwindig- 
keiten auf  dieselbe  Weise  vollzogen  w  ird ,  wie  die  der  Kräfte. 
Zieht  man  nach  dieser  Analogie  durch  den  Punkt  M  eine  be- 
liebige gerade  Linie  MsJ,  welche  mit  den,  den  Axen  der 
x,y,z  parallel,  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Linien,  die 
spitzen  oder  stumpfen  Winkel  a,  b,  c  einschliefst,  so  hat  die 
Seitengeschwiudigkeil  dieser  Geschwindigkeit  v  nach  der  Rich- 
tung der  geraden  Linie  MA  den  Werth 

p  co^a  -f-  q  cos  b  -|-  r  cos  c. 

Die  Gröfse  der  Bewegung  (§.  126)  eines  isolierten  mate- 
riellen Punktes  und  die  eines  Körpers,  dessen  Punkte  alle 
gleiche  und  parallele  Geschwindigkeiten  besitzen  ,  können  in 
andere  Gröfsen  dieser  Art  zerlegt  und  diese  wieder  auf  eine 
einzige  zurück  geführt  werden,  ganz  nach  denselben  Regeln, 
wie  die  Geschwindigkeiten,  die  sie  als  Factor  enthalten. 
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146. 

Am  Ende  der  Zeiteu  t  -\-  dt,  seycn  p  -j-  /) ',  q  -J-  q  \ 
r -j- r'  das,  was  die  drei  Seilcngeschwiudigkeilen  der  (Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  werden,  die  den  Axen  der  x,  y,  s 
parallel  sind,  so  dafs  //,  q ',  r' ,  die  unendlich  kleinen  Zu- 
nahmen der  Geschwindigkeiten  vorstellen ,  welche  wahrend  der 
Zeil  dt  nach  diesen  Richtungen  statt  haben.  Der  Zuwachs 
der  Geschwindigkeit  nach  der  geraden  Linie  MA  ist 

p'  cos  a  -f-  q    cos  b  -f"  r'  C08 

Wie  aber  auch  die  Grüfsen  p',  q',  r'  beschaffen  seyn 
mögen,  so  kann  man  immer,  sobald  man 

u2  =  p'2  +  r/2  +  r'2 
setzt,  und  u  als  eine  positive  Gröfse  betrachtet,  drei  Winkel 
«',  ß /.  die  spitz  oder  stumpf  seyn  können,  finden,  so  dafs 

p'  =  u  cos         q    =  U  cos  /?',    r'  =      cos  y' 
ist,  wonach  also  der  Zuwachs  der  Geschwindigkeit  nach  MA 

u  (cos  a  cos  «'  -}-  cos  b  cos  -{-  cos  c  cos  y') 
wird.  Aufserdem  ist  die  in  den  Klammern  enthaltene  Gröfse 
der  Cosinus  eines  gewissen  Winkels,  den  ich  a  nenne.  Der 
eben  erwähnte  Zuwachs  ist  daher  gleich  u  C03  o;  daher  ist 
u  sein  gröfster  Werth  ,  welcher  derjenigen  Richtung  der  ge- 
raden Linie  MA  entspricht,  für  welche  die  Winkel  a,  6,  c 
dieselben  sind,  wie  « ß' ,  y  ,  wodurch  der  Coeiilcient  von  n 
der  Einheit  gleich  wird.  In  jeder  anderen  Richtung  ist  der 
Zuwachs  der  Geschwindigkeit  gleich  dem  Maximum  //,  mul- 
tipliciert  mit  dem  Cosinus  des  Winkels  o,  den  diese  beliebige 
Richtung  mit  der  des  Maximum  einschliefst,  woraus  hervor- 
geht, dafs  er  für  alle  Richtungen,  welche  auf  der  seines 
gröfslen  Werthes  senkrecht  sieben,  Null  seyn  wird. 

W  ie  auch  die  Veränderung  der  Geschwindigkeit  des  Kör- 
pers in  der  Zeit  dt ,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  beschaffen 
seyn  möge,  so  giebt  es  immer  eine  Richtung,  für  welche  die 
Zunahme  der  Geschwindigkeit  die  gröfste  ist,  und  welche  die 
Ligenschaft  hat,  dafs  die  Geschwindigkeit  nach  allen  Richtun- 
gen ,  welche  auf  dieser  senkrecht  stehen ,  weder  vermehrt  noch 
verringert  wird. 
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147. 

Die  Richtung  einer  Kraft,  welche  auf  einen  sich  bewe- 
genden materiellen  Punkt  wirkt,  ist  die  gerade  Linie,  nach 
welcher  sie  die  erlangte  Geschwindigkeit  vermehrt  oder  ver- 
mindert, während  sie  nach  der,  auf  dieser  senkrecht  stehenden 
Richtung,  gar  keine  Aenderung  in  der  Geschwindigkeit  her- 
vorbringt. Wenn  wir  daher  sagen ,  dafs  die  Schwere  eines 
Körpers,  der  sich  nach  irgend  einer  Richtung  bewegt,  vertical 
ist,  wie  die  eines  ruhenden  Körpers,  so  verstehen  wir  hier- 
unter, dafs  diese  Kraft  die  verticale  Geschwindigkeit  vermehrt, 
die  horizontale  dagegen  gar  nicht  ändert. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  mau,  am  Ende  der  Zeit  t9 
durch  U,  U'9  JJ"  u.  s.  w.  die  Grüften  der  verschiedenen 
Kräfte,  die  auf  den  materiellen  Tunkt  wirken,  dessen  krumm- 
linige Bewegung  wir  betrachten  ;  ferner  durch  a,  b,  c,  a b\  c', 
«",  6",  c"  u.  s.w.  die  Winkel,  welche  ihre  gegebenen  Rich- 
tungen mit  Linien  machen,  die  den  Axen  der  x9  y%  z  parallel 
sind,  und  durch  X,  Y,  Z  die  Summen  ihrer  Seiteukräfte 
nach  diesen  Axen  ,  so  haben  wir  zuerst  32) 

X  =  U  cos  a  -f-  V  cos  a   -f-  U"  cos  a"  -f-  ••• 

Y  z=z  U  cos  b  +  V  cos  b'  +  U"  cos  b"  +  ... 

Z  =  U  cos  c  -{-  V  cos  c'  -f-   U"  cos  c"  -j-  ... 

Seyen  ferner  u,  U  ,  u",  u.  s.  w.  die  unendlich  kleinen 
Geschwindigkeiten,  welche  diese  Kräfte  U,  U' ,  U"  u.  s.  w. 
während  der  Zeit  dt,  nach  ihren  bezüglichen  Richtungen  her- 
vorbringen würden,  wenn  jede  allein  auf  den  Körper  wirken 
würde,  der  die  Geschwindigkeit  v  besitzt.  Man  sieht  leicht, 
wie  in  f.  116,  dafs  das  Zusammenwirken  dieser  Kräfte  auf 
die  Grüften  und  Richtungen  der  Geschwindigkeiten,  die  wirk« 
lieh  hervorgebracht  werden,  durchaus  keinen  Einfluß  hat; 
wenn  mau  daher  noch  immer  p',  q  ,  r  die  unendlich  klei- 
nen Grüften  nennt,  um  welche  die  Geschwindigkeiten  p,  q,  r 
der  Projectionen  des  Körpers  auf  die  Axen  x,  y9  s,  in  der 
Zeit  dt  wachsen,  so  werden  diese  Gröfsen  die  Summen  der 
Seitenkräfte  von  u,  u,  u" u.  s.  w.  nach  diesen  drei  Axen 
ecyn,  so  daft  man  hat 

p  —  u  cos  a  -\-  u  cos  a  -\-  u  cos  a  -f-  . . . 
q  z=z  u  cos  b  -f-  u'  cos  b'  -|~  u"  cos  b"  -j-  ... 
r*  =  u  COS  c  tJ-  u  cos  c'  -J-  u"  cos  c"  -J-  ... 
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Wendet  man  aber  auf  jede  dieser  Kräfte  u,  u,  u"  u. 8. w. 
das  an,  was  man  (§.  118)  für  das  Maafs  einer  Kraft,  nach 
der  Geschwindigkeit  die  sie  hervorbringt,  gefunden  hat,  so  hat 
man  auch 

u  =z  Udt,    u   =  Udt,    u"  =z  U"dt  u.s.w. 
Vergleicht  man  nun  die  AVerthe  von  p\  q',  r'  mit  denen 
von  .X,  Y9Z,  co  erhalt  man 

p  =  Xdt,   q  =  Ydt,   r'  =  Zdt, 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  Zuwachs  der  Seitenkraft  der 
Geschwindigkeit  des  Körpers  nach  jeder  Axe,  welchen  er  im 
Augenblicke  dt  erhält,  die  Geschwindigkeit  ist,  welche  wah- 
rend dieser  Zeit  durch  die  nach  dieser  Axe  gerichtete  Seiten- 
kraft aller  gegebenen  Kräfte,  die  auf  diesen  materiellen  Punkt 
wirken,  hervorgebracht  wird. 

Der  Grund  hiervon  liegt  darin,  dafs  die  Kräfte  den  Ge- 
schwindigkeiten,  welche  sie  dem  Körper  in  einer  unendlich 
kleinen  Zeit  millhcilen ,  proportional  sind ,  welche  unendlich 
kleinen  Geschwindigkeiten  sich  nicht  andern,  mögen  nun  diese 
Kräfte  getrennt  oder  vereint  wirken.  Hieraus  folgt  auch,  dafs, 
wenn  die  Kräfte,  die  an  den  Körper  angebracht  sind,  z.B. 
drei  sind,  welche  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  und  man  auf 
den  Richtungen  dieser  drei  Kräfte  U,  U',  U",  indem  man 
\ou  ihrem  Angriffspunkte  ausgeht,  gerade  Linien  von  endlicher 
Grüfte  nimmt,  welche  sich  wie  die  entsprechenden  Geschwin- 
digkeiten //,  u,  u"  verhalten,  und  man  das  Parallelopipedum 
bildet,  dessen  drei  an  einander  stofsende  Seiten  diese  geraden 
Linien  sind,  die  Mittelkraft  dieser  Kräfte  nach  der  Diagonale 
gerichtet  seyn ,  und  ihre  Gröfse  .sich  zu  der  jeder  der  drei 
Kräfte  verhalten  wird,  wie  die  Diagonale  zur  entsprechenden 
Seite. 

148. 

Wenn  die  Kräfte,  welche  auf  den  Körper  wirken,  von 
seiner  Geschwindigkeit  und  seiner  Lage  im  Räume  unabhän- 
gig sind,  so  werden  auch  die  Bewegungen  seiner  drei  Projec- 
lionen  auf  die  Goordinatenaxen  von  einander  unabhängig  seyn, 
so  dafs  seine  Protection  auf  jede  Axe ,  am  Ende  einer  belie- 
bigen Zeit,  in  demselben  Punkte  6cyn  und  dieselbe  Geschwin- 
digkeit haben  wird,  wie  wenn  die  Kräfte  und  Geschwindig-  * 
Reiten,  parallel  mit  den  beiden  anderen  Axen ,  Null  wären. 

% 
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Im  Allgemeinen  wird  dies  nicht  der  Fall  seyn,  wenn  die  gege- 
benen Krüfle,  der  Gröfse  oder  Richtung  nach,  stell  mit  der 

},age  des  Körpers   oder  seiner  erlangten  Geschwindigkeit  än- 
ern;  immer  aber  kann  man  seine  Geschwindigkeit  und  seine 
Lage  in  jedem  Augenblicke  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Da  alle  Kräfte ,  welche  auf  den  Körper  wirken ,  immer 
auf  eine  einzige  zurück  geführt  werden  können,  so  nehme 
man  an,  dafs  J7,  was  die  Geschwindigkeit  u  hervorbringt, 
diese  einzige  Kraft  sey,  und  bezeichne  durch  £  den  Raum, 
durch  welchen  sie  den  Körper  wahrend  der  Zeit  dt,  nach 
ihrer  Richtung,  unabhängig  von  der  Geschwindigkeit  v,  die 
der  materielle  Punkt  am  Ende  der  Zeit  l  hat,  treibe.  Nach 
dem,  was  mau  in  f.  114  gesehen  hat,  hat  man 

s  zz:  \tid  t. 

In  Folge  der  erlangten  Geschwindigkeit  v  und  der  Wir- 
kung der  Kraft  U  oder  ihrer  Seitenkräfte ,  sind  aber  die 
Räume,  welche  die  Projcctionen  des  Körpers  auf  die  Axen 
der  x,  y,  z  während  der  Zeil  dt  durchlaufen, - 

pdt  +  Ip'dt,    qdi  +  lq'dt,    rdt  +  Ir'dt,  s 

folglich  hat  man,  das 

p'  zz:  u  cos  a,    q'  zz  u  cos  b,    r'  zz  u  cos  c 
ist,  wenn  mau  zugleich  die  Gleichungen  (t)  und  den  Werth 
von  €  berücksichtigt, 

x'  —  x  zz  w  cos  «  -j-  £  cos  a 

y'  —  y  zz  w  cos  ß       t  cos  b 
z   —  5  z:  w  cos  y  -f-  t  cosr, 
wo  w  der  Raum  vdt  ist,  welchen  der  Körper,  während  der 
Zeit  dt,  Mos  vermöge  der  Geschwindigkeit  v  beschreibt,  und 
x',  y\  z    die  drei  Coordinaten  am  Ende  der  Zeit  t  -}-  dt 
sind,  welche  x,  y,  z  am  Ende  der  Zeit  t  waren. 

Dies  vorausgesetzt,  sey  noch  immer  M  (Fig.  37)  der» 
Punkt  der  Trajectorie,  dessen  drei  Coordinaten  x,  y9  z  sind, 
und  MT  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  r.  Ferner  sey 
MJ  die  der  Kraft  U.  Man  nehme  auf  MJ  und  MT  die 
geraden  Linien  MH  und  MK ,  die  gleich  e  und  oi  sind,  und 
vollende  das  Parallelugramm  MITM'K,  dessen  zwei  zusam- 
men6tofseude  Seiten  diese  geraden  Linien  sind.  Der  Endpunkt 
M'  seiner  Diagonale  wird,  in  Folge  der  vorhergehenden  Glei- 

*  — 
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chungen.  der  Punkt  seyn,  dessen  Coordinalen  x\  y\  z'  sind, 
oder  der  Orl  des  Körners  am  Ende  der  Zeit  t  -f-  dt. 

V'erner  nenne  man  v'  die  Geschwindigkeit  des  Körper 
im  Punkte  M',  welche  nach  der  Verlängerung  M'  2''  der 
geraden  Linie  MM'  gericlilet  seyn  wird,  und  deren  "Werth 
die  Seitenkrart  von  v  nach  MM',  vermehrt  um  die  Geschwin- 
digkeit, die  nach  dieser  Richtung,  durch  die  Wirkung  der 
Kraft  U  während  der  Zeit  dt,  hervorgebracht  wird,  ist.  Da 
der  Kaum  e  im  Verhällnil's  zu  m  unendlich  klein  ist,  so  folgt 
daraus,  dafs  der  Winkel  TM M'  ebenfalls  unendlich  klein 
ist,  die  Seitenkraft  von  v  ist  daher  diese  Geschwindigkeit 
selbst,  wenn  man  die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt.  Bezeichnet  man  aufserdem  durch  d' 
den  Winkel  AMM' ,  welchen  die  Pachtung  der  Kraft  U  mit 
der  Seite  MM'  der  Trajeclorie  einschliefst,  so  ist  u  cos  ^  der 
Zuwachs  der  Geschwindigkeit ,  der  durch  die  Wirkung  dieser 
Kraft  hervorgebracht  wird.    Hieraus  folgt 

p   =  v       u  cos  d. 

Ich  setze  v'dt  z=  und  nehme  auf  M'2  einen  Theil 
M'K',  welcher  gleich  w  ist,  ich  bezeichne  durch  M' A'  die 
Richtung  der  Kraft,  welche  auf  den  Körper  wirkt,  wenn  er 
in  M'  angekommen  ist;  auf  dieser  geraden  Linie  nehme  ich 
einen  Theil  M  I/',  welcher  dem  Räume  gleich  ist,  durch 
welchen  diese  Kraft  deu  Körper  in  der  Zeit  dt  treibt,  ich 
vollende  das  Parallelogramm  M'  H'  M"  K",  so  wird  der  End- 
punkt M"  der  Diagonale  ein  dritter  Punkt  der  Trajeclorie 
seyn. 

Fängt  man  diese  Reihe  von  Constructionen  in  dem  Punkte 
an,  von  welchem  der  Körper  ausgeht,  und  wo  man  seine  Ge- 
schwindigkeit der  Grölse  und  Richtung  nach  kennen  mufft,  so 
ist  es  offenbar,  dafs  man  allmälich  alle  Punkte  der  ebenen 
oder  doppelt  gekrümmten  Trajcctorie  bestimmen  wird,  und  zu- 
gleich auch  die  Geschwindigkeit ,  die  der  Körper  in  jedem 
seiner  Punkte  hat.  Wenn  die  Zeitabschnitte,  welche  man  un- 
endlich klein  gesetzt  und  durch  dt  bezeichnet  hat,  nur  sehr 
klein  sind,  so  erhalt  man  eine  Reihe  von  Punkten,  die  die 
Spitzen  eines  Vielecks  sind,  welches  sich  um  desto  weniger 
von  der  Trajectorie  unterscheidet,  je  kleiner  seine  Seiten  sind. 
Nimmt  man  an ,  dafs  die  Geschwindigkeit  auf  jeder  Seite  der 
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Trajectorie  constant  ist,  und  nimmt  die  halbe  Summe  der 
Geschw  indigkeiten ,  die  man  au  den  beideu  Enden  der  Seile 
gefunden  hat,  für  deren  Werth,  so  kann  man  die  Zeil  be- 
rechnen, welche  der  Körper  braucht,  um  einen  Theil  des 
Vielecks  zu  durchlaufen.  Man  findet  daher,  auf  diese  Weise, 
die  krumme  Linie,  welche  der  Körper  beschreibt,  so  wie 
seine  Geschwindigkeit  und  seine  Lage  auf  dieser  krummen 
Linie  in  einem  bestimmten  Augenblicke,  mit  jedem  beliebigen 
Grade  von  Genauigkeit.  Ks  ist  aber  besser,  dafs  man  die 
Werth©  der  Coordinatcn  des  Körpers,  in  Functionen  der  Zeit 
ausgedrückt,  von  Differentialgleichungen  abhängen  läfst,  die 
man  nachher,  wenn  es  angeht,  integriert. 

.  149. 

Diese  Differentialgleichungen  der  krummlinigen  Bewegung 
sind  eine  unmittelbare  Folge  des  in  §,  147  aufgestellten  Princips 

Denn  da  die  Scitengeschwindigkeitcn  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers,  welche  den  Axen  der  Coordinalen  x,  y,  z  parallel 

sind,  —T—y  -p-,  —r-  am  Ende  der  beliebigen  Zeit  t  sind,  so 
dt    dt  dt 

d  x 

sind  ihre  Zunahmen,  wahrend  des  Augenblickes  dt,  a .  -j— , 

dt 

dy  dz 

d.  a.-7-,  und  da  jede  dieser  Zunahmen  nur  von  der 

dt  dt 

nach  der  entsprechenden  Axc  gerichteten  Seilenkraft  der  Kraft 
herrührt,  welche  in  diesem  Augenblicke  auf  den  Körper  wirkt, 
so  folgt,  dafs,  wenn  man  X,  Y,  Z  die  Scilenkrafle  dieser 
Kraft,  die  den  Axen  der  Coordinalen  x,y,  z  parallel  sind, 
nennt ,  alsdann 

d.—  =  Xdt,   d.-*=Ydt,   d.—  =  Zdt, 
dt  'dt  dt  f 

oder,  was  dasselbe  ist, 

d2x  d2y  d2z 

dl*  =  x>  7u*  =  Y'  d&  =  7>      (2)  ( 

ist. 

Die  Aufgabe  besteht  nun  in  jedem  Falle  darin ,  diese  drei 
Gleichungen  der  Bewegung  zu  integrieren,  und  man  kann,  in 
Rücksicht  auf  diese  Integration,  das  Verfahren  des  vorherge- 
henden J.  wie  eine  allgemeine  Nahcrungsmethode  betrachten. 
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Ilirc  Integrale  enlliallen  sechs  willkührliche  Cunslanlen ,  die 
vermittelst  tler  drei  Coordinaten ,  welche  dem  Körper  im  An- 
fange der  Bewegung'  zugehören ,  und  der  drei  Scilenkriiflo 
der  Anfangsgeschwindigkeit,  d.h.  vermittelst  der  Wert  he  der 

d  x    d  y    d  z 

sechs  Gröfsen  x9  Y,  z,  — ,  — ,  -7-,  die  für  tz=zo  gegeben 

dt    dt  dt 

sind,  bestimmt  werden.  Diese  Integrale  und  ihre  ersten  Dif- 
ferentiale geben  alsdann  die  Lage  des  Körpers  in  irgend  einem 
beliebigen  Augenblicke  an,  und  ebenso  die  Gröfse  und  Rich- 
tung seiner  Geschwindigkeit.  Eliminiert  mau  die  Zeit  t  aus 
diesen  Gleichungen,  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen  der 
Trajeclorie.  Wcifs  man  im  Voraus,  dafs  diese  krumme  Linie 
eine  ebene  ist,  so  kann  man  ihre  Ebene  allenfalls  für  die  der 
x  und  y  nehmen,  w  odurch  die  drei  vorhergehenden  Gleichun- 
gen auf  die  zwei  ersten  reduciert  werden. 

r 

150. 

Am  Ende  der  Zeit  t  Seyen  a,  b,  c  die  drei  Coordinaten 
eines  zweiten  materiellen  Punktes,  mit  dessen  Lage  man  die 
des  ersten  vergleichen  will.  Da  die  Axen  dieser  Coordinaten 
die  der  x ,  y ,  z  sind ,  so  setze  ich 

x  zsz  a  -f»  x\  y  =  b  -j-  y',    z  —  c  -\-  z'. 

Die  Veränderlichen  x\  y\  z'  geben  in  jedem  Augenblicke 
die  Lage  des  ersten  Punktes  im  Verhallnisse  zum  zweiten  an, 
und  nach  den  Gleichungen  (2)  hat  man 

rf**'  d2a     d2y'  _         d*b     d2z  d2c 

dt2  dt2'    dl2  ~~         dt2'    dt2^  dt2' 

um  sie  in  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen. 

Wenn  die  Bewegung  des  zweiten  Punktes  nicht  bekannt 
ist ,  und  nur  die  mit  den  Coordinatcnaxcn  parallelen  Seiten- 
krafle  jt ',  7i,  C  der  Kraft,  die  ihn  treibt,  gegeben  sind,  so 
hat  man      d%a  rf2£  d2c 

dt*-*'   dT>-B'   TU*"  ' 

und  hieraus  folgt 

dt2  dt*  "~  Y         '  ~dt2~ 

für  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  Beziehung  auf  den  ersten 
Punkt. 
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Wenn  die  Kraft,  deren  Scitcnkräfte  A,  C  siud,  zu- 
gleich auf  beide  Körper  wirkt,  so  erscheinen  diese  Seilen- 
kräfte auch  in  den  Werth en  von  A,  Y9  Z,  und  verschwin- 
den daher  aus  den  letzteren  Gleichungen.  Dies  ist  z.B.  der 
Fall  bei  Körpern ,  die  sich  an  der  Oberfläche  der  Erde  be- 
wegen, und  deren  Lagen  man  auf  bestimmte  Punkte  dieser 
Oberfläche  bezieht.  Die  Kräfte,  welche  von  der  täglichen 
Bewegung  der  Erde  herrühren,  kommen  in  den  Gleichungen 
der  verschiedenen  Bewegungen,  die  man  betrachtet,  nicht  vor, 
und  man  kann  völlig  von  ihnen  absehen,  wenn  man  diese 
Gleichungen  bildet. 

Dennoch  soll  hiermit  nicht  gesagt  seyn ,  dafs  die  Bewe- 
gungen ,  welche  wir  beobachten ,  immer  ganz  unabhängig  von 
der  Geschwindigkeit  der  Umdrehung  der  Erde  seyen.  Viel- 
mehr hat  sie  allerdings  einigen  Einflufs  auf  die  Gröfse  der 
Schwere,  und  daher  auch  auf  die  verlicalen  Bewegungen. 
Aufserdem  ist  die  Umdrehungsgeschwindigkeit  eines  Körpers, 
wenn  er  von  einer  beträchtlichen  Höhe  herab  fällt,  in  seinem 
Ausgangspunkte  etwas  gröfscr,  als  am  Fufse  der  Verlicalen, 
die  durch  diesen  Punkt  geht. 

Hieraus  kann  man  leicht  den  Schlufs  ziehen,  dafs  der 
Körper  sicli  ein  wenig  von  dieser  geraden  Linie  entfernen 
mufs,  und  die  Erde  in  einem  kleinen  Abslande  vom  untersten 
Ende  dieser  Linie  trelfcn  wird.  Diese  Abweichung,  die  man 
wirklich  beobachtet  hat,  zeigt,  durch  einen  direclcn  Versuch, 
die  Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Axe. 

Die  Bewegungen,  welche  unabhängig  von  dieser  Umdre- 
hung sind,  sind  die,  welche  der  Stöfs  der  Körper  hervor- 
bringt, und  auch  die,  welche  von  der  Muskelkraft  der  Mei 
sehen  und  Thicre  herrühren. 

15 1. 

Die  Gleichungen  (2)  sind  die  der  Bewegung  eines  v 
freien  materiellen  Punktes,  es  ist  aber  leicht,  sie  auf  einen 
materiellen  Punkt  aus  zu  dehnen,  der  gezwungen  ist,  sich 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bewegen.  Hierzu  ist  es 
hinreichend,  wie  im  Falle  des  Gleichgewichtes  (§.  3b),  zu  den 
gegebenen  Kräften,  welche  auf  den  Körper  wirken,  noch  eine 
Kraft  von  unbekannter  Greise  hinzu  zu  fügen,  welche  den 
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Widerstand  der  Oberfläche  vorstellt.  Diese  Kraft  siebt  auf  der 
gegebenen  Oberfläche  senkrecht ;  ich  bezeichne  sie  durch  AT, 
und  durch  X,  ft,  v,  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  Verlän- 
gerungen der  Coordinatcn  x3  f9  z  des  Körpers  einschliefst. 
Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  alsdann 

d2  v 

— r  =  X  +  N  cos  A 

-  =  F+  iVcos/t   )  (3) 
d2z 

—  -Z+N  COS  V 

Bezeichnet  mau  durch  L=.o  die  Gleichung  der  gegebenen 
Oberfläche,  und  setzt  zur  Abkürzung 

—  —  \dx2  ^  dy2  ^  dz2)  9 
so  hat  man  zu  gleicher  Zeit  (f.  21) 

-r  d  L  T..d L  r~d  JTj 

Hat  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (3)  substituiert, 
so  eliminiert  man  das  Produkt  'NV  aus  denselben  j  die  hier- 
aus entstehenden  zwei  Gleichungen,  verbunden  mit  L  z=  o, 
dienen  dazu,  x,  y9  z  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen. 
Man  kann  alsdann  aus  einer  der  Gleichungen  (3),  oder  aus 
einer  beliebigen  Verbindung  dieser  Gleichungen,  den  Werth 
von  NT'r  finden,  und  da  N  immer  eine  positive  Grüfse  seyn 
mufs,  so  findet  man  durch  das  Zeichen  dieses  Produktes  das 
Zeichen  von  Pr9  wodurch  die  senkrechte  Kraft  JV  und  die 
Richtung,  nach  welcher  sie  wirkt,  vollkommen  bestimmt  sind. 

Wenn  der  Körper  gezwungen  ist,  sich  auf  zwei  gege- 
benen Oberflächen  oder  auf  der  krummen  Linie,  in  welcher 
sie  sich  schneiden,  zu  bewegen,  so  kann  man  ihn  noch  immer 
wie  einen  völlig  freien  betrachten ,  sobald  man  zu  den  gege- 
benen Kräften  zwei  unbekannte  Kräfte  A7  und  iV'  hinzu 
fügt,  welche  senkrecht  auf  diesen  Oberflächen  stehen.  Be- 
zeichnet man  durch  k,  //,  v,  die  Winkel,  welche  die  Rich- 
tungen der  ersten,  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  x,y,  z 
bestimmen,  und  durch  A',  /*',  v die  Winkel,  welche  der 
zweiten  entsprechen,  so  hat  man 
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~  =  X+  NcobX  +  iV'cosA'  | 

^=    F+JVcOS/l  +  iV'cOS,,'     )  (4) 


d2z 

z=z  Z  +  N cos y  +  iV'  cos y 


für  die  Gleichungen  der  Bewegung.  Ist  L  zzz  o  die  Gleichung 
der  Oberfläche,  deren  Widersland  N  ist,  und  bezeichnet  man 
durch  Z/  =  o  die  der  Oberfläche,  welcher  iV'  entspricht,  so 
sind  die  Werthe  von  cos  A,  cos  /*,  cos  v9  dieselben,  wie 
früher,  und  die  von  cos  X' ,  cos  //,  cos  v  ,  können  daraus 
abgeleitet  werden,  wenn  man  V  und  JL  in  V*  und  L'  um- 
ändert. Hat  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (4)  substi- 
tuiert, so  eliminiert  man  die  Produkte  NV  und  N'  V .  Die 
hieraus  entstehende  Gleichung  und  die  Gleichungen  L  =  o, 
& =o  dienen  alsdann  dazu,  die  Werthe  von  x ,  y,  z9  als 
Functionen  von  t ,  zu  bestimmen.  Ist  dies  geschehen ,  so  fin- 
det man  aus  zweien  der  Gleichungen  (4)  die  Werthe  von 
NV  und  N'P^'j  deren  Zeichen  dieselben,  wie  die  von  V 
und  V  seyn  werden,  und  auf  diese  Weise  erfährt  man  den 
Werth  der  senkrechten  Kräfte  N  und  N'9  und  die  Richtung, 
nach  welcher  sie  wirken.  Ihre  Mittelkraft  ist,  der  Gröfsc 
und  Richtung  nach,  der  Widerstand  der  krummen  Linie,  auf 
welcher  der  Körper  sich  bewegen  mufs. 

152. 

Um  den  Gleichungen  (4)  eine  einfachere  Gestalt  zu  geben, 
sey  m  die  Masse  des  Körpers,  und  mP  der  Druck,  den  er 
während  seiner  Bewegung,  auf  die  krumme  Linie,  die  er  be- 
schreiben mufs,  ausübt.  Man  bezeichne  durch  II,  II',  II" 
die  Winkel,  welche  die  Richtung  dieser  Kraft  mit  den  nach 
der  positiven  Seite  hin  verlängerten  Coordinaten  x}  y,  z 
dieses  Punktes  einschliefst;  der  Widerstand,  welchen  die 
krumme  Linie  der  Bewegung  des  Körpers  entgegensetzt,  ak 
eine  beschleunigende  Kraft  betrachtet,  ist  gleich  P  und  ihm 
entgegengesetzt.  Verbindet  man  denselben  mit  den  gegebenen 
Kräften  X,  Y,  Z,  welche  auf  den  Körper  wirken,  so  haben 
wir,  statt  der  Gleichungen  (4), 

15 
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d*x 


dt* 


=  X  —  P  cos  II 


^  =  z-Pcosir 

Die  Richtung  der  Kraft  P  ist  nicht  a  priori  bekannt, 
man  weif«  blos,  dafs  sie  auf  der  gegebenen  krummen  Linie 
senkrecht  sieht.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Cosinus  des  Winkels, 
welcher  zwischen  dieser  Riclitung  und  der  Berührungslinie 
der  Trajeclorie  enthalten  ist,  gleich  Null  seyn  mufs.  Hier- 
durch erhall  man 

dx  dy  ,       dz  „ 

—r-  COS  11  +  -j-   COS  11     -\  —  COS  11      =  O  (0) 

ds  ds  ds 

Dio  Winkel  IT,  II',  11"  sind  aufserdem  durch  die 
Gleichung 

cos2  II  +  cos2  IT  +  cos2  IT"  =  1 
unter  einander  verbunden. 

Eliminiert  man  1\  IT,  IT',  IT"  aus  diesen  Gleichungen, 
indem  man  die  Gleichungen  (5)  zusammen  addiert,  nachdem 

d  v    d  y    d-  z 

sie  mit        ,  -7— ,  —r-  mulliplicierl  worden  sind,  berücksichtigt 
ds    ds  ds 

man  die  Gleichung  (6)   und  setzt  zur  Abkürzung 

Xpa  +  Y%  +  Zd-f.=(f, 

ds  ds  ds  1 

so  hat  man  alsdann 

dxd2x  -f-  dy  d2y  -\-  dzd2z 

dTdt2  ~  * 

Differcn liiert  mau  die  identische  Gleichung 
dx2  +  dy2  +  dz2  __  ds2 

dl2  ~~  dt2' 

und  dividiert  man  durch  2ds,  so  sieht  man,  dafs  der  erste 

d2s 

Theil   der    vorhergehenden  Gleichung  dasselbe  ist  wie  — z, 

dtz 

man  hat  also  einfach 

d2s 

777-2"  =  V  (?) 
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Die  Kraft  (p  ist  die  Summe  der  Seiteukräfte  der  gegebe- 
nen Kräfte,  nach  der  Richtung  der  Tangente  der  Trajeclorie, 
und  diese  Seitenkräfte  mufs  man  als  positive  oder  negative 
Grüften  ansehen,  je  nachdem  sie  den  Bogen  s,  welchen  der 
K(3rper  beschreibt,  zu  vergröfsern  oder  zu  vermindern  streben. 
Die  Gleichung  (7)  sagt  daher,  dafs  bei  der  krummlinigen,  wie 
bei  der  geradlinigen  Bewegung,  die  Kraft,  welche  auf  den 
Körper  in  der  Richtung  seiner  Bewegung  wirkt,  dem  zweiten 
DiiFerentiaJcoefficienten  des   durchlaufenen  Räume»  gleich  ist, 

und  da  v  —  — ,  so  kann  man  auch  sagen,  daft^  diese  Kraft 

dem  ersten  Diflerentialcoefficienten  der  erlangten  Geschwindig- 
keit v  gleich  ist. 

Da  diese  Gleichung  vom  Widerstande  der  krummen  Linie 
völlig  unabhängig  ist,  so  gilt  sie  für  die  Bewegung  eines  mate- 
riellen Punktes,  der  völlig  frei  ist,  und  für  die  eines  materiel- 
len Punktes,  der  auf  einer  krummen  Oberfläche  bleiben  mufs; 
diese  Gleichung  wird  aber  besonders  in  dem  Falle,  wenn  sich 
der  materielle  Punkt  auf  einer  gegebenen  krummen  Linie  be- 
wegt, von  Nutzen  seyn.  Aus  den  Gleichungen  dieser  krum- 
men Linie  findet  man  die  Werthe  von  x,  y}  z  in  Functionen 
von  s  ausgedrückt,  und  nachdem  man  sie  in  die  Gleichung 
(7)  substituiert  hat,  so  braucht  man  nur  noch  diese  Gleichung 
der  zweiten  Ordnung  zwischen  s  und  t  zu  integrieren.  Die 
beiden  willkührlichen  Constanten,  welche  ihr  Integral  enthält, 

eis 

kann  man  vermittelst  der  Werthe  von  s  und         welche  dem 

dt 

Werthe  t  =z  o  entsprechen,  bestimmen,  d.  h.  vermittelst  der 
anfänglichen  Lage  und  Geschwindigkeit  des  Körpers.  Sind 
die  drei  Coordinaten  x,  y,  z,  als  Functionen  von  t,  vermöge 
des  Integrals  der  Gleichung  (7)  verbunden  mit  den  zwei  ge- 
gebenen Gleichungen  der  Trajectorie  bestimmt,  so  geben  die 
Gleichungen  (5),  für  jeden  beliebigen  Augenblick,  die  drei 
Seitenkräfte  des  Druckes  P,  welchen  die  krumme  Linie,  auf 
welcher  sich  der  Körper  bewegen  mufs,  erleidet.  Im  folgen- 
den Kapitel  findet  man  eine  einfachere  Bestimmung  dieser 
Kraft,  ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach. 
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IL    Wichtigste  Folgen  der  vorhergehenden  Formeln. 

153. 

Wenn  der  Körper  durch  eine  Kraft  getrieben  wird,  welche 
nach  einem  festen  Punkte  gerichtet  ist,  so  erhält  man  unmittel- 
bar drei  erste  Integrale  der  Gleichungen  (2).  Hierzu  \erlege 
man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x,  y9  z  in  diesen 
Punkt,  stelle  die  Kraft,  welche  den  Körper  treibt,  ihrer 
Gröfse  und  Richtung  nach,  durch  den  Radius  Vecjor  dar, 
und  construfere  das  Parallelopipedum ,  dessen  Diagonale  dieser 
Radius  ist,  und  dessen  drei  zusammen  stofsende  Seiten  auf 
den  Axen  der  x ,  y,  z  liegen.  Die  drei  Coordinaten  x,  yy  z 
des  Körpers  werden  die  Längen  dieser  drei  Seiten  seyn,  und 
die  drei  Seitenkräfte  der  gegebenen  Kraft  darstellen,  so  dafs  man 

X  :  Y  :  Z  =  x  ;  y  :  z 
hat,  woraus  sich 

Xy  =  Yx,    Zx  =  Xz,    Yz  =  Zy 
ergiebt.     Aufserdem  könuen  die  Gleichungen  (2)  durch  fol- 
gende erselzt  werden : 

yd*x  —  xd*y  =  (Xy  —  Yx)  dt*  ) 
xd*z  —  zd*x  =  (Zx  —  Xz)  dt2  [  (a) 
zd*y  —  yd*z  =  (Yz  -  Zy)  dt*  ) 
Die  zweiten  Theile  dieser  Gleichungen  sind  aber,  in  Folge 
der  vorhergehenden    Gleichungen,  gleich  Null,  und  da  die 
ersten  Theile  die  Differentiale  von  ydx  —  xdy,  xdz  —  zdx, 
zcfy  —  <ydz  sind,  so  hat  man,  wenn  man  integriert, 

ydx  —  xdy  =  cdt  ^ 
xdz  —  zdx  =  cdt    \  (b) 
zdy  —  ydz  =  c'dt  ) 
wo  c,  c',  c"  wülkührliche  Constanten  bedeuten. 

154. 

Um  den  Lehrsatz  auszusprechen,  der  in  den  ersten  Inte- 
gralen der  Gleichungen  der  Bewegung  enthalten  ist,  betrachte 
man  die  Protection  AMB  (Fig.  38)  der  Trajectorie  des  Kör- 
pers auf  die  Ebene  der  Coordinaten  x  und  y,  deren  Axen 
Ox  und  Oy  sind.    Am  Ende  der  Zeit  t  sey  M  die  Protection 

t 

Digitized  by  Google 


«9 

des  Körpers,  OP  und  MP  seine  Abscisse  .v  und  Ordinale  y> 
und  da  C  der  Punkt  ist,  wo  diese  krumme  Linie  die  Axe  Oy 
schneidet,  so  nenne  man  u  den  Sector  COM,  p  die  Flache 
COPM,  q  das  Dreieck  OPM,  so  hat  man 

u  =z  p  —  q,    q  =  ixy. 

Ist  M'  die  Protection  des  Körpers  am  Ende  der  Zeit 
t  +  dt,  so  ist  MOM'  die  Fläche,  welche  der  Radius  Verlor 
dieser  Protection,  während  der  Zeit  dt,  beschreibt,  dies  ist 
auch  das  Differential  von  u  oder  p  —  q,  und  da 
dp  =  ydx,    dq  =z  i  xdy  +  iydx, 
so  hat  man 

du  =  i  {ydx  —  xdy). 

Die  erste  Gleichung  (b)  sagt  daher,  dafs  die  Fläche,  welche 
der  Radius  Vector  der  Projection  M  des  Körpers,  während 
jedes  Zeitmoments  dt  beschreibt,  eine  beständige  Gröfse  und 
gleich  \  cdt  ist;  daher  ist  auch  die  Flache,  welche  während 
einer  Zeit  t  beschrieben  wird,  dieser  Veränderlichen  propor- 
tional und  gleich  \  ct.  Die  Flächen,  welche  in  dieser  Zeit 
durch  die  Radius  Vector  der  Projectionen  des  Körpers  auf  die 
Ebenen  der  x  und  z,  und  der  y  und  z,  beschrieben  werden, 
sind  ebenso  gleich  J  c't  und  £  c"t. 

Hieraus  kann  man  den  Schlufs  ziehen,  dafs,  wenn  ein 
materieller  Punkt  einer  Kraft  unterworfen  ist,  die  beständig 
nach  einem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  die  Flächen, 
die  der  Radius  Vector  seiner  Projection  auf  irgend  eine 
Ebene,  welche  durch  diesen  Punkt  geht,  um  diesen  Punkt 
beschreibt,  den  Zeiten,  die  während  ihrer  Beschreibung  ver- 
flossen'sind,  proportional  sind.  Hat  umgekehrt  diese  Eigen- 
schaft in  Beziehung  auf  drei  rechtwinklige  Ebenen  statt,  die 
durch  den  Mittelpunkt  der  Flächen  gezogen  sind,  so  kann 
man  hieraus  schliefsen  ,  dafs  die  Kraft ,  oder,  die  Mittelkraft 
der  Kralle,  welche  den  Körper  treiben,  immer  nach  diesem 
festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist.  Denn  sind  die  Gleichungen 
(b)  gegeben,  so  hat  man,  wenn  man  sie  difFerentiicrt , 

yd2x  —  xd2y  =  o ,    xd2z  —  zd2x  =  o ,    zd2y  —  yd2z  =  o  5 

in  Folge  der  Gleichungen  (a),  welche  die  einer  beliebigen 
Bewegung  sind;  man  hat  daher  auch 

Xy  =  Yx,   Zx  =  Xs,    Yz  ==  Zy, 
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dalier  verhalten  sich  die  Kräfte  X,  Y ,  Z  zu  einander,  wie 
die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Körpers;  dies  ist  hinreichend, 
damit  ihre  Mittelkraft  immer  nach  dem  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  gerichtet  sey.  Uehrigens  kann  diese  Kraft  eine 
anziehende  oder  abslofscnde  seyn,  d.  h.  sie  kann  nach  dem 
Radius  Vector  des  Körpers,  oder  nach  seiner  Verlängerung 
wirken. 

155. 

Wenn  ein  materieller  Punkt  einer  Kraft  unterworfen  ist, 
welche  nach  einem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  so  ist  es 
offenbar,  dafs  seine  Trajectorie  eine  ebene  krumme  Linie 
seyn  wird ,  weil  kein  Grund  vorhanden  ist ,  weswegen  er 
eher  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  aus  der  Ebene 
heraus  treten  sollte,  die  durch  die  Richtung  seiner  anfänglichen 
Geschwindigkeit  und  den  festen  Mittelpunkt  geht.  Dies  kann 
man  auch  aus  den  Gleichungen  (b)  ableiten.  Denn  addiert 
man  sie,  nachdem  man  sie  durch  z,y,  x  multipliciert  und 
durch  dt  dividiert  hat,  so  erhält  man 

cz  -f-  °y  +  c"x  =  °- 
Man  kann  diese  Ebene  für  die  der  x  und  y  nehmen, 
die  Fläche  welche,  durch  den  Radius  Vector  des  Körpers,  in 
der  Ebene  der  Trajectorie  beschrieben  wird,  ist  daher  der 
Zeit  proportional,  und  aufserdem  reduciert  sich  der  vorher- 
gehende Lehrsatz  auf  diese  Proportionalität.  Denn  hat  sie 
für  die  Fläche  statt,  welche  auf  der  Ebene  der  Trajectorie 
beschrieben  wird,  so  gilt  sie  auch  für  diejenige  Fläche  welche, 
durch  den  Radius  Vector  der  Projection  des  Körpers  auf  jede 
andere  Ebene,  beschrieben  wird.  Denn  diese  andere  Fläche 
ist  nichts  Anderes,  als  die  Projection  der  ersten  auf  diese 
Ebene,  und  wir  wissen  ({.10),  dafs  die  Projection  einer  ebe- 
nen Fläche  ein  beständiges  Verhaltnifs  zu  der  projicierten 
Fläche  hat. 

156. 

Die  unendlich  kleine  Fläche  MOM'  kann  ebenfalls  durch 
Polarcoordinaten  ausgedrückt  werden.  Zu  diesem  Zwecke 
bezeichne  man  durch  r  den  Radius  Vector  Oi¥,  und  durch 
&  den  Winkel  MOx,  den  er  mit  der  Axe  der  x  einschliefst. 
Man  beschreibe  aus  dem  Punkte  O  als  Mittelpunkt  den  Krcis- 
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bogen  MN ,  welcher  im  Puukte  N  den  Radius  Vector  OM' 
sclineidet,  der  dem  Winkel  #  —  d&  entspricht,  und  dessen 
Länge  rd&  ist.  Der  Ausschnitt  iWOiV  ist  gleich  £r2d&  und 
kann  für  die  Fläche  MOM'  genommen  werden,  wenn  man 
die  Fläche  MNM\  die  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  ist,  vernachlässigt.    Man  mufs  daher 

ydx  —  xdy  =  r2d& 
haben,  welcher  Gleichung  man  wirklich  durch  die  Werthe 

x  =  r  cos        y  =  r  sin  & 
und  ihre  Differentiale,  welche  nemlich 

dx  =  cos  &dr  -f-  r  sin&dd' 
dy  =  sin  &dr  —  r  ces  &d& 
sind,  da  hier  das  Differential  von  #  gleich  — d&isl,  Genüge 
leistet.    Auf  diese  Weise  nimmt  die  erste  Gleichung  (6)  die 
Gestalt 

r2d&  =  cdt 
an,  unter  welcher  man  sie  gewöhnlich  anwendet. 

Ebenso  kann  man  das  Element  der  krummen  Linie  in 
Polarcoordinaten  ausdrücken.  Bezeichnet  man  den  Bogen  CM 
durch  a,  und  dieses  Element  durch  da9  so  hat  man  zu  glei- 
cher Zeit 

MM'  =  da,    MN  =  rd&,    NM'  =  dr, 
betrachtet  man  MNM'  wie  ein  geradliniges  Dreieck,  das  in 
N  einen  rechten  Winkel  hat,  so  findet  man  hieraus 

da2  =  dr2  +  r2d&2, 
was  man  auch  aus  der  Formel 

da2  =  dx2  +  dy2 
vermittelst  der  vorhergehenden  Werthe  von  dx  und  dy  ab- 
leiten kann. 

Ich  bemerke  bei  dieser  Gelegenheit,  dafs  bei  einer  ebenen 
Trajectorie  die  Seitengeschwindigkeiten  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers  nach  der  Verlängerung  MO'  des  Radius  Vector 
MO  und  nach  der  Richtung,  die  auf  diesem  Radius  senk- 
recht steht,  durch 

dr  rd& 
dt  J  dt 

ausgedrückt  werden.  Denn  der  Winkel  O' M  T,  welchen  diese 
Verlängerung   mit  der  Tangente  M  T  einschliefst,   ist  das 
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Complement  des  Winkels  M  des  Dreiecks  M'MN;  hier  bat 
man  also 

co.  O  MTz=^,    sin  O  M  T  sa 

da  da 

und  wenn  man  diesen  Cosinus  und  diesen  Sinus  durch  die 

do 

Geschwindigkeit  — ,  die  nach  M  T  gerichtet  ist,  multipliciert, 

so  hat  man  die  Seitengeschwindigkeiten ,  von  welchen  die 
Rede  ist.    Man  kann  sie  oft  mit  Nutzen  gebrauchen.  Sie 

sind  von  den  Seitengeschwindigkeiten  ^  und        darin  ver- 
fitz dt 

schieden,  dafs  die  Richtungen  fester  sind,  während  die  der 
vorhergehenden  sich  mit  der  Lage  des  Körpers  ändern. 

d& 

Die  Geschwindigkeit  — ,  mit  welcher  der  Radius  Vector 

OM  den  Winkel  COM  beschreibt,  welcher  von  einer  festen 
Linie  aus  gerechnet  wird,  ist  das,  was  man  die  Winkel- 
geschwindigkeit des  Körpers  nennt.    Man  kann  sie,  wie 

r  cl  \)~ 

man  sieht,  aus  seiner  Geschwindigkeit  —3 — ,  die  er  senkrecht 

dt 

auf  OM  hat,  ableiten,  indem  man  diese  durch  die  Länge 
dieses  Halbmessers  dividiert. 

157. 

Ich  komme  jetzt  auf  die  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung zurück. 

Addiert  man  die  Gleichungen  (5)  des  f.  152,  nachdem 
man  sie  mit  dx,  dy,  dz  multipliciert  hat,  berücksichtigt  man 
die  Gleichung  (6)  in  demselben  f.  und  bemerkt,  dafs 

dxd2x  +  dyd2y  -f-  dzd2z  _  t  ,  ds*  _     -  a 
dt2  ~  *     dt*  ~  * 

ist,  so  folgt  hieraus 

i  d.v*  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz.  (c) 
Man  nehme  an,  dafs  die  Ausdrücke  für  die  gegebenen 
Kräfte  X,  Y,  Z  weder  die  Zeit  t,  noch  die  Geschwindigkeit 
v  entwickelt  enthalten ,  und  dafs  die  Formel  (c) ,  wenn  man 
x,  y,  z  als  unabhängige  Veränderliche  betrachtet,  ein  voll- 
ständiges Differential  sey ;  man  setze  daher 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  d.F(x,  y,  «), 
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wo  F  eine  gegebene  Function  bedeutet.  Integriert  man  die 
Gleichung  (c) ,  und  bezeichnet  durch  C  die  wülkührliche  Con- 
stante,  so  hat  man 

t>*  =  2F(x,y,  z)  +  C. 
Um  diese  Constante  zu  eliminieren,  seyen  a,  b,  c,  h  die 
anfänglichen  Werthe  von  x ,  y ,  z ,  vy  80  hat  man 

=  2  F(a9  6,  c)  +  C, 
und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  abzieht, 

=  k*  -f  2F(x,y,  z)  —  2  F(a,  6,  c).  (d) 

Da  dieses  Resultat  vom  Widerstande  N  der  krummen 
Linie  unabhängig  ist,  welcher  der  Kraft  P,  die  in  den  Glei- 
chungen, aus  welchen  das  Resultat  abgeleitet  wurde,  vorkommt, 
gleich  und  entgegengesetzt  ist ,  so  folgt  hieraus ,  dafs  es  sowohl 
bei  der  Bewegung  eines  völlig  freien  materiellen  Punktes  statt 
hat,  als  auch  bei  der  Bewegung  auf  einer  Oberfläche  oder 
einer  gegebenen  krummen  Linie. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieser  Gleichung  (d)  ist  die,  dafs 
die  Geschwindigkeit  constant  und  die  Bewegung  gleichförmig 
ist,  sobald  der  Körper  durch  keine  gegebene  Kraft  getrieben 
wird.  Denn  die  Function  F  ist  alsdann  Null,  und  man  hat 
v  =  hf  mag  nun  die  Bewegung  auf  einer  Oberfläche  oder 
einer  gegebenen  krummen  Linie  statt  haben,  oder  der  Körper 
völlig  frei  seyn. 

Diese  Gleichung  zeigt  uns  aufserdem,  dafs,  in  der  Voraus- 
setzung, welche  man  über  die  Natur  der  Kräfte  X,  Yf  Z 
gemacht  hat,  der  Zuwachs  des  Quadrats  der  Geschwindigkeit 
des  Körpers,  wenn  er  aus  einer  Lage  in  die  andere  kommt, 
immer  derselbe  ist,  wie  auch  die  krumme  Linie,  die  er  be- 
schreibt, beschaffen  seyn  mag,  und  nur  von  den  Coordinaten 
a,  b,  c,  x,  y,  z  der  zwei  äufsersten  Punkte  abhängt.  Wenn  diese 
krumme  Linie  gegeben  ist,  oder  auch,  wenn  der  Körper  ge- 
zwungen ist,  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  bewegen, 
so  kann  man  für  h  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  nehmen, 
die  nach   der  Tangente  dieser  krummen  Linie   oder  dieser 
krummen  Fläche  gerichtet  ist.    Wenn  der  Stöfs,  der  auf  den 
Körper  im  Anfang  der  Bewegung  ausgeübt  wird,  nicht  diese 
Richtung  hat,  so  kann  man  ihn  in  zwei  andere  zerlegen,  von 
welchen  die  eine  nach  der  Normalen,  die  andere  nach  der 
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Tangente  gericlilet  ist,  die  erste  Kraft  wird  durch  den  Wider- 
stand der  gegebenen  krummen  Linie  oder  krummen  Fläche 
aufgehoben,  und  die  zweite  bringt  die  Geschwindigkeit  h  her- 
vor, und  bestimmt  deren  Richtung. 

Bezeichnet  man  durch  C  eine  willkührliche  Constante, 
so  ist  die  Gleichung 

F(x,y,z)  =  C 
die  einer  Oberfläche,  welche  mit  gleicher  Geschwindigkeit  von 
allen  Körpern  erreicht  wird,  die  von  denselben  Kräften  ge- 
trieben werden,  und  von  dem  Punkte,  dessen  Coordinaten 
a,  b,  c  sind,  nach  verschiedenen  Richtungen  und  mit  gleicher 
Geschwindigkeit  h  ausgegangen  sind.  Wenn  z.  B.  diese  Kör- 
per nur  von  der  Schwerkraft  getrieben  werden,  so  ist  diese 
Gleichung  die  einer  horizontalen  Ebene. 

In  dem  Falle,  wenn  eine  krumme  Linie  gegeben  ist,  kann 
man  aus  ihren  Gleichungen  die  Werthe  von  x,  y,  £,  in 
Functionen  des  Bogens  s  ausgedrückt,  ableiten,  substituiert 

ds 

man  sie  in  die  Gleichung  (d)  und  setzt  —  an  die  Stelle  von 
v,  so  findet  man 

dt  —  Sds, 

wo  S  eine  gegebene  Function  von  s  ist.  In  diesem  Falle  ist 
daher  die  Bestimmung  der  Zeit,  in  einer  Function  des  durch- 
laufenen Raumes  ausgedrückt,  auf  die  Integration  eines  gege- 
benen Differentials  zurück  geführt.  Aber  die  Voraussetzung, 
auf  welche  die  Gleichung  (d)  gegründet  ist,  und  daher  auch 
diese  Gleichung,  haben  nicht  statt,  wenn  der  Körper  den 
Widerstand  eines  Mittels  erleidet,  welcher  eine  Kraft  ist, 
die  von  der  Geschwindigkeit  abhängt;  ebendies  wird  der  Fall 
seyn ,  wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  materiellen  Punk- 
tes handelt ,  der  von  anderen  Punkten ,  die  selbst  in  Bewe- 
gung sind,  angezogen  oder  abgestofsen  wird,  durch  welchen 
Umstand  die  Zeit  t  in  den  Werthen  von  X,  Y,  Z  ent- 
wickelt erscheinen  würde.  In  beiden  Fällen  kann  man, 
wenn  die  Trajectorie  eine  gegebene  krumme  Linie  ist,  die 

ds 

Gleichung  (c)  anwenden,  in  welcher  man  —  statt  v  setzen 

cl  t 

kann,  und  die  sich  alsdann  in  die  Gleichung  (7)  des  f.  152 
verwandeln  wird. 
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158. 

Die  Formel 

Xdx  «f  Ydy  +  Zdz 
wird,  wie  es  eben  angenommen  wurde,  ein  vollständiges  Dif- 
ferential seyn,  sobald  der  Körper  von  festen  Punkten,  ange- 
zogen oder  abgestofsen  wird,  und  die  Grüfsen  dieser  Kräfte 
werden  durch  Functionen  des  Abstandes  von  den  Mittelpunk- 
ten ,  von  welchen  sie  ausgehen,  ausgedrückt  werden. 

Seyen  nemlich  e,  /,  g  die  drei  Coordinaten  eines  der 
festen  Mittelpunkte,  die  auf  dieselben  Axen  wi«  x,  y,  z  be- 
zogen sind.  Man  bezeichne  durch  r  den  Abstand  des  Kör- 
pers von  diesem  Punkte,  so  hat  man 

r*  =  («-*)«  +  U-r)2  +  (j?-*)2 

und  die  Cosinus  der  Winkel ,  welche  diese  gerade  Linie  r 
mit  den  Axen  einschliefst,  die  durch  den  Körper  nach  den 
Richtungen  der  positiven  x ,  y ,  z  gezogen  sind ,  sind  die  Ver- 
hältnisse von  e  —  x  ,  f — y,  g — z  zu  r.  Bezeichnet  man 
daher  durch  R  die  anziehende  Kraft,  die  vom  Körper  nach 
diesem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  so  sind  die  Werth e 
ihrer  drei  Seitenkräfte 

R(e  —  x)     R  tf—y)  JR(ff-z) 
r       '  r       '  r 

und  daher  ist  der  Theil  von  Xdx  -f-  Ydy  -f-  Zdz,  welcher 
von  Ä  herrührt, 

j  [(«  —  *)  dx  -f  (f—y)  dy  +(g  —  z)  dz]. 

Differentiiert  man  aber  den  Wrerth  von  r2,  so  hat  man 

rdr  =  —  (e  —  x)dx  —  (f  —y)  dy  —  (g  —  z)dz, 

wodurch  die  vorhergehende  Gröfse  in  —  Rdr  übergeht. 
Wenn  die  Kraft,  welche  von  dem  festen  Mittelpunkte  aus- 
geht ,  eine  abstofsende  ist,  so  ist  es  hinreichend,  das  Zeichen 
dieser  Gröfse  zu  ändern,  welche  daher  Rdr  wird,  wenn  man 
in  allen  Fällen  R  wie  eine  positive  Gröfse  betrachtet.  Hier- 
aus schliefst  man,  dafs,  wenn  der  Körper  durch  eine  Anzahl 
von  Kräften  R,  Rr,  R"...  getrieben  wird,  welche  von  festen 
Punkten  ausgehen,  deren  Abslände  von  diesem  materiellen 
Punkte  r,  r',  r" . . .  sind,  so  hat  man 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  ac      Rdr  hP  R'dr '  -  R"dr''  hh  ... 
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wo  die  oberen  Zeichen  im  Falle  einer  Anziehung  und  die 
unleren  im  Falle  einer  Abstofsung  gelten.  Nimmt  man  aber 
an,  dafs  jede  dieser  Kräfte  eine  gegebene  Function  des  ent- 
sprechenden Ahstandes  ist,  so  sind  alle  Glieder  des  Werthes 
von  Xdx  -f-  Ydy  -f-  Zdz  Differentiale,  welche  von  einer 
einzigen  Veränderlichen  abhängen  und  daher  wird  diese  For- 
mel ein  vollständiges  Differential  seyn,  was  zu  beweisen  war. 

Auch  sieht  man  hierdurch  und  vermöge  der  Gleichung 
(d) ,  dafs  der  Zuwachs  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit, 
welcher  von  jeder  der  Kräfte  R,  R'9  R" . . .  herrührt,  der- 
selbe seyn  wird,  als  wenn  sie  allein  nur  vorhanden  wäre. 
So  z.  B.  wird  dieser  Zuwachs  in  Beziehung  auf  die  Kraft  R 
durch  2  fRdr  ausgedrückt,  wo  das  Integral  so  genommen 
wird,  dafs  es  für  den  Anfangswerth  von  r  verschwindet. 

159. 

In  dem  Falle,  wenn  ein  materieller  schwerer  Punkt  sich 
im  leeren  Räume,  auf  einer  krummen  Linie  ohne  Reibung  be- 
wegt, geht  die  Gleichung  (d)  in 

v*  =  k2  +  2g(z—  c) 
über,  indem  man  durch  g  die  Schwere  bezeichnet  und  die 
Axe  der  positiven  z  vertical  und  nach  der  Richtung  dieser 
Kraft  nimmt,  so  dafs  man  hat 

X  =z  o,    Y  =  o,    Z  =  g. 

Sey  ADBC  (Fig.  39)  die  gegebene  krumme  Linie,  B  ihr 
tiefster,  A  ihr  höchster  Punkt,  welcher  nicht  in  derselben 
Verticalen  wie  B  zu  seyn  braucht,  und  D  der  Ausgangspunkt 
des  Körpers.  Man  verlege  den  Anfangspunkt  der  z  in  diesen 
letzteren  Punkt  und  nehme  an,  dafs  die  anfängliche  Geschwin- 
digkeit k  zu  einer  Höhe  h  gehört,  so  hat  man 

c  =  o,    k2  =  2gh9 

und  daher 

v2  =  2g(h  +  z). 
Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  der  Körper  im  Punkte  B  an- 
kommt, das  Maximum  der  Geschwindigkeit  dasselbe  seyn 
wird,  als  wenn  er  von  der  Hohe  //,  vermehrt  um  die  des 
Punktes  D  über  die  horizontale  Ebene,  die  durch  den  Punkt 
B  gezogen  ist,  herabgefallen  wäre.  In  Folge  dieser  erlangten 
Geschwindigkeit  erhebt  sich  der  Körper  längs  BCJ,  seine 
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Geschwindigkeit  nimmt  fortwährend  ah,  und  wenn  man  h  =  o 
hat,  60  ist  sie  im  Punkte  C}  der  in  derselben  horizontalen 
Ebene  wie  D  liegt,  Null.  Im  Funkte  C  angekommen,  steigt 
der  Körper  wieder  längs  Cß  herab,  und  wird  so  unaufhör- 
lich von  D  nach  C  und  von  C  nach  D  gehen.  Wenn  die 
Constante  h  nicht  Null  ist,  so  erhebt  sich  der  Körper  über 
den  Punkt  C.  Wenn  die  Höhe  des  Punktes  A  über  der 
horizontalen  Ebene,  die  D  und  C  enthält,  geringer  ist  als  //, 
so  erreicht  der  Körper  nicht  den  Punkt  A ,  er  bleibt  in 
einem  gewissen  Punkte  C  stehen,  und  wenn  man  durch  C' 
eine  horizontale  Ebene  zieht,  welche  die  krumme  Linie  in 
einem  anderen  Punkte  D'  schneidet,  so  bewegt  sich  der  Kör- 
per unaufhörlich  von  C'  nach  D'  und  von  D'  nach  C\ 

Diese  Schwingungen  werden  alle  isochrone  oder  von 
gleicher  Dauer  seyn.  Dies  ist  einleuchtend  in  Rücksicht  auf 
diejenigen,  welche  nach  derselben  Richtung  geschehen,  auch 
sieht  man,  dafs  die  Dauer  jeder  Schwingung  von  C  nach  D' 
dieselbe  seyn  wird,  wie  die  einer  Schwingung  von  D'  nach 
C'i  wenn  man  bemerkt,  dafs  jedes  Element  der  krummen 
Linie  mit  derselben  Geschwindigkeit  in  beiden  Fällen  durch- 
laufen wird.  Diese  gemeinschaftliche  Dauer  aller  ganzen 
Schwingungen  hängt  von  der  Gestalt  der  krummen  Linie  und 
der  Gröfse  von  h  ab. 

Wrenn  die  Höhe  von  A  über  der  horizontalen  Ebene, 
die  durch  den  Ausgangspunkt  geht,  gleich  h  ist,  so  nähert 
sich  der  Körper  dem  Punkte  A  immer  mehr,  erreicht  ihn 
aber  nur  nach  einer  unendlich  grofsen  Zeit.  Ist  diese  Höhe 
gröfser  als  Ä,  so  geht  der  Körper  über  den  Punkt  A  hinaus 
und  durchlauft  den  ganzen  Umring  der  krummen  Linie. 
Kommt  er  wieder  im  Punkte  D  an,  so  ist  seine  Geschwin- 
digkeit dieselbe  wie  im  Anfange  der  Bewegung,  und  hieraus 
schliefst  man,  dafs  er  eine  fortdauernde  Reihe  von  Umdre- 
hungen machen  wird,  die  alle  gleiche  Dauer  haben  werden, 

welche  von  der  Gestalt  der  krummen  Linie  und  der  Gröfse 

* 

von  Ii  abhängt. 

Wenn  die  gegebene  krumme  Linie  zuerst  in  einer  ver- 
ticalen  Ebene  enthalten  ist,  welche  einen  Cylinder  mit  belie- 
biger Grundfläche  berührt,  und  man  wickelt  diese  Ebene  um 
den  Cylinder,  so  dafs  die  gegebene  krumme  Linie  eine  Linie 
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doppelter  Krümmung  wird,  so  ändert  sich  die  schwingende 
oder  umdrehende  Bewegung  des  Körpers  durchaus  nicht,  wenn 
man  annimmt,  dafs  sein  Ausgangspunkt  und  seine  anfängliche 
Geschwindigkeit  dieselben  bleiben.  Denn  alsdann  hängt  der 
als  Function  von  s  gegebene  Werlh  von  t,  der,  wie  vorher 
gesagt  wurde  (f.  157),  bestimmt  worden  ist,  nur  von  dem 
als  Function  von  *  gegebenen  Werth  von  z  ab,  dieser  aber  ' 
ändert  sich  nicht,  wie  auch  die  Basis  des  verticalen  Cylinders, 
auf  welchem  die  gegebene  krumme  Linie  gezeichnet  ist,  be- 
schaffen seyn  mag. 

160. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  die  Gleicliung  (d)  statt  hat, 
und  der  Körper  nicht  gezwungen  ist,  sich  auf  einer  gegebe- 
nen krummen  Linie  zu  bewegen,  hat  diejenige,  die  er  beschreibt, 
wenn  er  sich  von  einem  gegebenen  Punkte,  den  ich  A  nenne, 
nach  einem  anderen  gegebenen  Punkte,  den  ich  B  nenne, 
bewegt,  eine  merkwürdige  Eigenschaft.  Ist  der  Körper  völlig 
frei,  so  ist  das  Integral  fvds,  welches  von  dem  Punkte  A 
bis  zum  Punkte  B  genommen  wird,  kleiner  als  für  jede  an- 
dere krumme  Linie,  die  durch  diese  zwei  Punkte  begränzt 
wird-,  mufs  er  sich  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  bewegen, 
so  hat  diese  Eigenschaft  der  Trajectorie  nur  in  Beziehung  auf 
alle  krummen  Linien  statt,  die  auf  dieser  Oberfläche  gezogen 
sind  und  immer  von  den  Punkten  A  und  B  begränzt  werden. 
In  beiden  Fällen  ist  ds  das  Differentialclemcnt  einer  beliebi- 
gen krummen  Linie,  die  den  Coordinaten  x,y,  z  entspricht, 
und  v  eine  Function  dieser  drei  Veränderlichen  und  einer 
Conslanten  h,  die  durch  die  Gleichung  (<7)  gegeben  ist. 

Der  Beweis  dieses  Lebrsatzes  kommt  darauf  zurück,  zu 
zeigen,  dafs  in  Folge  der  Gleichungen  der  Bewegung,  die  Va- 
riation von  fvds  Null  ist,  wenn  man  die  Gränzen  dieses  In- 
tegrals als  feste  annimmt  Alsdann  ist  das  Integral  ein  Mini- 
mum oder  ein  Maximum,  und  zwar  wird  immer  das  Minimum 
statt  haben ,  wenn  der  Körper  völlig  frei  ist ,  denn  es  ist  ein- 
leuchtend, dafs  das  Integral  fvds  mit  der  Länge  der  Trajec- 
torie immer  wachsen  wird  und  kein  Maximum  haben  kann. 

Nach  den  einfachsten  Regeln  der  Variationsrechnung  hat 
man  aber 

ä.fvds  =  föi'ds,    d.vds  —  dvds  -f-  vdds. 
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Atifserdem  hat  man,  da  dt  das  Element  der  Zeil  ist, 

eis  =3  vdty 

also 

ö  vds  =  £  dt  dp2. 
Differeutiicrt  man  die   Gleichung  (d) ,   und  ersetzt  die 
Differentiale  dx,  dy,  dz  durch  die  Variationen  dx,  dy ,  dz, 
so  hat  man 

Id.v*  =  Xdx  +  Ydy  +  Zdz. 

Berücksichtigt  man  die  Werthc  von  cos  X,  cos  /#,  cosr, 
und  bemerkt,  dafs 

ist,   so  geben  die  Gleichungen  (3)  des  f.  151 

X«x  +  Ydy  +  Zäz  =       ,).v  +  g'  ^  +  ^    -  /.. 

Das  Glied  JSfd'L  würde  nicht  in  dieser  Gleichung  vor- 
kommen, wenn  der  Körper  völlig  frei  wäre;  wenn  er  sich 
auf  der  Oberfläche  bewegen  mufs,  deren  Gleichung  L  =  o 
ist,  so  ist  dieses  Glied  Null,  denn  da  alle  krummen  Linien, 
die  man  mit  der  Trajectorie  des  Körpers  vergleicht,  ebenfalls 
auf  dieser  Oberfläche  beschrieben  seyn  müssen,  so  hat  man 
dLzzzo,  man  mufs  daher  in  jedem  Falle  dieses  Glied  weg- 
lassen, und  man  erhält 

Was  das  zweite  Glied  vdds  der  Variation  betrifft,  so 
hat  man 

da*  =  dx2  +  dy2  +  dz2 

und  folglich 

*  7         dx  *  »     i  dy  _  t     .   dz  .  . 
dds  zzz  —  tdx  4-  ~ddy       —  ddz, 
ds  ds       ■  ds 

da  nun  ds  zzz  vdt,  so  erhalt  man,  wenn  man  im  zweiten 

Gliede  die  Ordnung  der  Zeichen  d  und  ö  umkehrt, 

vdds  zzz  ~  ddx  +  %-  ddy  +  ~  ddz. 
dt  dt      "    1  dt 

Vereinigt  man  die  beiden  Thcile  des  Werthes  von  d.vds, 
so  erhält  man 

'••■'•»'Cs?'* +  + 


Digitized 


24U 

und  hieraus  folgt 


ß 


als  unbestimmtes  Integral  von  d.vds.  Da  man  aber  ange- 
nommen hat,  dafs  die  beiden  äufseren  Funkte  A  und  B  fest 
sind,  so  müssen  die  Variationen  dx,  dy ,  welche  sicli 

auf  dieselben  beziehen,  Null  seyn,  daher  reduciert  sich  das 
bestimmte  Integral  fd.vds^  welches  von  dem  Punkte  A  bis 
zum  Punkte  B  genommen  wird,  und  der  Variation  dfvds 
gleich  ist,  auf  Null,  was  zu  beweisen  war. 

161. 

Wenn  der  Körper,  welcher  sich  auf  einer  krummen 
Oberfläche  bewegen  mufs,  durch  keine  gegebene  Kraft  getrie- 
ben wird,  so  ist  seine  Geschwindigkeit  constant  ({.157);  das 
Integral  fvds  ist  daher  das  Produkt  vs.  Der  Bogen  s,  den 
der  Körper  beschreibt,  ist  hiernach,  im  Allgemeinen,  die 
kürzeste  Linie  zwischen  den  Punkten  A  und  By  und  es 
folgt  aus  der  Einförmigkeit  der  Bewegung,  dafs  der  Körper 
sich  in  diesem  Falle,  von  einem  Punkte  zum  anderen  in 
einer  kürzeren  Zeit  bewegt,  als  wenn  er  gezwungen  wäre, 
auf  der  gegebenen  Oberfläche,  jede  andere  krumme  Linie 
als  die  Trajectorie  zu  beschreiben.  Ist  diese  Oberfläche  von 
allen  Seiten  geschlossen,  wie  z.B.  eine  Kugel,  so  sind  die 
Punkte  A  und  B  die  Endpunkte  zweier  Bogen  eines  gröfsten 
Kreises,  von  welchen  der  eine  gröfser,  der  andere  kleiner  ist, 
als  alle  Bogen  kleiner  Kreise,  die  zwischen  denselben  Punkten 
enthalten  sind,  und  der  Körper  kann  den  einen  oder  den 
anderen  dieser  zwei  Theile  eines  grofsen  Kreises  beschreiben, 
je  nachdem  die  anfängliche  Geschwindigkeit  k,  die  nach  der 
Tangente  der  Kugel  wirkt,  gerichtet  ist. 

Man  kann  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie  unter 
einer  Form  darstellen,  welche  die  Eigenschaft  der  kürzesten 
Linie  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zeigt,  die  darin  besteht, 
dafs  ihre  Krümmungsebene  für  jeden  Punkt  senkrecht  auf 
dieser  Oberfläche  steht. 

Nimmt  man  an,  dafs  die  Kräfte  X,  Y,  Z  Null  sind, 
80  reducieren  sich  die  Gleichungen  (3)  des  §.  151  auf 

—  =  JN  COS  X,  =  iV  COS  ft ,     -jj2   =  N  C08  v' 
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Da  v  eine  beständige  Gröfse  und  vt  =  s  ist,  so  hat  man 

dl2"~v  ds21  TT*—"  ds2'  dt*  —  v* 

wenn  man  den  Bogen  a  für  die  unabhängige  Veränderliche 
nimmt;  dies  angenommen,  kann  man  die  vorhergehenden 
Gleichungen  durch  die  folgenden  ersetzen: 

dxd2y  —  dyd2x       N  /'dx  dy  v 

 dT*  =  T»  {.17  CWfl  -  Ö7  c08  0 


dzd2x  —  dxd2z  TV  sdz  dx  \ 
 dJi             =  v*  \ds  008         d~7  COi  V 


dyd2z  —  dzd2y        N  sdy  dz  \ 

 dT*  =  ^        C08"  -  dl  009 <*)' 

die  leicht  daraus  abgeleitet  werden  kann.  Man  addiere  sie, 
nachdem  sie  mit  cos  v,  cos  /t ,  cos  A  multipliciert  worden 
sind;  die  Gröfse  N  verschwindet  alsdann,  und  man  hat 
einfach 

dxd2y  —  dyd2x           t    dzd2x  —  dxd2z  ) 
 £—  C0BV+   —  cos  Ar 

Nach  den  Werthen  von  cosA,  cos  /ti9  cosv,  die  in  f.  151 
angeführt  worden  sind,  hat  man  also 

dxd2y  —  dyd2x  dL       dzd2x  —  dxd2z  dL 
ds5  dx  ds5  dy 


dyd2z  —  dzd2y  dL  _ 
~l  dJ*  ~cU    ~~  ° 


(/) 


als  zweite  Differentialgleichung  der  Trajectorie.  Man  substi- 
tuiert in  diese  Gleichung  den  Werth  einer  der  drei  Coordi- 
naten  x ,  y ,  z ,  als  Function  der  beiden  anderen  ausgedrückt, 
welchen  man  aus  der  Gleichung  L  =  o  der  gegebenen  Ober- 
fläche ableitet,  auf  welcher  die  krumme  Linie  gezogen  seyn 
mufs ;  man  integriere  alsdann  die  hieraus  entspringende  Glei- 
chung mit  zwei  Veränderlichen  und  bestimme  die  zwei  will- 
kürlichen Constanten,  welche  das  Integral  enthält,  indem 
man  die  krumme  Linie  durch  die  zwei  Punkte  A  und  B 
der  gegebenen  Oberfläche  gehen  läfst.  Die  Gleichung,  welche 
man  auf  diese  Weise  erhält,  und  die,  wie  man  sieht,  von  der 
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Gröfse  und  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  k  unabhän- 
gig ist,  mufs  die  der  kürzesten  Linie  zwischen  diesen  zwei 
Punkten  seyn. 

Nennt  man  aber  «,  fi,  y  die  Winkel,  welche  die  Linie, 
die  auf  der  Krümmungsebene  einer  beliebigen  krummen  Linie 
in  dem  Puukte,  dessen  Coordinaten  x,y,  z  sind,  senkrecht 
steht,  mit  deren  Verlaugerungen  nach  der  positiven  Richtung 
einschliefst,  und  setzt  man,  zur  Abkürzung, 

[(dxd*y-  dj  d2x)2 + (dzd2x-dxd2z)2+(dyd2z^zd2y)2~]i=h 

so  hat  man 

1 

cos  a  =  (dyd2z  —  dzd2y) 
cos  ß  =  ~  (dzd2x  —  dxd2z) 

cos  y  =       {dxd2y  —  dyd2x) 

vermöge  der  Formeln  (3)  des  f.  19,  wo  dieselben  Winkel 
durch  A,  /«  ,  v  bezeichnet  sind.  In  Folge  der  Gleichung  (f) 
hat  man  daher 

cos  a  cos  X  -f-  cos  ß  cos  -f-  cos  y  cos  v, 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  Linie,  welche  auf  der  Krüm- 
mungsebene der  Trajeclorie,  und  die,  welche  auf  der  gegebe- 
nen Oberfläche  senkrecht  steht,  auch  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  die  Gleichung  (f) ,  welche 
der  kürzesten  Linie  angehört,  auch  die  der  krummen  Linie 
ist,  bei  welcher  die  Krümmungsebene  überall  auf  der  gege- 
benen Oberfläche  senkrecht  steht,  so  dafs  diese  zwei  Linien 
eine  und  dieselbe  krumme  Linie  sind,  die  auf  dieser  Ober- 
flache  gezogen  ist,  sobald  man  bei  beiden  die  Bedingung 
macht,  dafs  sie  durch  dieselben  äufsersten  Punkte  A  und  B 
gehen  müssen. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  diese  zwei  Punkte  einer  der 
Krümmungslinien  der  gegebenen  Oberfläche  angehören,  diese 
Linie  die  kürzeste  von  einem  Punkte  zum  anderen  ist,  denn 
die  Krümmungsebene  für  irgend  einen  Punkt,  enthält  zwei 
auf  einander  folgende  Normalen  der  gegebenen  Oberfläche, 
und  steht  daher  auf  dieser  Oberfläche  senkrecht. 
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III.    Digression  über  die  Bewegung  des  Lichtes. 

162. 

Der  Lehrsatz  des  f.  160  ist  unter  dem  Namen  des  Prin- 
cips  der  k  lei n  s  te  n  Wirk  u  n g  bekannt,  welchen  er  durch 
den  metaphysischen  Gesichtspunkt  erhalten  hat,  aus  welchem 
man  ihn  zuerst  betrachtet  hat  und  der  später  mit  Recht  ver- 
lassen worden  ist.  Es  kann  aber  nützlich  seyn,  hier  eine  der 
ersten  Anwendungen  mitzutheilen ,  die  man  von  diesem  Prin- 
cipe- gemacht  hat,  nemlich  diejenige,  welche  sich  auf  die  Re- 
flexion und  Refraclion  des  Lichtes  nach  dem  Emanatious- 
8ysteme  bezieht. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  von  gleich- 
förmiger Dichtigkeit  bewegt,  bleiben  seine  Geschwindigkeit 
und  Richtung  dieselben,  wenn  er  aber  ans  einem  Mittel  in 
das  andere  fährt,  so  ändern  sich  beide.  Im  Augenblicke  des 
Uebergangs  beschreibt  nemlich  das  Licht  eine  krumme  Linie 
von  unmefsbarer  Ausdehnung ,  die  man  ohne  merklichen  Feh- 
ler vernachlässigen  kann.  Die  Trajectorie  jedes  Lichttheilchens 
ist  alsdann  eine  Verbindung  zweier  gerader  Linien,  von  welchen 
jede  mit  gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird.  Nennt 
man  daher  y  und  y '  die  Längen  dieser  geraden  Linien ,  n 
die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  im  ersten,  /z'.die  im  zweiten 
Mittel ,  so  hat  man  ny  für  den  Werth  des  Integrals  f  vds, 
welches  von  dem  Ausgangspunkte  des  Theilchens  bis  zu  sei- 
nem Eintritt  in  das  zweite  Mittel  genommen  ist,  und  n  y' 
für  den  Theil  dieses  Integrals,  der  sich  auf  das  zweite  Mittel 
bezieht.  Dieses  Integral,  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Tra- 
jectorie genommen,  wird  daher  durch  ny-)-riy'  ausgedrückt, 
und  diese  Summe  muls,  nach  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung,  ein  Minimum  seyn. 

Ehe  man  weiter  geht,  bemerke  man,  dafs,  wenn  das 
zweite  Mittel  eine  durchsichtige  und  krystallisierte  Substanz 
ist,  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  in  dieser  Substanz,  im 
Allgemeinen,  von  der  Richtung  des  Lichtstrahls  abhängen 
w  ird ,  so  dafs  sie  für  denselben  Lichtstrahl  immer  dieselbe 
bleibt,  für  jeden  anderen  aber  eine  andere  ist.  Das  Phäno- 
men der  doppelten  Strahlenbrechung,  welches  der  Kalkspath 
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und  die  meisten  durchsichtigen  Krystallc  zeigen,  hängt  von 
dem  Unterschiede  der  Geschwindigkeit  der  verschiedenen  Licht- 
Strahlen  ab ,  die  durch  dieselben  gehen.  Man  mtlffl  alsdann 
die  Geschwindigkeit  n  wie  eine  Function  der  Winkel  bedach- 
ten, die  die  Richtung  jedes  Strahles  bestimmen,  und  das  Gesetz 
der  Refraclion  hängt  von  der  Form  ab,  welche  man  dieser 
Function  beilegt.  Laplace  hat,  indem  er  eine  passende  Hypo- 
these über  diese  Form  machte,  aus  dem  Principe  der  kleinsten 
Wirkung  das  Gesetz  der  doppelten  Strahlenbrechung  abgeleitet, 
welches  Huyghens  entdeckt  und  Malus  bestätigt  hat  *) ;  es  ist 
jedoch  hier  nicht  der  Ort,  diese  Theorie  aus  einander  zu 
setzen,  wir  beschränken  uns  darauf,  den  Fall  zu  betrachten, 
wo  alle  Strahlen  sich  mit  derselben  Geschwindigkeit  bewegen, 
wie  auch  ihre  Richtungen  beschaffen  seyn  mögen.  In  dem 
Folgenden  werden  daher  die  Geschwindigkeiten  n  und  n  als 
die  Gröfsen  betrachtet,  die  für  jedes  Mittel  besonders  gegeben 
sind  und  nicht  von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen  abhängen. 

163. 

Seyen  jetzt  A  und  B  (Fig.  40)  die  beiden  äufsersten 
Punkte  der  Trajectorie.  Man  nehme  an,  die  Trennungsfläehe 
der  beiden  Mittel  sey  eine  Ebene,  und  ziehe  durch  diese  zwei 
Punkte  eine  Ebene,  die  sie  nach  der  geraden  Linie  CD 
schneidet.  Sey  ferner  AEB  eine  Linie,  die  in  E  gebrochen 
ist,  und  die  Protection  der  Trajectorie  auf  diese  Ebene  dar- 
stellt. Man  ziehe  durch  die  Punkte  A,  B,  E  die  Linien 
AF,  BG,  HEK  senkrecht  auf  die  gerade  Linie  CD.  Da 
die  Lage  der  Punkte  A  und  B  gegeben  ist ,  so  sind  die  drei 
geraden  Linien  AF,  BG,  FG  bekannt,  aber  die  Lage  des 
Punktes  E  und  die  Winkel  AEH  und  BEK  sind  unbekannt, 
und  müssen  durch  die  Bedingung  des  Minimum  bestimmt 
werden.    Wir  setzen  daher 

AF=a,  BG  =  b,  FG=c,  AEFT=x,  BEK  =  x' , 
alsdann  geben  die  rechtwinkligen  Dreiecke  AFE  und  BGE 

EF  =  a  tang  x,    EG  =  b  tang  x 
und  man  hat  daher 

a  tang.  x  +  b  tang.  x  '  =  c.  (a) 

•)  Memoire*  de  la  premiere  classe  de  I'Institut,  pour  l'annee  1809. 
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Der  LichUlralü  geht  durch  die  Trennungsfläche  der  bei- 
den Mittel  in  einem  Punkte,  dessen  Protection,  auf  die  Ebene 
der  Figur,  JE  ist.  Nennt  man  nun  z  den  Abstand  dieses 
unbekannten  Punktes  vom  Punkte  E,  so  ist  y  die  Hypotenuse 
eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  von  welchem  z  und  AE  die 
beiden  Katheten  sind,  und  y'  ist  Hypotenuse  eines  anderen 
Dreiecks,  dessen  Katheten  z  und  BE  sind.  Betrachtet  man 
aber  die  Dreiecke  AEF  und  BEG,  so  hat  man 


AE=  ~2-t    BE=  b 


und  daher 


cos  x  cos  x 1 


cos*x  cos*x 

Substiluiert  man  diese  Werthe  in  die  Grüfte  ny  -f-  n  'y 

so  ergiebt  sich  hieraus  eine  Function  von  z ,  x,  x'}  die  ein 

Minimum  in  Rücksicht  auf  diese  drei  Veränderlichen  seyn  mufs. 

von  welchen   die  beiden  Letzteren  durch  die  Gleichung  (a) 

mit  einander  verbunden  sind.     Es  mufs  daher  zuvörderst  das 

Differential  dieser  Function,  in  Beziehung  auf  z  genommen, 

gleich  Null  seyn ,  woraus  man 

dy   .      ,  dyf       nz    .   n  z 

n  -f  +  n    -f-  =  -  =  o 

dz  dz        y  y 

erhalt.    Dieser  Bedingung  kann  man  aber  nur  dadurch  Genüge 

leisten,  dafs  man  z  zz:  o  setzt,  woraus  sich  ergiebt,  dafs  der 

Lichtstrahl  die  Trenn ungslläche  der  beiden  Mittel  im  Punkte 

E  trhTt,  und  dafs  er  daher  nicht  aus  der  Ebene  heraus  tritt, 

ilie  durch  die  Punkte  A  und  B  gezogen  und  auf  dieser  Ober- 

llache  senkrecht  ist. 

Setzt  man  z  =.  o ,  so  hat  man  einfach 

,   ,         na  n  b 

ny  +  n  y  =  — ~  + 


COS  X  cos*'' 


und  wenn  man  das  vollständige  Differential  dieser  Grofse 
gleich  Null  setzt,  so  erhalt  man 

na  sin  xdx    ,   n'b  sinx'dx' 

 2  2 — ' —  —  °> 

coszx  COSZ# 

dilTerentiierl  man  aber  auch  die  Gleichung  («),  so  hat  man 

zu  gleicher  Zeit  ,  .  ,  , 

actx  uax 

 2  1  2~~'  ==  °> 

COS^.V  COS  .V 
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und  wenn  man  aus  diesen  zwei  Gleichungen  eliminiert, 
so  findet  man 

n  sin  x  =  n   sin  x' .  (b) 

Diese  Gleichung  und  die  Gleichung  (a)  bestimmen  die 
Werthe  von  x  und  x\  welche  dem  Minimum  von  ny  *\-riy' 
entsprechen.  Hat  man  den  Werth  von  x  berechnet,  so  con- 
struiert  man  den  Punkt  E,  indem  man  EF  =  a  tang.  x  setzt, 
alsdann  zieht  man  die  geraden  Linien  AE  und  BE,  so  wird 
die  gebrochene  Linie  AEB  der  Weg  seyn,  welchen  der 
Lichtstrahl  verfolgt,  um  vom  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B 
zu  gehen. 

Der  Winkel  AEH,  der  zwischen  der  Normalen  EH  der 
Trennungsfläche  der  beiden  Mittel  und  dem  einfallenden  Strahl 
AE  enthalten  ist,  ist  das,  was  man  den  Einfallswinkel 
nennt,  der  Winkel  BEK,  der  zwischen  der  Verlängerung 
dieser  Normalen  und  dem  gebrochenen  Strahle  BE  enthalten 
ist,  heilst  der  Brechungswinkel.  Diese  beiden  Winkel 
werden  hier  durch  x  und  x  bezeichnet.  Die  Gleichung  (b) 
giebt  daher  den  Brechungswinkel,  wenn  der  Einfallswinkel 
gegeben  ist,  und  man  sieht,  vermöge  dieser  Gleichung,  dafs 
der  Sinus  des  Brechungswinkels  zum  Sinus  des  Einfallswinkels 
in  einem  beständigen  Verhältnisse  steht.  • 

Dies  ist  wirklich  das  bekannte  Gesetz  der  gewöhnlichen 
Strahlenbrechung,  dessen  Entdeckung  man  Descartes  verdankt. 
Das  Verhältnifs  der  zwei  Sinus  hangt  von  dem  der  Geschwin- 
digkeiten n  und  n,  für  die  Mittel,  die  man  betrachtet,  ab, 
und  ist  daher,  bei  den  verschiedenen  Arten  durchsichtiger 
Mittel,  verschieden. 

164. 

Wenn  der  Lichtstrahl,  statt  in  das  zweite  Mittel  einzu- 
dringen, an  der  Trennungsfläche  reflectiert  wird,  so  ist  seine 
Geschwindigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Trajectorie 
dieselbe,  welche  alsdann  ganz  in  demselben  Mittel  enthalten 
ist.  Das  Integral  Jvds  wird  also  der  ganzen  Länge  der  Tra- 
jectorie, mit  dieser  beständigen  Geschwindigkeit  multipliciert, 
gleich  seyn,  diese  Länge  mufs  daher,  in  Folge  des  Princips 
der  kleinsten  Wirkung  ein  Minimum  seyn. 
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Mau  nehme,  wie  in  dem  vorhergehenden  f.,  an,  data  die 
Treunungsfläche  eine  ebene  scy.  Seyen  A  und  (Fig.  41) 
die  beiden  aufsersten  Punkte  der  Trajectorie ,  man  lege  durch 
diese  Punkte  eine  Ebene,  welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht 
steht  und  sie  in  der  Linie  CD  schneidet.  Jeder  Lichtstrahl 
bewegt  sich  von  A  nach  B ,  indem  er  die  gebrochene  Linie 
AEB  beschreibt,  welche  die  kürzeste  von  allen  denen  ist,  die 
auf  der  Trennungsfläche  reflectiert  werden.  Ks  ist  aber  zu- 
vörderst ^einleuchtend ,  dafs  diese  Linie  in  der  Ebene  enthal- 
ten ist,  welche  auf  dieser  Fläche  senkrecht  steht,  denn  jede 
andere  Trajectorie  wäre  länger,  als  ihre  Projectton  auf  diese 
Ebene.  Aufserdem  kann  man  leicht  ohne  Rechnung  zeigen, 
dafs  die  kürzeste  gebrochene  Linie  diejenige  ist,  welche  zwei 
gleiche  Winkel  mit  der  geraden  Linie  CD  macht,  d.h. 
wenn  mau 

AEC  =  SED 
hat,  so  wird  die  Linie  AEB  kurzer  seyn,  als  jede  andere 
gebrochene  Linie  AE'B,  deren  Punkt  E' ,  ebenso  wie  E,  in 
der  Linie  CD  liegt. 

Man  falle  neinlich  von  A  die  senkrechte  Linie  AF  auf 
die  Linie  CD,  verlängere  sie  um  das  Stück  A'F,  welches 
gleich  AF  ist,  und  ziehe  die  geraden  Linien  A'E  und  Ä E\ 
Die  zwei  Winkel  AEC  und  A  EC  werden  gleich  seyn, 
daher  sind  es  die  zwei  Winkel  A  EC  und  BED  ebenfalls, 
vermöge  der  vorhergehenden  Gleichung,  folglich  ist  die  Linie 
A'EB  eine  gerade,  und  man  hat  daher 

A'E  +  BE  <  A'E'  +  BE', 

und  da  A'E  =z  AE  und  A'E'  =  AE'  ist ,  so  folgt  hieraus 

AE  +  BE  <  AE'  +  BE', 
was  zu  beweisen  war. 

Errichtet  man  im  Punkte  E  die  senkrechte  Linie  EH 
auf  CD,  so  sind  AEH  und  BEH  die  Einfallswinkel  und 
Reflexionswinkel  des  Lichtstrahls,  der  sich  vom  Punkte  A 
nach  dem  Punkte  B  bewegt.  Diese  Winkel  werden  gleich 
seyn,  weil  sie  die  gleichen  Winkel  AEC  und  BED  bezüglich 
zu  90  Graden  ergänzen;  hieraus  folgt  das  bekannte  Gesetz 
der  Reflexion  des  Lichtes,  welches  darin  besteht,  dafs  der 
Reflexionswinkel  immer  dem  Einfallswinkel  gleich  ist. 
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165. 

Wenn  man  die  Emanationstheorie  des  Lichtes  annimmt, 
so  kann  man  die  Gesetze  der  Reflexion  und  der  Brechung 
aus  dem  Ausdrucke  des  Quadrates  der  Geschwindigkeit  eines 
Punktes,  der  Anziehungskräften  unterworfen  ist  (f.  158),  auf 
eine  directere  Weise  ableiten,  als  wenn  man  das  Princip  der 
kleinsten  Wirkung  anwendet.  Da  diese  Frage  uns  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  darbietet,  welches 
durch  die  Natur  der  Kräfte,  die  man  betrachtet,  uffd  durch 
seine  Anwendung  auf  die  Physik  interessant  ist,  so  werde  icli 
die  Auflösung  desselben  für  den  gewöhnlichen  Fall  aus  einan- 
der setzen,  wenn  die  beiden  Mittel,  durch  welche  das  Licht 
geht,  nicht  krystallisiert  sind. 

In  dieser  Theorie  nimmt  man  an  ,  dafs  jedes  Lichttheilchen 
der  Anziehung  aller  materiellen  Punkte  des  Mittels,  durch 
welches  es  geht,  unterworfen  ist,  und  man  betrachtet  diese 
Kraft  wie  eine  unbekannte  Function  des  Abstandes,  von 
welcher  man  blos  weifs,  dafs  sie  sehr  schnell  abnimmt,  so 
wie  der  Abstand  zunimmt,  so  dafs  sie  ganz  unmerklich  wird, 
wenn  der  Abstand  eine  mefsbare  Gröfse  hat.  So  z.B.*  be- 
zeichne  man  durch  r  den  Abstand  des  angezogenen  Punktes 
vom  anziehenden  Punkte,  durch  a  eine  Linie  von  endlicher 
Gröfse,  die  jedoch  uninefsbar  ist,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen.     Eine  Kraft  dieser  Art  kann  durch 

A  *-• £ 

bezeichnet  werden,  wo  A  ihre  Gröfse  für  einen  unendlich 
kleinen  Abstand  r  bedeutet.  Sobald  dieser  Abstand  eine  mefs- 
bare Gröfse  hat,  und  daher  ein  sehr  bedeutendes  Vielfaches 
von  a  ist,  so  hat  diese  Function  keinen  merklichen  Werth 
mehr. 

So  lange  sich  ein  Lichtstrahl  in  einem  Mittel  bewegt,  das 
gleichartig  und  von  beständiger  Dichtigkeit  ist,  so  heben  sich 
die  Anziehungen,  die  er  erleidet,  auf,  und  seine  Bewegung 
ist  geradlinig  und  einförmig.  Nun  nehme  man  aber  an,  dafs 
er  in  einem  Punkte  M  (Fig.  42)  angekommen  sey ,  der  sich 
in  einem  unmefsbaren  Abstände  von  der  Oberfläche  CD  be- 
findet, welche  die  zwei  verschiedenen  Mittel  trennt,  und  wel- 
chen wir,  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  horizontal 

\ 
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annehmen;  von  diesem  Punkte  M  falle  man  auf  CD  die 
senkrechte  Linie  MP}  und  ziehe  alsdann  in  dem  oberen  Mittel 
zwei  Ebenen  CD'  und  C  D"  mit  CD  parallel,  deren  wech- 
selseitiger Abstand  gleich  MP  sey,  und  so,  dafs  die  erste 
durch  den  Punkt  M  geht.  Es  ist  offenbar,  dafs  die  Anzie- 
hungen, welche  auf  den  Lichtstrahl  im  Punkte  M,  durch  die 
zwei  Schichten  des  oberen  Mittels  ausgeübt  werden,  die  be- 
züglich zwischen  CD  und  C  D',  und  C  D'  und  CD"  ent- 
halten sind ,  gleich  und  einander  entgegengesetzt  sind ;  sie 
heben  sich  daher  auf,  und  der  Lichtstrahl  wird  nur  durch 
die  Anziehung  des  Theils  des  oberen  Mittels,  durch  welches 
er  geht,  getrieben,  der  über  C"  D"  liegt,' und  durch  die  ganze 
Anziehung  des  unteren  Mittels.  Diese  beiden  Kräfte  sind  senk- 
recht auf  CD,  sie  ändern  sich  mit  dem  Abstände  MP  nach 
unbekannten  Gesetzen,  die  jedoch  so  beschaffen  sind,  dafs 
jede  dieser  Kräfte  unmerklich  ist,  wenn  MP  es  nicht  ist,  und 
dafs  sie  ihren  grüfsten  Werth  erreichen,  wenn  dieser  Abstand 
Null  ist,  oder  der  Lichtstrahl  an  die  Trennungsfläche  der 
beiden  Mittel  gekommen  ist. 

Sey  z  der  Abstand  MP  am  Ende  der  Zeit  t9  und  seyen 
Z  und  Z'  unbekannte  Functionen  von  z,  welche  die  be- 
schleunigenden Kräfte  ausdrücken,  die  von  den  Anziehungen 
dos  unteren  Mittels  und  des  Theils  des  oberen,  welcher  über 
C"D"  liegt,  herrühren.  Die  ganze  beschleunigende  Kraft, 
welche  z  zu  vermindern  strebt,  wird  der  Unterschied  Z — Z' 
seyn,  man  hat  daher  in  dem  oberen  Mittel 

*JL  +  Z-Z'=o  (i) 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  eines  Lichttheilchens. 

Wenn  der  Lichtstrahl  im  Punkte  E  durch  die  Fläche 
CD  gegangen  und  in  das  andere  Mittel  bis  zu  dem  Punkte  M' 
eingedrungen  ist,  so  dafs  die  Linie  M  P  ,  die  auf  CD  senk- 
recht steht,  ebenfalls  durch  z  dargestellt  wird,  so  sieht  man 
leicht,  dafs  die  beschleunigende  Kraft,  welche  diese  Veränder- 
liche zu  vermindern  strebt,  dem  Unterschiede  Z'  —  Z  gleich 
seyn  wird,  so  dafs  man 

y  +  z'-z  =  o  (2) 

als  Gleichung  der  verticalen  Bewegung  in  dem  unteren  Mittel 

* 
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hat.  Was  die  horizontale  Bewegung,  d.h.  die,  welclie  mit 
CD  parallel  ist,  betrifft,  so  ist  sie  gleichförmig,  und  die 
horizontale  Geschwindigkeit  ändert  sich  nicht,  wenn  der 
Lichtstrahl  von  einem  Mittel  zum  anderen  übergeht;  denn 
die  Anziehungskräfte  in  jedem  Mittel  heben  sich  nach  der 
mit  CD  parallelen  Richtung  auf,  und  nach  dieser  Richtung 
wird  der  Lichtstrahl  von  gar  keiner  beschleunigenden  Kraft  ge- 
trieben. Nennt  man  daher  h  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
in  einem  Punkte  ji  des  oberen  Mittels,  der  in  einem  mefsba- 
ren  Abstände  von  CD  liegt,  und  a  den  spitzen  Winkel,  den 
die  Richtung  dieser  Geschwindigkeit  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, so  hat  man,  für  einen  beliebigen  Augenblick,  h  sin  a 
als  Ausdruck  der  Geschwindigkeit  nach  der  mit  CD  paralle- 
len Richtung.  Dringt  der  Lichtstrahl  bis  zu  einer  nielsbaren 
Tiefe  in  das  zweite  Mittel  ein,  und  bezeichnet  man  durch  h' 
und  a  das,  was  h  und  a  in  einem  Punkte  A'  dieses  Mittels 
werden,  der  in  einem  mefsbaren  Abstände  von  CD  liegt,  so 
kann  man  auch  die  horizontale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls durch  h'  sin  a   bezeichnen,  so  dafs  man 

h  sin  a  =  h'  sin  a  (3) 

hat. 

Man  sieht  auch  a  priori,  dafs  die  Trajectorie  des  Licht- 
strahls eine  ebene  und  verticale  krumme  Linie  seyn  wrird ; 
man  braucht  daher  nur  noch  seine  Geschwindigkeit  nach  der 
auf  CD  senkrechten  Richtung  zu  bestimmen,  welche  er  so- 
wohl in  dem  oberen  als  unteren  Mittel,  in  einem  beliebigen 
Abstände  z  von  dieser  Oberfläche,  hat. 

166. 

Ich  bezeichne  diese  Geschwindigkeit  durch  //,  so  dafs 

dz2 

man  für  beide  Mittel  -7-^  =  u2  hat.    Mullipliciert  man  die 

dt2 

Gleichung  (1)  mit  2  dz,  integriert  und  bezeichnet  die  will- 
kührliche  Cons taute  durch  c,  so  hat  man  im  oberen  Mittel 
u2  =  c  +  2  fZ'dz  —  2/Zdz. 
Ich  nehme  an,  dafs  diese  beiden  Integrale  zugleich  mit  z 
verschwinden,  und  bezeichne  durch  h  und  h'  ihre  Werlhe 
in  einem  mefsbaren  Abstände  von  CD.  Es  ist  erlaubt,  diese 
Integrale  h  und  W  von  Null  bis  zum  Unendlichen  auszudeh- 
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ncn,  denn  die  Functionen  Z  und  Z'  und  folglich  auch  die 
entsprechenden  Theile  von  fZdz  und  J  Z'dz  sind,  über 
einen  mefsbaren  Werlh  hinaus,  nach  der  Voraussetzung,  Null 
oder  unmefsbar.  Man  kann  dalier,  wenn  man  will,  auch 
schreiben 

Aufserdem  hat  man,  für  einen  mefsbaren  Werth  von  zy 

u2  ss  h2  cos2«, 

also  auch 

l2  cos2«  =  c  +  2/i'-2Ä, 
und  wenn  man  c  aus  dem  allgemeinen  Werthe  von  u2  elimi- 
niert, so  folgt  hieraus 

u2  =  h2  cos2«  +  2h  —  27i+2fZ'dz—  2fZdz 
für  einen  beliebigen  Punkt  M. 

Ich  bezeichne  durch  hx  die  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls im  Punkte  E  der  Oberfläche  CD,  und  durch  «j  den 
Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der  Verticalen  einschliefst. 
In  diesem  Punkte  hat  man 

u2  z=z  hi2  cos2  «! , 
und  da  er  dem  Werthe  z  =  o  entspricht,  so  verschwinden 
die  zwei  letzten  Glieder  der  vorhergehenden  Formel,  und 
man  hat 

hx2  cos2  «!  =  h2  cos2  «  -f-  2  Ä  —  2  h'.  (4) 
Damit  der  Lichtstrahl  die  Trennungsflache  der  beiden 
Mittel  erreiche,  mufs  der  zweite  Theil  dieser  Gleichung  eine 
positive  Gröfse  seyn,  oder  man  mufs 

h'  <h  +  \h2  cos2« 
haben.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  was  voraussetzt, 
dafs  die  Anziehung  des  oberen  Mittels  die  des  unteren  über- 
trifft, so  erschöpft  sich  die  verticale  Geschwindigkeit  des  Licht- 
strahls, ehe  er  noch  die  Ebene  CD  erreicht  hat.  Es  giebt 
alsdann  einen  Punkt  in  der  Trajectorie,  wo  die  Tangente 
horizontal  seyn  wird.  In  diesem  Punkte  angelangt,  geht  der 
Lichtstrahl  wieder  zurück,  die  zwei  Zweige  dieser  krummen 
Linie,  die  in  diesem  Punkte  zusammen  treffen,  werden  ähn- 
lich seyn,  da  sie  durch  Kräfte  beschrieben  werden,  die  für 
denselben  Werth  von  z  gleich  sind.  Hat  dieser  Abstand  z 
eine  mefsbare  Gröfse,  so  gehen  diese  zwei  Zweige  in  gerade 
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Linien  über,  die  gleiche  Winkel  mit  der  Verticalen  machen, 
oder,  mit  anderen  Worten,  die  Reflexions-  und  Einfallswinkel 
werden  gleich  seyn. 

Uebertrilft  dagegen  die  Anziehung  des  unteren  Mittels  die 
des  oberen,  und  ist  die  vorhergehende  Bedingung  erfüllt,  so 
wird  der  Lichtstrahl  in  das  zweite  Mittel  mit  einer  auf  CD 
senkrecfiten  Geschwindigkeit  eindringen,  die  durch  die  Glei- 
chung (4)  bestimmt  ist. 

In  dieser  Voraussetzung  hat  man,  vermöge  der  Gleichung 
(2),  in  Beziehung  auf  dieses  Mittel 

u2  =  hx2  cos2«!  +  2fZdz  —  2fZ'dz,  . 
indem  man  noch  immer  voraussetzt,  dafs  die  Integrale  für 
den  Werth  5  =  0  ebenfalls  Null  werden.    In  einem  mefsba- 
ren  Abstände  von  CD  hat  man  u2  =  h'2  cos2«',  man  hat 
daher 

V2  cos2«'  =  X^cos2«!  +  2h  —  2h', 
und  wenn  man  X12cos2a1  vermittelst  der  Gleichung  (4)  eli- 
miniert, so  hat  man 

*'2cos2«'  =  h2  cos2«  -f  Mi  —  Mi.  (5) 
Damit  der  Lichtstrahl,  nachdem  er  durch  die  Oberfläche 
CD  gegangen  ist,  bis  zu  einer  mefsbaren  Tiefe  in  das  untere 
Mittel  eindringen  könne,  ist  es  folglich  hinreichend  und  noth- 
wendig,  dafs  man 

K  <  h  +  i  *2cos2« 
habe.  Wenn  daher  h'9  wiewohl  es  kleiner  als  h  -f-  \h2  cos2« 
ist,  dennoch  Ji  -f-  \  h2  cos2«  übertriiTt,  so  kann  der  Lichtstrahl 
nur  bis  zu  einer  unmefsbaren  Entfernung  von  CD  in  das 
zweite  Mittel  eindringen,  er  geht  alsdann  wieder  in  das  erste 
Mittel  zurück,  und  die  beiden  Zweige  der  Trajectorie  werden 
auf  beiden  Seiten  des  Punktes,  wo  er  zurück  zu  gehen  an- 
fangt, ähnlich  seyn.  Das  Licht  wird  daher,  wie  im  vorher- 
gehenden Falle,  rellectiert  werden,  und  der  Reflexionswinkel 
dem  Einfallswinkel  gleich  seyn,  so  dafs  es  in  der  Theorie, 
die  wir  betrachten,  zwei  verschiedene  Fälle  der  Reflexion 
giebt. 

167. 

Man  nehme  jetzt  an,  dafs  keiner  dieser  beiden  Fälle  statt 
habe,  so  dafs  der  Lichtstrahl  gebrochen  wird.  Nach  der 
Gleichung  (3)  hat  man 
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/*'2sin2«'  zz  J*2sin2ce, 

und  wenn  man  die  Gleichung  (5)  und  diese  gliedweise  addierl, 
so  erhält  man 

*'2  =  k*  +  4  h  —  Mi  (6) 
woraus  hervorgeht,  dafs  der  Zuwachs  des  Quadrates  der  Ge- 
schwindigkeit, welchen  der  Lichtstrahl  erhält,  indem  er  vom 
Punkte  A  des  oberen  Mittels  zu  dem  Punkte  A'  des  unteren 
geht,  von  dem  Wege,  den  er  eingeschlagen  hat,  unabhängig 
ist,  wie  dies  auch  seyn  mufs  (f.  157). 

Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (6)  findet  man  auch 
sin  «  k 

-         =     -  — ,  (7) 

sin«        ^2H-4(A  —  Ii) 

welche  Formel  das  Gesetz  des  beständigen  Verhältnisses  des 
Brechungswinkels  zum  Einfallswinkel  enthält,  und  den  Werth 
dieses  Verhältnisses,  ausgedrückt  als  Function  der  Geschwin- 
digkeit h  des  Lichtes  in  dem  einen  Mittel  und  des  Unterschie- 
des h  —  Ii  ihrer  Brechungsvermögen  h  und  Ii  angiebt. 

Wenn  das  untere  Mittel  von  zwei  parallelen  Ebenen 
begränzt,  und  unter  ihm  dasselbe  Mittel  ist  wie  über  ihm, 
so  zeigt  die  Beobachtung,  dafs  das  Licht,  nachdem  es  zwei  - 
Brechungen  erlitten  hat,  und  durch  beide  Granzflachen  des 
mittleren  Mittels  gegangen  ist,  eine  Richtung  annimmt,  die  der, 
welche  es  in  dem  oberen  Mittel  hatte,  parallel  ist.  Dies  folgt 
auch  aus  der  Gleichung  (7),  denn  bezeichnet  man  durch  a" 
den  Winkel,  welchen  der  Lichtstrahl  mit  der  Verticalen  ein- 
schliefst, nachdem  er  aus  dem  mittleren  Mittel  herausgetreten 
ist,  so  mufs  man,  um  sin  a"  zu  bestimmen,  in  dieser  Glei- 
chung die  Grüfsen  Ii  und  Ii  vertauschen,  und  h',  a',  a'  für 
h,  et,  a   setzen.    Man  hat  daher 

ff  Tf 

sin«  k 
sin«'  ~~  yf |'«^.4(V— *)' 
oder,  in  Folge  der  Gleichungen  (6)  und  (7) 

sin  a"  ^yfkz+MJt  —  h')  _  sin  a 
sin «  k  sin  a 

was  wirklich  a"  =  <*  giebt. 

Die  Erscheinung  der  Zerstreuung  des  Lichtes,  welche 
entsteht,  wenn  der  Brechungswinkel  a    verschiedene  Werth  i» 
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für  die  verschieden  gefärbten  Strahlen  hat,  aus  welchen  ein 
einfallender  Lichtstrahl  zusammengesetzt  ist,  kann  nach  For- 
mel (7)  entweder  einer  Verschiedenheit  in  ihrer  Geschwindig- 
keit X",  oder  einer  verschiedenen  Wirkung  jedes  Mittels  auf 
diese  verschiedenen  Strahlen,  woraus  sich  ungleiche  Werthe 
von  h  —  h'  ergeben  würden,  zugeschrieben  werden. 

168. 

Die  Gleichung  (7)  zeigt,  dafs,  unter  sonst  gleichen  Um- 
standen, das  Verhältnifs  des  Brechungswinkels  zum  Einfalls- 
winkel mit  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  sich  andern  tauf*. 
Betrachtet  man  aber  einen  Stern,  der  in  der  Ebene  der  Eklip- 
tik  liegt,  so  giebt  es  eine  Zeit  im  Jahre,  wo  die  Geschwin- 
digkeit der  Erde  zu  der  des  Lichtes  hinzu  kommt,  und  eine 
andere  Epoche,  wo  die  erste  Geschwindigkeit  von  der  zweiten 
abgezogen  werden  mufs,  wodurch  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  in  Beziehung  auf  ein  Mittel,  das  sich  mit  der  Erde 
forlbewegt,  im  ersten  Falle  wirklich  grofser  ist,  als  im  zwei- 
ten. Das  eben  besprochene  Verhältnifs  müfste  daher  ebenfalls 
zu  diesen  zwei  Zeiten  verschieden  seyn;  indessen  haben  sehr 
genaue  Versuche  Arago's  gezeigt,  dafs  dieses  Verhältnifs,  wäh- 
rend eines  ganzen  Jahres,  sich  nicht  auf  eine  merkliche  Weise 
ändert,  und  dafs  aufserdem  seine  Grüfse  dieselbe  ist,  sowohl 
für  die  Sonne  als  für  die  verschiedenen  Sterne,  von  welchen 
das  Licht  ausgegangen  ist. 

Welche  Theorie  des  Lichtes  man  auch  annimmt,  immer 
bleibt  es  eine  sehr  merkwürdige  Thatsache  ,  dafs  die  Verbin- 
dung der  eigenen  Geschwindigkeit  des  Lichtes  mit  der  der 
Erde,  die  sich  in  der  scheinbaren  Bewegung  der  Fixsterne 
zeigt,  welche  unter  dem  Namen  der  Aberration  bekannt  ist, 
dennoch  keinen  mefsbaren  Einflufs  auf  die  Brechung  des 
Lichtes  hat,  welches  uns  die  Sterne  zu  verschiedenen  Zeiten 
des  Jahres  zusenden. 

Im  leeren  Räume  ist  die  Bewegung  des  directen  oder  rc- 
flectierten  Lichtes  gleichförmig  und  seine  Geschwindigkeit  un- 
abhängig von  der  Quelle,  von  welcher  es  ausgegangen  ist.  Die 
Grüfse  dieser  Geschwindigkeit  ist  der  Art,  dafs  das  Licht  in 
493,34  Secunden  den  mittleren  Absland  der  Sonne  von  der 
Erde  durchlauft,  was  30950  Myriameler  für  die  Secunde  giebt. 
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Ein  Lichtstrahl,  der  von  der  Sonne  oder  von  einem  Sterne 
ausgeht,  mufs  wie  jeder  andere  geworfene  Körper,  eine  Ver- 
minderung in  seiner  Geschwindigkeit  erleiden,  die  von  seiner 
Schwere  nach  diesem  Wellkörper  hin  herrührt,  d.  h.  von  der 
im  umgekelirten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  vom 
Mittelpunkte  wirkenden  Anziehung,  welche  die  Masse  des 
Körpers  auf  jedes  materielle  Lichttheilchen  ausübt,  diese  Ver- 
minderung ist  aber  ein  sehr  kleiner  Bruch  der  endlichen  Ge- 
schwindigkeit des  Lichtes.  So  z.  B.  da  die  Intensität  der 
Schwere  an  der  Oberfläche  der  Sonne  27  £  mal  gröfser  ist, 
als  die  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde,  wie  man 
in  der  Folge  sehen  wird,  und  der  Halbmesser  der  Sonne  110 
Halbmessern  der  Erde  gleich  ist,  so  schliefst  man  aus  dem, 
was  man  in  f.  143  gesehen  hat,  dafs  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes,  wenn  sie  in  einem  grofsen  Abslande  von  der  Sonne 
30950  Myriamcter  beträgt ,  um  ungefähr  zwei  Milliontel  gröfser 
seyn  mufste,  als  sie  von  der  Oberllache  der  Sonne  ausgieng. 
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Viertes  Kapitel. 
Ueber  die  C entrifug alkr aft. 

169. 

Der  Druck,  welchen  ein  materieller  Punkt  auf  eine  krumme 
Linie,  die  er  beschreiben  mufs,  ausübt,  ist  nicht  derselbe, 
wie  wenn  er  auf  dieser  krummen  Linie  im  Gleichgewichte  ist. 
Der  Zustand  der  Bewegung  bringt  einen  besonderen  Druck 
hervor,  den  man  die  Cen trif ugalkraft  nennt,  weil  man 
ihn  zuerst  bei  dem  Kreise  betrachtet  hat,  wo  er  nach  der 
Verlängerung  des  Halbmessers  gerichtet  ist,  und  beständig  den 
Kürper,  auf  welchen  er  wirkt,  vom  Mittelpunkte  zu  entfernen 
strebt.  Diese  Kraft  wollen  wir  nun  bei  jeder  beliebigen  krum- 
men Linie  betrachten. 

Seyen  Mx  M  und  MM'  (Fig.  43)  zwei  auf  einander  fol- 
gende und  gleiche  Elemente  der  gegebenen  krummen  Linie, 
H  und  H'  die  Mitten  derselben,  MT  und  M' T'  ihre  Ver- 
längerungen. Ihre  Ebene  und  der  Winkel  TM  T'  werden 
bezüglich  die  Krümmungsebene  und  der  Contingenzwinkel 
der  krummen  Linie  am  Punkte  M  seyn ,  und  wenn  man  in 
dieser  Ebene  die  Linie  MO  zieht,  welche  den  Winkel  Ali  MM' 
in  zwei  gleiche  Theile  theilt,  so  stellt  diese  die  Richtung  des 
Krümmungshalbmessers  für  denselben  Punkt  M  dar,  so  dafs 
der  Punkt  O  dieser  Linie,  der  Mittelpunkt  der  Krümmung 
seyn  wird.  Man  nenne  ds  das  Element  MXM  der  krummen 
Linie,  welches  auch  gleich  HMH'  seyn  wird;  sey  ferner  d 
der  unendlich  kleine  Winkel  TMT'  und  q  der  Krümmungs- 
halbmesser MO,  so  haben  wir  ({.  18) 

ds 
d  =  — . 

Q 

Dies  vorausgesetzt,  sehe  man  zuerst  von  den  gegebenen 
Kräften  ab,  die  auf  den  Kürper  wirken  künnen,  und  nehme 
an,  dafs  er  am  Ende  der  Zeit  t  mit  der  Geschwindigkeit  v 
im  Punkte  M  ankomme.  WTare  er  ganz  frei,  so  würde  er 
sich  auf  MT  mit  derselben  Geschwindigkeit  fortbewegen,  da 
er  aber,  der  Voraussetzung  gemüfs,  gezwungen  ist,  eine  ge- 
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gcbcne  krumme  Linie  zu  beschreiben,  so  mufs  sich  die  Rich- 
tung seiner  Bewegung  ändern  und  wird  A/2".  Errichtet  man 
aber  über  MT'  die  senkrechte  Linie  MK,  die  in  der  Krüm- 
mungsebene enthalten  ist,  und  aufserhalb  der  Concavität  der 
krummen  Linie  liegt,  so  kann  man  statt  der  .Geschwindig- 
keit v,  die  nach  M2y  gerichtet  ist,  zwei  andere  Geschwin- 
digkeiten setzen,  von  welchen  eine  gleich  v  cos  r)'  und  nach 
MT'  gerichtet  ist,  die  andere  gleich  v  sin  d  und  nach  MK 
gerichtet  ist.  Die  Wirkung  der  krummen  Linie  besteht  als- 
dann darin ,  dafs  diese  die  letztere  dieser  beiden  Geschwindig- 
keiten aufhebt,,  und  nur  die  erstere  bestehen  läfst,  oder,  mit 
anderen  Worten,  diese  Wirkung  kommt  darauf  zurück,  dafs 
sie  dem  Körper  eine  Bewegung  mittheilt,  die  gleich  v  sin  8 
und  ihr  entgegengesetzt  ist.  Ersetzt  man  daher  die  gegebene 
krumme  Linie  durch  ein  Vieleck  von  unendlich  vielen  Seiten, 
so  besteht  ihr  Widerstand  darin,  dafs  sie  dem  Körper  in 
jeder  Spitze  AI  dieses  Vielecks,  eine  unendlich  kleine  Geschwin- 
digkeit v  sin  8  mittheilt,  deren  Richtung  der  Richtung  von 
MK  entgegengesetzt  ist. 

Um  diesen  Widerstand  einer  bewegenden  Kraft  /,  die 
unaufhörlich  auf  den  Körper  wirkt,  ähnlich  zu  machen,  kön- 
nen wir  annehmen,  dafs  die  Geschwindigkeit  v  sin  d  hervor- 
gebracht wird,  während  dieser  materielle  Tunkt  von  H  nach 
H'  geht,  und  dt  für  die  Dauer  dieser  Wirkung  nehmen.  Auch 
können  wir,  in  diesem  Zeiträume,  die  Aenderung  der  Rich- 
tung dieser  Kraft  vernachlässigen  und  sie  z.  B.  als  parallel  mit 
der  geraden  Linie  MO  ansehen.  Die  entsprechende  beschleu- 
nigende Kraft  hat  alsdann,  wie  jede  der  Kräfte  U,  V ',  U" 
u.  s.  w.  des  {.147,  zu  ihrem  Mafse ,  die  Geschwindigkeit  v 
sin  o*,  welche  sie  während  der  Zeit  dt  hervorbringt,  dividiert 
durch  dt,  und  wenn  man  m  die  blasse  des  Körpers  nennt, 
so  folgt  hieraus 

m  v  sin  d 

*  ~~  ~~~dT~ 

für  den  Werth  von  /.     Ersetzt  man  daher  sin  S  durch 
nimmt  für  #  seinen  vorhergehenden  Werth,  und  bemerkt,  dafs 
ds  =  vdt ,  so  hat  mau 

f       m  v  2 

.  J~~T' 

17 

m 
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Der  Druck,  den  die  krumme  Linie  erleidet,  und  welcher 
blos  von  dem  Zustande  der  Bewegung  des  materiellen  Punktes 
welcher  dieselbe  beschreibt,  herrührt,  oder  die  Centrifugal- 
kraft,  welche  auf  den  Körper  wirkt,  ist  der  Kraft  f  gleich 
und  entgegengesetzt.  Hieraus  folgt,  dafs  die  Centrifugalkraft 
in  einem  beliebigen  Punkte  M  der  gegebenen  krummen  Linie 
in  der  Krümmungsebene  enthalten  und  aufserhalb  der  Con- 
cavität  dieser  krummen  Linie  nach  der  Verlängerung  M  N 
ihres  Krümmungshalbmessers  gerichtet  ist,  und  dafs  ihre  Inten- 
sität im  umgekehrten  Verhältnisse  dieses  Halbmessers  und  im 
directen  Verhältnisse  der  Masse  des  Körpers  uud  des  Quadra- 
tes seiner  Geschwindigkeit  stellt. 

170. 

Da  diese  Geschwindigkeit  auf  der  Seite  M\M  gleich  e  ist, 
und  auf  der  folgenden  geraden  Linie  MM'  gleich  v  cos  d  wird, 
so  folgt  hieraus,  dafs  ihre  Gröfse  nicht  durch  die  krumme  Linie 
geändert  wird,  denn  man  kann  die  Gröfse  v  (1  —  coso*),  da 
sie  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ordnung  ist,  vernach- 
lässigen ,  indem  sie  nur  eine  unendlich  kleine  Verminderung 
der  Geschwindigkeit,  auf  einem  Theile  der  krummen  Linie, 
der  eine  endliche  Gröfse  hat,  hervorbringen  könnte.  Die  Be- 
wegung auf  einer  beliebigen  krummen  Linie  ist  daher  einför- 
mig, wenn  der  Körper  durch  keine  gegebene  Kraft  getrieben 
wird. 

Dies  wurde  schon  in  f.  157  gefunden,  wir  sehen  aber 
liier  noch  aufserdem,  dafs  der  Grund  liier  von  darin  liegt,  dafs 
der  Coutingenzwinkel  unendlich  klein  ist  und  dafs  der  Kör- 
per in  einem  Punkte,  wo  zwei  verschiedene  krumme  Linien 
sich  unter  einem  endlichen  Winkel  schneiden  würden,  einen 
endlichen  Verlust  an  Geschwindigkeit  erleiden  würde,  wenn 
er  von  einer  krummen  Linie  zur  anderen  übergienge.  Dieser 
Verlust  wäre  der  anfänglichen  Geschwindigkeit,  inullipliciert 
mit  dem  Sinus  versus  dieses  Winkels,  gleich. 

Wrird  der  Körper  durch  eine  oder  mehrere  gegebene 
Kräfte  getrieben,  so  ändert  sich  seine  Geschwindigkeit  ver- 
möge der  Seitenkräfte  dieser  Kräfte,  die  nach  den  Tangenten 
der  Trajectorie  gerichtet  sind,  und  die  auf  der  Trajectorie 
senkrechten  Kräfte  üben,  wie  im  Zustande  der  Ruhe,  einen 

■ 
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Druck  auf  diese  krumme  Linie  aus,  den  man  zu  der  Ccntri- 
fugalkraft  hinzu  rechnen  mufs. 

Sey,  im  Allgemeinen,  mR  die  Mittelkraft  der  gegebenen 
Kräfte,  welche  auf  den  Körper  wirken,  wenn  er  im  Punkte 
M  angelangt  ist.  Man  zerlege  diese  bewegende  Kraft  in  zwei 
andere,  von  welchen  die  eine  die  Trajectorie  berührt,  die 
andere  senkrecht  darauf  steht;  ich  bezeichne  dieselben  durch 
mTund  mQ ,  die  erste  ist  die  Kraft,  welche  die  Geschwin- 
digkeit verändert,  die  zweite  bringt  den  Theü  des  Druckes 
hervor,  der  von  dem  Zustande  der  Bewegung  des  Körpers 
unabhängig  ist.  Nimmt  man,  nach  der  Regel  des  Parallelo- 
gramms der  Kräfte,  die  Mittelkraft  von  mQ  und  der  Centri- 

fugalkraft  /  oder  —  ,  so  hat  man ,  der  Gröfse  und  Rich- 
tung nach,  den  ganzen  Druck,  der  im  Punkte  M  der  gege- 
benen krummen  Linie  statt  hat.  Diese  Kraft,  getheilt  durch 
die  Masse  des  Körpers,   oder  die  Mittelkraft  der  beschleu- 

v2 

nigenden  Kräfte  Q  und  — ,  mufs  mit  der  Kraft  P  des  f.  152 

9 

zusammen  fallen.  Es  soll  sogleich  gezeigt  werden,  dafs  dies 
wirklich  der  Fall  ist. 

171. 

Ich  ersetze  die  Gleichungen  (5)  dieses  f.  durch  diejenigen, 
die  man  unmittelbar  daraus  ableiten  kann: 

dz  dx  /fix       „     dx  „\ 

=  X-  Z  P( cos /r—~  cos/7  ) 

ds  ds  \ds  ds  / 


dziP-x  —  dxcPz 


dsdl* 


(0 


p*=Z±„r%-p(f  cos  TT  -  £  cos/A 

dsdt*  ds  ds  \ds  -  ds  / 

Wie  aiich  die  unabhängige  Veränderliche  beschaffen  sey, 
immer  hat  man 

dxd2y—dyd2x  dx*_  rf,5 

dt2  "~  di*%  dt 

und  zu  gleicher  Zeit 


dt, 


,   dy         j  dy 

dx2        dx2   ds2     d'Tx      d'di  ds 

Iii2  ~  (h2' dt2'  ~~dT  ~~  17' ' dt 5 

17* 
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da  v  =  -rr  ,  so  folgt  hieraus 
dt 

,  dy 

dxd2y  —  dyd2x  _    2dx*  a'üZ  _  v2(dxd2y—dyd2x) 

~dVdt2~~        ~~  P  ds2  ~dJ~  ~~  7hß 
und  ebenso  findet  man 

dzd2x  —  dxd2z   _  %^(clzd2x  —  dxd2z) 

dsdt'2  ~~  da5 

dyd*z  —  dsd2y    _    v2{dyd2z  —  dzd2y) 

Bezeiclinet  man  durch  q,  </',  qr"  die  Winkel,  welche  die 
Kraft  Q  mit  den  Linien  einschliefst,  die  den  Axen  der  x ,  y,  z 
parallel  sind,  und  bemerkt  man,  dafs  X,  Y,  Z  die  Seiteiir 
kräflo  von  Q  und  der  Tangentialkraft  T  nach  diesen  Paral- 
lelen sind,  so  hat  man  auch 

und  vermittelst  dieser  Werthe  und  der  vorhergehenden,  wer- 
den die  Gleichungen  (l) 

*{dxd*y-dyffix)       (dx      ,  .r/y       \       (äs  ffy  Y| 

 Ä?r  ==^V^CW^"5<0Ä5  /-z \^c08//-^cos/i  / K2) 

— s? — =< VS"**  -Z~f  J-'  W06"  "^C08/i  /J 

Nennt  man  aber  y,  y  ,  y"  die  Winkel,  welche  die  Rich- 
tung der  Centrifugalkraft,  d.  h.  die  Verlängerung  MN  des 
Krümmungshalbmessers  A/O,  mit  den  Linien,  die  durch  den 
Punkt  M  den  Axen  der  x,  y,  z  parallel  gezogen  sind,  bildet, 
und  x',y',  z  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  der  Krüm- 
mung O,  so  hat  man 

*  —  a:'=^cos^,   y — y'nzgcosy',    z  —  2'  z=  ^  cos/', 
und  verbindet  man  die  Gleichungen  (2)  mit  den  Formeln  des 
f.  20,  so  findet  man  daraus  ohne  Schwierigkeit 

7 C08;'^ ('  U   cü8  q  -  s Cüs  0  -  z  U  ™  *  -  z vo*  9 "  )\ 

p/j  fdx  dy         \      Hz  Sdz  dx  N~| 

~p  U        "  -  Z ")  -  7.  \T.  °»n~  Z  ™""J J  , 
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-  co.,  -  Q  -  -  eo.,  )  _  -  {z  coS</ JJ 

p/s/'rfv  rfz  N       rfj:  fdx  fly  N-l 

-  *  lä\T.™  "  "-  7,  «*"')  -  Z  U «"  "  - 1  ~  '0  J 

-Q7/;  C./7-  -  co.17")  _  |  ^  00.il- ^«.fljj 

Da  aber  die  Kräfte  P  und  Q  auf  der  Tangente  der 
Trajectorie  senkrecht  stehen ,  so  hat  man 

dx  .    dy  ,  .  dz  „ 

—  cos  q  -f-  -f-  cos  q  +  —  cos  q    =  o 
ds        7    1    da         11  ds  7 

dx      _  '    rfy  ,  <£z 

—  cos  11  H — —  cos  Ii  4--,-  cos  II  =o. 

wodurch  sich  die  Coefficienten  von  Q,  in  den  drei  vorherge- 
henden Gleichungen,  in 

—  cos  q,    —  cos  q\    —  cos  q", 
und  die  von  —  P  in 

—  cos  IT,    —  cos  IT,    —  cos  IT 
verwandeln,  also  hat  man  zuletzt 

—  cos  y  +  Q  cos  q  =  P  cos  II 
9 

—  cos  y'  -f-  Q  cos  q'  =  P  cos  IT 

p2 

—  cos  y"  -j-  Q  Qosq"  =  P  cos  II" 
Q 

woraus  man  sieht,  wie  bewiesen  werden  sollte,  dafa  die 
Kraft  P,  der  Grüfse  und  Richtung  nach,  die  Mittelkraft  der 

beiden  Kräfte  —  und  Q  ist. 

9 

172. 

Wenn  der  Körper  blos  gezwungen  ist,  sich  auf  einer 
gegebenen  Oberfläche  zu  bewegen,  so  mufs  die  Mittelkraft 

mv2 

der  bewegenden  Kräfte  mQ  und   ,  welche  schon  auf  der 

9 

Trajectorie  senkrecht  steht,  auch  auf  dieser  Oberfläche  senk- 
recht stehen.    Nennt  man  daher  mN  diese  Mittelkraft,  und 
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bezeichnet  man  durch  ta  und  \fj  die  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel,  welche  ihre  beiden  Seitenkräfte  mit  einem  bestimm- 
ten Theile  der  Linie,  die  auf  der  Oberfläche  senkrecht  steht, 
im  Punkte,  wo  der  Körper  sich  befindet,  einschliefst,  so  hat 
man 

N  =  ZtZ  C08  (ö  -f-  —  cos  tp^ . 

Die  Kraft  JV  wirkt  nach  diesem  Theile  der  Normalen 
oder  nach  seiner  Verlängerung,  je  nachdem  die  in  Klammern 
eingeschlossene  Grofse  positiv  oder  negativ  ist,  und  damit  JV 
immer  eine  positive  Grofse  sey,  nimmt  man  im  ersten  Falle 
das  obere  und  im  zweiten  das  untere  Zeichen,  Diese  beschleu- 
nigende Kraft  N  mufs  daher  derjenigen,  welche  in  den  Glei- 
chungen (3)  des  f.  151  vorkommt  ,*  gleich  und  #ntgegengesetzt 
seyn ,  und  da  diese  sich  nur  darin  von  den  Gleichungen  (5)  des 
f.  152  unterscheiden,  dafs  sie  jV,  X,  /*,  v  statt  —  P,  II,  11',  II" 
enthalten,  so  kann  man  aus  denselben,  nach  der  vorherge- 
henden Analyse,  die  Seitenkräfte  der  Kraft  N  ableiten,  welche 
denjenigen,  die  man  für  die  Kraft  P  gefunden  hat,  gleich 
und  entgegengesetzt  sind. 

Bezeichnet  man  in  demselben  Falle,  wo  eine  Oberfläche 
gegeben  ist,  durch  w'  und  xfj'  die  Winkel,  welche  die  Kräfte 

TtX  V 

mQ  und    mit  einer  Axe  bilden,  die  durch  den  Punkt 

gezogen  ist,  wo  sich  der  Körper  befindet,  diese  Oberfläche 
berührt,  und  auf  der  Trajectorie  senkrecht  steht,  so  dafs  man 

COS2  Gl  -J-  COS2«/  =   1,     COS2!/;  -|-  COS2^'  =  1 

hat,  so  mufs  die  Summe  der  Seitenkräfte  dieser  zwei  Kräfte, 
die  nach  dieser  berührenden  Axe  gerichtet  sind,  gleich  Null 
seyn,  weil  ihre  Mittelkraft  auf  demselben  Punkte  der  Ober- 
fläche senkrecht  steht,  man  hat  daher 

Q  COS  O)'   -f-    COS  t//  =  Oy 

9 

welche  Gleichung  dazu  dienen  kann,  die  Neigung  %jf  der  Krüm- 
mungsebene der  Trajectorie  gegen  die  berührende  Ebene  der 
gegebenen  Oberfläche  zu  bestimmen. 

Wenn  der  Körper  keiner  gegebenen  Kraft  unterworfen 
ist,  oder,  allgemeiner  ausgedrückt,  wenn  er  nur  einer  Kraft 
unterworfen  ist,  welche  die  Trajectorie  berührt,  so  hat  man 
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Q  =  o,  hieraus  folgt  also  cos  t// =  o  und  t^'  =  90,  so  dafs 
die  Krümmungsebene  dieser  krummen  Linie  immer  auf  der  ge- 
gebenen Oberfläche  senkrecht  steht.  Da  diese  Eigenschaft 
im  Allgemeinen ,  die  der  kürzesten  Linie  zwischen  zwei  gege- 
benen Punkten  auf  dieser  Oberfläche  ist,  so  beschreibt  der 
Körper  eine  solche  Linie,  wie  dies  schon  früher  gesagt  wor- 
den ist  ($.  161) ;  jetzt  aber  sehen  wir  aufserde*m,  dafs  eine  Kraft, 
welche  nach  der  Tangente  der  Trajectorie  gerichtet  ist,  wie 
eine  Reibung  gegen  die  gegebene  Oberfläche  oder  der  Wider- 
stand eines  Mittels,  den  Körper  nicht  von  der  kürzesten  Linie 
zwischen  dem  Punkte,  von  welchem  er  ausgeht,  und  dem, 
in  welchem  er  ankommt,  ablenkt. 

173. 

Ist  endlich  der  Körper  ganz  frei,  so  mufs  die  auf  der 
Trajectorie  senkrecht   stehende   Seitenkraft  der  bewegenden 

Kraft  m R,  die  ihn  treibt,  mit  der  Centrifugalkraft    im 

9 

Gleichgewichte  seyn ,  weil  in  diesem  Falle  keine  krumme  Linie 
oder  Oberfläche  vorhanden  ist,  die  die  senkrechte  Mittelkraft 
dieser  beiden  Kräfte  aufheben  könnte.  Es  mufs  daher  die 
Krümmungsebene  der  Trajectorie  diejenige  seyn ,  welche  durch 
die  Tangente  und  die  gegebene  Richtung  der  Kraft  m  R  geht ; 
nennt  man  fr  den  Winkel,  den  diese  Richtung,  in  einem  be- 
liebigen Punkte,  mit  dem  Krümmungshalbmesser  MO  ein- 
schliefst, so  mufs  aufserdem  dieser  Wnikel  spitz  seyn,  wenn 
die  senkrechte  Seitenkraft  der  Kraft  mR  im  entgegengesetzten 
Sinne  der  Centrifugalkraft  wirken  soll,  die  nach  MN  gerich- 
tet ist.    Dies  vorausgesetzt,  mufs  man 

v2 

R  cos  &  =  —  («) 
9 

haben. 

Ist  die  beschleunigende  Kraft  R,  welche  den  Körper  treibt, 
eine  Centraikraft,  die  nach  einem  bekannten  Punkte  gerichtet 
ist,  und  hat  man  durch  Beobachtung  die  krumme  Linie  ken- 
nen gelernt,  die  er  um- diesen  feston  Punkt  beschreibt ,  so  kann 
man  daraus  die  Gleichung  dieser  krummen  Linie,  den  Krüm- 
mungshalbmesser q  und  den  Winkel  den  dieser  mit  der 
Richtung  der  Kraft  R  einscldiefst ,  ableiten  ;  auch  kann  man 
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ans  dieser  Gleichung  und  der  Eigenschaft ,  dafs  die  Flächen 
den  Zeiten  proportional  sind  ({.  155),  den  Werth  der  Geschwin- 
digkeit v  in  einem  beliebigen  Punkte  der  Trajectorie  ableiten. 
Die  Gleichung  (a)  bestimmt  daher  den  Werth  von  R,  oder 
das  Gesetz  der  Centraikraft,  vermöge  welcher  der  Körper  die 
gegebene  krumme  Linie  beschreibt.  Auf  diese  Weise  hat 
Newton  das  Gesetz  der  Kraft  entdeckt,  die  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gerichtet  ist,  und  vermöge  welcher  jeder 
Planet  eine  Ellipse  beschreibt ,  von  welcher  dieser  Punkt  ein 
Brennpunkt  ist.  In  der  Folge  wird  man  aber  sehen,  dafs 
diese  Bestimmung,  indem  man  von  denselben  Angaben  ausgeht, 
durch  eine  einfachere  Rechnung  gefunden  werden  kann. 

174. 

Huyghens,  dem  man  das  Mafs  der  Centrifugalkraft  ver- 
dankt,  hat  dieses  aus  der  Betrachtung  der  Kreisbewegung  ab- 
geleitet, und  wiewohl  diese  Methode  weniger  direct  ist,  als 
die  vorhergehende,  so  glaube  ich,  dafs  es  dennoch  nützlicli 
ist,  sie  hier  mit  wenigen  Worten  aus  einander  zu  setzen. 

Scy  M  (Fig.  44)  ein  materieller  Punkt,  der  durch  einen 
unausdehnbaren  Faden  CM  mit  einem  festen  Punkte  C  ver- 
bunden ist;  man  nehme  an,  es  hatte  ihm  ein  Stöfs  eine  Ge- 
schwindigkeit a  mitgelheilt,  nach  einer  Richtung,  die  auf  der 
Länge  des  Fadens  senkrecht  ist,  und  um  die  Frage  zu  ver- 
einfachen, nehme  man  an,  dafs  keine  gegebene  Kraft  auf  den 
Körper  wirke.  Dieser  materielle  Punkt  beschreibt  einen  Kreis 
AMB,  dessen  Mittelpunkt  und  Halbmesser  der  feste  Punkt 
und  die  Länge  des  Fadens  ist.  Während  dieser  Bewegung 
erleidet  der  Faden,  der  den  Körper  zurückhält,  nach  der 
Richtung  seiner  Länge,  eine  gewisse  Spannung,  die  nichts 
Anderes  als  die  Cenfrifugalkraft  ist.  Bringt  man  eine  Kraft 
an  den  Körper  an,  die  dieser  Spannung  gleich  und  beständig 
nach  dem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  ist,  so  kann  man 
den  Faden  ganz  aufser  Acht  lassen,  und  den  Körper  als  einen 
völlig  freien  ansehen.  Es  wird  daher  der  Kreis,  vermöge 
dieser  Kraft,  deren  Gröfse  unbekannt  ist,  in  Verbindung  mit 
der  Geschwindigkeit  a,  beschrieben. 

Hieraus  folgt  zuerst,  dafs  die  Kreisausschnitte,  welche 
durch  den  Halbmesser  beschrieben  werden,  den  Zeiten  pro- 
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portional  sind  (§.155),  was  zur  notwendigen  Folge  liat,  dafs 
dies  auch  bei  den  durchlaufenen  Kreisbogen  der  Fall  ist.  Die 
Kreisbewegung  ist  daher  gleichförmig,  und  wenn  man  durch 
*  den  Bogen  bezeichnet,  der  in  der  Zeit  t  beschrieben  wird, 
so  hat  man  s=zat. 

Sey  m  die  Masse  des  Körpers,  m  a  die  Cenlralkraft,  und 
daher  a  die  beschleunigende  Kraft,  die  bestimmt  werden  soll. 
Wie  auch  diese  Kraft  beschaffen  sey,  so  kann  man  sie  als 
eine,  die,  der  Grüfse  und  Richtung  nach,  während  eines  un- 
endlich kleinen  Zeitraums  conslant  ist,  betrachten;  wahrend 
daher  der  Körper  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  MM' 
beschreibt,  wird  die  Kraft  u  als  eine  constante  betrachtet,  die 
dem  Halbmesser  CM,  der  zum  Anfangspunkte  dieses  Bogeus 
gezogen  ist,  parallel  ist.  Hieraus  schliefst  man,  dafs,  wenn 
der  Körper  nicht  durch  die  Geschwindigkeit  a  getrieben  würde, 
er  vermöge  der  Centraikraft,  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit, 
den  Sinus  versus  MN,  oder  die  Projection  des  Bogens  MM', 
den  er  wirklich  beschreibt,  auf  CM,  beschreiben  würde.  Jede 
beschleunigende  Kraft  wird  aber  durch  das  Doppelle  des  un- 
endlich kleinen  Baumes  gemessen,  den  ein  Körper  vermöge 
ihrer  in  einer  unendlich  kleinen  Zeit  durchlauft,  dividiert 
durch  das  Quadrat  dieser  Zeit  (f.  118);  nennt  man  daher  e 
den  Sinus  versus  MN,  und  t  die  Zeit,  welche  der  Körper 
braucht,  um  den  Bogen  MM'  zu  beschreiben,  so  hat  man 

2e 

% 

bezeichnet  mau  aber  diesen  Bogen  durch  o,  und  den  Halb- 
messer CM  durch  /',  so  hat  man 

_  o2 

€- 

indem  man  den  Bogen  statt  der  Sehne  nimmt,  und  da  o  =  a% 
ist,  so  hat  man 

a* 

a  —  — . 

r 

Dieser  Werth  von  «  ist  daher  der  der  Centrifugalkraft 
auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen,  in  einem  Kreise,  der  mit 
gleichförmiger  Bewegung  beschrieben  wird«  Hieraus  schliefst 
man  unmittelbar,  dafs  diese  Kraft,  in  einer  beliebigen  krum- 
men Linie,  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  dividiert  durch 
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den  Krümm ungshalbmesser,  zum  Mafse  hat.  Denn  da  die 
Trajectorie  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  mit  ihrem 
Krümmungskreise  gemeinschaftlich  hat ,  so  kann  man  anneh- 
men ,  dafs  der  Körper  sich  wahrend  einer  unendlich  kleinen 
Zeit  um  den  Mittelpunkt  der  Krümmung  in  einem  Kreise  be- 
wegt,  und  daher  die  Centrifugalkraft  hat,  die  dieser  Bewe- 
gung zukommt.  Multipliciert  man  diese  beschleunigende  Kraft 
durch  m ,  so  hat  man  denselben  Werth  wie  für  die  Kraft, 
die  in  {.169  durch  f  bezeichnet  worden  ist. 

175. 

Um  die  Centrifugalkraft  im  Kreise  mit  der  Schwerkraft 
zu  vergleichen,  nehme  man  an,  die  Geschwindigkeit  a  gehöre 
zu  der  Höhe  h,  so  dafs  man  a2  =  2gh  hat  ($.  130),  indem 
man  durch  g  die  Schwere  bezeichnet,  hieraus  folgt 

a    _  2h 

g   ~    r  9 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Centrifugalkraft  sich  zur  Schwer- 
kraft verhält,  wie  das  Doppelte  der  Höhe,  die  zu  der  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  gehört,  zu  dem  Halbmesser. 

Wenn  die  Dimensionen  des  Körpers  im  Verhältnisse  zu 
seinem  Abstände  vom  Punkte  C  sehr  klein  sind,  so  kann 
man  den  Werth  von  a  als  beinahe  in  seiner  ganzen  Ausdeh- 

nung  constant  ansehen,  und  das  Verhältnifs  —  für  das  der 

8 

Centrifugalkraft,  die  von  der  Kreisbewegung  herrührt,  zum 
Gewichte  des  Körpers,  auf  welchen  sie  wirkt,  nehmen. 

Wenn  die  Bewegung  nicht  in  einer  horizontalen  Ebene 
statt  hat,  so  sind  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  die  Cen- 
trifugalkraft und  die  Spannung  des  Fadens,  der  an  den  Punkt 
C  befestigt  ist,  veränderlich.  Man  nehme  an,  der  Körper 
bewege  sich  in  einer  verticalen  Ebene,  bezeichne  durch  2g h 
das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit,  wrenn  er  sich  in  der 
horizontalen  Ebene  befindet,  die  durch  den  Punkt  C  geht,  und 
nenne,  für  einen  gewissen  Augenblick,  z  den  Abstand  von 
dieser  Ebene,  der  als  positiv  augesehen  wird,  wenn  sich  der 
Körper  unter  derselben,  und  als  negativ,  wenn  er  sich  über 
derselben  befindet.     Für  diesen  Augenblick  ist  2  g  (Jt  -f-  z) 
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das  Quadrat  seiner  Geschwindigkeit  (f.  159)  und  2m#(/l  +  z) 

r 

die  Centrifugalkraft.  Um  die  ganze  Spannung  des  Fadens  zu 
haben ,  miifs  man  zu  dieser  Kraft  die  Seitenkraft  des  Gewich- 
tes des  Körpers  hinzu  addieren,  das  nach  der  Verlängerung 
seines  Halbmessers  gerichtet  ist,  welche  Seitenkraft,  wie  man 

mg  z 

leicht  sieht,  gleich  -      ■  ist. 

Nennt  man  daher  &  die  ganze  Spannung  des  Fadens  in 
einem  beliebigen  Augenblicke,  so  hat  man 

_  mg  {2h  +  3«) 

ir  —  •  . 

r 

Diese  Kraft  bezeichnet  auch  den  Druck,  welchen  der 
Punkt  C  in  jedem  Augenblicke  nach  der  Richtung  des  Halb- 
messers erleidet,  der  nach  dem  Körper  gezogen  ist.  Sie  er- 
reicht ihr  Maximum,  wenn  der  Körper  im  tiefsten  Punkte 
des  Kreises  ist,  wo  man  z=zr  hat,  und  ihr  Minimum ,  wenn 
sie  im  höchsten  Punkte  ist ,  wo  man  z  =  —  r  hat.  Ist  h 
3  r 

kleiner  wie  — ,    so  wird  die  Spannung  negativ,  und  geht 

während  eines  Theils  der  Bewegung  in  eine  Zusammenziehung 
über,  alsdann  mufs  der  Faden  uuausdehnbar  seyn,  damit  die 
Kreisbewegung  stalt  habe.  Man  vernachlässig!,  bei  dieser  Be- 
rechnung, das  Gewicht  und  die  Centrifugalkraft  des  Fadens, 
was  voraussetzt,  dafs  seine  Masse  im  Verhältnisse  zu  der  des 
Körpers  sehr  klein  ist.  In  der  Folge  wird  man  sehen,  wie 
man  darauf  Rücksicht  nehmen  müfste ,  wenn  es  nöthig  seyn 
sollte. 

176. 

Ich  komme  jetzt  auf  die  gleichförmige  Kreisbewegung 
zurück,  und  bezeichne  durch  T  die  Zeit,  welche  der  Körper 
braucht  ,  um  den  ganzen  Kreis  zu  durchlaufen.    Man  hat 

2itr 
a  ~T~' 

und  daher 

—  4yr2/* 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Cenjrifugalkraft  im  directen  Ver- 
hältnisse des  Halbmessers  de»  Kreises,  und  im  umgekehrten 
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Verhältnisse  des  Quadrates  der  Zeit  einer  ganzen  Umdrehung 
steht. 

« 

Wenn  ein  fester  Körper  sich  um  eine  feste  Axe  drelif, 
so  beschreiben  alle  seine  Punkte,  in  derselben  Zeit,  Kreise, 
deren  Ebenen  senkrecht  auf  der  Axe  sind,  deren  Mittel- 
punkte in  dieser  Axo  liegen  und  deren  Halbmesser  die  senk- 
rechten Linien  sind,  die  von  jedem  Punkte  auf  diese  Axe 
gefällt  sind.  Die  Centrifugalkräfte  dieser  verschiedeneu  Punkte 
verhalten  sich  daher  zu  einander,  wie  diese  senkrechten  Liuien. 
So  z.  B.  ist  die  Centrifugalkraft  der  Körper,  die  sich  an  der 
Oberfläche  der  Erde  befinden,  uud  sich  mit  ihr  um  die  Axe 
der  Pole  drehen,  den  Halbmessern  der  Parallelkreise,  die  sie 
beschreiben,  proportional,  und  aufserdem  ist  diese  Kraft,  an 
jedem  Punkte  der  Erde,  nach  der  Verlängerung  des  Halb- 
messers des  Parallelkreises  gerichtet,  welcher  nach  diesem 
Punkte  gezogen  ist.  . 

177. 

Die  Kraft,  welche  die  Körper  zur  Erde  treibt,  und  die 
wir  das  Gewicht  nennen,  kommt  vorzüglich  von  der  An- 
ziehung her,  die  das  Erdsphäroid  auf  den  Körper  ausübt. 
Welches  aber  auch  die  Ursache-  sey,  soviel  ist  gewifs,  dal's 
die  Centrifugalkraft  dieses  Streben  der  schweren  Körper  zu 
vermindern  sucht,  so  dafs  mit  Ausnahme  des  Pols,  wo  die 
Centrifugalkraft  Null  ist,  das  Gewicht  überall  geringer  ist,  als 
wenn  die  Erde  keine  Ilmdrehungsbewegung  hätte.  Am  Aequa- 
tor  sind  die  Centrifugalkraft  und  das  Gewicht  einander  ent«e- 
gen  gesetzt  gerichtet,  das  Gewicht  ist  also  dort  dem  Ueber- 
schuls  der  Anziehung  der  Erde  über  die  Centrifugalkraft  gleich. 

Dalier  hat  man  _ 

4<rc2r 

8  =  G  jvr> 

wo  g  dieses  Gewicht,  G  die  Anziehung  der  Erde,  oder  das 
Gewicht,  welches  statt  haben  würde,  wenn  sich  die  Erde  nicht 
bewegte,  r  den  Halbmesser  des  Aequators  und  T  die  Zeit 
der  Umdrehung  der  Erde  bedeutet. 

Da  das  zweite  Glied  in  dieser  Formel  sehr  klein  im  Ver- 
hältnifse  zum  ersten  ist,  so  hat  man  beinahe 

„  SA        4  n2r\ 


Digitized  by  Google 


i>69 

* 

4n2r 

Um  den  Bruch  — jz^r  in  Zahlen  zu  verwandeln,  kann 

g  22 

man  den  Halbmesser  des  Meridians  statt  des  Halbmessers  r 
des  Aequators,  von  welchem  er  nur  wenig  verschieden  ist, 
nehmen,  alsdann  hat  man 

2  nr  =  40000000  Meter. 

Nimmt  man  die  Secunde  als  Einheit  und  vernachlässigt 
bei  dieser  Rechnung  die  kleine  Aenderung  der  Schwere  an 
der  Oberlläche  der  Erde,  so  hat  man  auch  (§.  115) 

g  =z  9,80896  Meter. 

Aufserdem  hat  man  (§.  III) 

T=  86164, 

und  hieraus  findet  man  ungefähr 

■ 

4  n  2  r    1, 

~JT*    ~~  289* 

Am  Aequator  wird  daher  das  Gewicht  um         durch  die 

Umdrehung  der  Erde  um  ihre  Axe  vermindert.  Würde  diese 
Bewegung  schneller,  so  würde  die  Zeit  T  kleiner  werden 
und  die  Centrifugalkraft  weniger  von  der  Schwerkraft  ver- 
schieden seyn.  Bemerkt  man,  dafs  289  das  Quadrat  von  17 
ist,  so  sieht  man,  dafs  es  hinreichend  wäre,  dafs  die  Umdre- 
hung in  dem  17ten  Theile  eines  Tages  vollendet  würde,  da- 
mit die  Cculrifugalkraft  am  Aequator  der  Schwerkraft  gleich 
wäre;  das  Gewicht  wäre  alsdann  dort  Null  und  die  Körper 
würden  dort,  sich  selbst  überlassen,  im  Gleichgewichte  bleiben. 
Bei  dieser  Berechnung  haben  wir  blus  auf  die  Centrifugal- 
kraft Rücksicht  genommen,  die  von  der  Umdrehungsbewegung 
der  schweren  Korper  um  die  A\e#der  Erde  herrührt.  In  der 
Thal  sieht  man,  dafs  die  Bewegung  um  die  Sonne,  die  allen 
diesen  Körpern ,  der  Erde  und  ihrer  Axe  gemeinschaftlich  ist, 
auf  ihr  Bestreben,  sich  von  dieser  geraden  Linie  zu  entfernen, 
keinen  Eiuflufs  haben  kann.  Denkt  man  sich  z.  B. ,  dafs  ein 
Faden,  der  dem  Aequator  parallel  ist,  an  diese  Axe  befestigt 
und  zugleich  mit  einem  Körper  verbunden  sey,  der  auf  der 
Oberlläche  liegt,  so  kann  sich  offenbar  seine  Spannung  nicht 
durch  die  Wirkung  einer  Bewegung  ändern,  die  zu  gleicher 
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Zeit  die  Axe,  den  Faden  und  den  Körper  forttreibt,  ohne 
ihren  wechselseitigen  Abstand  zu  ändern. 

178. 

Die  Ccutrifugalkraft  vermindert  das  Gewicht  an  allen 
Punkten  der  Oberfläche  der  Erde,  aber  um  weniger  als  am 
Aequator,  tlieils  weil  die  Centrifugalkraft  abnimmt,  wenn  man 
vom  Aequator  nach  dem  Pole  geht,  tlieils  weil  der  Winkel, 
den  sie  mit  der  Verticalen  einschliefst,  zunimmt.  Nennt  man 
immer  r  den  Halbmesser  des  Aequators  und  bezeichnet  durch 
(v  die  Breite  eines  beliebigen  Ortes  auf  der  Erde  und  durch 
//  den  Halbmesser  des  entsprechenden  Parallelkreises,  so  hat 
man 

u  ss  f  cos  // , 

wenn  man  auf  die  Abplattung  der  Erde  keine  Rücksicht  nimmt, 
der  Winkel  //  ist  der,  welchen  die  Verlängerung  von  u  oder 
die  Richtung  der  Centrifugalkraft  mit  der  Verticalen  einschliefst; 
die  verlicale  Seiteukraft  der  Centrifugalkraft  erhält  man  daher, 

4  7t  2  Ii 

wenn  man  ihre  Intensität  mit  cos  /u,  multipliciert ,  wo- 

durch man 

4n2r  cos2^ 

für  die  Verminderung  des  Gewichtes,  die  von  der  Umdre- 
hung der  Erde  herrührt,  erhält,  und  nach  dem  Vorhergehen- 
den ist  der  Werth  dieser  Gröfse 

cos  2  /*. 
289  * 

Dieses  wäre  die  ganze  Verminderung,  welche  das  Gewicht 
erleiden  würde,  wenn  die  Erde  eine  gleichartige  Kugel  wäre, 
sie  würde  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportional 
seyn,  uud  die  ganze  Verminderung,  vom  Pole,  wo  man  — 

90°,  bis  zum  Aequator,  wo  man  /t>=zo  hat,  würde  —  be- 

tragen.  Die  Erde  ist  aber  ein  an  den  Polen  abgeplattetes 
Sphäroid,  die  Anziehung,  die  sie  auf  die  Körper  ausübt, 
welche  sich  an  ihrer  Oberiläche  befinden,  nimmt  deswegen, 
wenn  man  vom  Pole  nach  dem  Aequator  geht,  ab.  Diese 
Verminderung  ist  auch,  in  jedem  Punkte  der  Oberfläche,  dem 


Digitized  by  Google 


271  , 

Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportional,  sie  verbindet 
sich  mit  derjenigen,  welche  durch  die  Centrifugalkraft  hervor- 
gebracht wird,  und  hierdurch  nimmt  der  Coefllcient  zu, 

und  wird  ungefähr  Dieser  Bruch  ^  drückt  also,  wie 

schon  früher  bemerkt  worden  ist  (§.  117),  den  ganzen  Zu- 
wachs des  Gewichtes  des  Körpers  aus,  der  vom  Aequator 
nach  dem  Pole  gebracht  wird. 
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Fünftes  Kapitel. 
• 

Beispiele  der  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  gegebenen  krummen 

JJnie  oder  Oberfläche. 

I.    Schwingungen  des  einfachen  Pendels. 

179. 

Ein  Pendel  ist  im  Allgemeinen  ein  fester  schwerer  Kör- 
per, der  um  eine  feste  horizontale  Axe  Schwingungen  macht. 
Um  aber  die  Dauer  der  Schwingungen  verschiedener  Pendel 
und  die  entsprechenden  Intensitäten  der  Schwere  leichter  ver- 
gleichen zu  können,  haben  die  Mathematiker  eiu  ideales  Pen- 
del erdacht,  welches  man  einfaches  Pendel  nennt,  und 
das  in  einem  materiellen  schweren  Punkte  besteht,  der  ver- 
mittelst eines  unausdehnbaren  und  unbiegsamen  Fadens,  der 
weder  Gewicht  noch  Dichtigkeit  hat,  und  dessen  Länge  die 
dieses  Pendels  ist,  an  einem  festen  Punkte  aufgehängt  ist. 

In  einem  anderen  Kapitel  wird  man  sehen ,  dafs  es  immer 
ein  einfaches  Pendel  giebt ,  dessen  Schwingungen,  sowohl  der 
Dauer  als  der  Weite  nach,  mit  denen  eines  beliebigen  Pen- 
dels zusammen  fallen,  und  wir  werden  zeigen,  wie  die  Länge 
des  ersten  nach  der  Gestalt  und  den  Dimensionen  des  zweiten 
bestimmt  werden  kann.  Auch  wird  sich  ergeben,  dafs,  wenn 
diese  Uebereinstimmung  unter  den  Bewegungen  beider  Pendel 
im  leeren  Räume  statt  hat,  er  auch  noch  in  einem  widerste- 
henden Mittel  bestehen  wird,  wie  auch  die  Function  der  Ge- 
schwindigkeit beschaiTeu  sey,  die  den  Widerstand  ausdrückt. 
So  ist  es  hinreichend ,  die  Bewegung  des  einfachen  Pendels 
sowohl  im  leeren  Räume,  als  auch  in  einem  widerstehenden 
Mittel,  zu  betrachten,  und  dies  soll  in  diesem  ersten  Abschnitte 
geschehen. 

180. 

Sey  C  (Fig.  45)  der  Anfangspunkt,  CB  die  Verticale, 
welche  durch  diesen  festen  Punkt  geht,  und  CA  die  anfäng- 
liche Lage  des  Punktes.    Man  nehme  an,  dafs  der  materielle 
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Punkt,  der  sich  am  Ende  dieses  Pendels  befindet,  vom  Punkte 
A  mit  einer  Geschwindigkeit  k  ausgehe,  die  senkrecht  auf 
CA  stellt  und  in  der  Ebene,  die  durch  die  geraden  Linien 
CA  und  QB  bestimmt  wird,  enthalten  ist.  Es  ist  offenbar, 
dal's  der  Punkt  nicht  aus  dieser  vertiealen  Ebene  heraustreten 
und  in  derselben  Kreisbogen  beschreiben  wird,  deren  .Mittel- 
punkt C  und  deren  Halbmesser  CA  ist. 

Am  Ende  einer  beliebigen  Zeit  /,  sey  M  die  Lage  des 
Körpers,  von  den  Punkten  M  und  A  fälle  man  auf  die  Ver- 
ticale  CB  die  senkrechten  Linien  MP  und  AD  und  setze 

CP  =  z ,   CD  =  c. 

Bezeichnet  man  durch  g  die  Schwere,  und  durch  v  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte  M ,  so  hat  man,  im 
Falle  eines  leeren  Raumes  {§.  150), 

r2  =  l2  +  2g{*—v), 

und  nennt  man  8  den  Bogen  AM ,  den  der  Körper  beschreibt, 

ds  ■  * 

so  dafs  —  =:  v  ist ,  so  findet  man 
dt 

da 

dt  —  -^zz======  . 

V   **+2#{s  —  r) 

ISlan  bezeichne  durch  &  den  Winkel  MCB,  der  positiv 
seyn  wird,  wenn  sich  der  Winkel  auf  der  linken  Seite  von 
CB  befindet,  wie  die  gerade  Linie  CA,  und  negativ,  wenn 
das  Pendel  auf  der  rechten  Seite  der  Vertiealen  ist.  Sey  auch 
«  der  Winkel  ACB  oder  der  anfängliche  Winke!  von  fr. 
Man  hat  alsdann 

ds  d& 

.  =  «(«_*),  „=-  =  -«7[T, 

indem  man  durch  a  die  Lange  CM  oder  CA  bezeichnet.  Zu 
gleicher  Zeit  hat  man 


z  —  a  cos  &,    v  zzz  a  cos  « 


uud  vermillelst  dieser  Werlhe  wird  der  Werth  von  dt 

dt  —  —ri  --  —-   ll) 

V  k2-\-  2ga  (cos  &  —  cos  et) 


Icgrferl  werden  ilitils. 


Dies  ist  die  Formel,  die  genau  oder  n  aller  ungsv eise  in- 

18 
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181. 

Es  giebt  nur  einen  Fall,  in  welchem  die  Integration  unter 
endlicher  Form  möglich  ist,  wenn  man  nemltch 

k2  =  2ga  (1  -f-  cos  u) 
hat,  was  dann  der  Fall  ist,  wrenn  der  Körper  mit  der  Ge- 
schwindigkeit, die  er  erlangt  hätte,  wenn  er  von  einer  Höhe, 
die  gleich  ED  ist,  gefallen  wäre,  von  dem  Punkte  A  aus- 
geht ,  wo  E  den  höchsten  Punkt  des  Kreises ,  den  er  beschreibt, 
bezeichnet.    Setzt  man  #=2t//,  und  bemerkt,  dafs 

1  +  cos  2  \f)  =  2  cos 2  0 
ist,  so  hat  man  alsdann 

dt  =  -  l/±.±L. 

g    cos  yt 

Ich  integriere,  bestimme  die  willkührliche  Constante,  so 
dafs  yj  =  \a  ist,  wenn  t  =z  o  ist,  und  setze  \  #  an  die  Stelle 
von  rjf,  so  erhalt  man 

_  ,  }SJ        (l~sini^)(l  + sin  j«) 
*      *g     S'  (1  +  sin  *#)(!  —  sini«)* 

Fiele  der  Punkt  A  mit  dem  Punkte  E  zusammen,  so 
hatte  man  «  =  ii ,  wodurch  der  Werth  von  t  unendlich  grofs 
würde,  was  auch  der  Werth  des  Winkels  &  wäre.  Dies 
bedeutet,  dafs  der  materielle  Punkt  den  Punkt  E  nicht  ver- 
läfst,  und  wirklich  wäre  auch,  in  diesem  Falle,  seine  Anfangs- 
geschwindigkeit Null  und  die  Tangente  am  Punkte  E  horizon- 
tal; daher  müfste  der  Körper  dort  im  Gleichgewichte  bleiben. 

Der  Punkt  B  entspricht  dem  Werthe  #  =  o,  daher  hat 
mau  in  jedem  anderen  Falle 

1  -f-  sin  i  et 


log 


g  1  —  sin  i  a 
als  Werthe  der  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  den 
Bogen  AB  zu  durchlaufen.  Mit  der  Geschwindigkeit,  die  er 
in  diesem  Punkie  erlangt  hat,  erhebt  er  sich  auf  dem  Halb- 
kreise BA'E,  aber,  nach  dem,  was  in  f.  159  gezeigt  worden 
ist,  brauchte  er  eine  unendlich  grofse  Zeit,  um  den  Punkt  E 
zu  erreichen,  was  auch  wirklich  der  Fall  ist;  demr setzt  man 
^  =  —  7i ,  so  hat  man  t  z=  OC. 

Was  auch  der  Werth  der  Anfangsgeschwindigkeit  h  und 
des  Winkels  a  se>  ,  immer  kann  die  Formel  (1)  durch  die 
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die  elliptischen  Functionen  integriert  werden,  so  dafs  die  Zeit 
der  Schwingt! ngen  oder  der  Umdrehungen  des  Pendels  immer 
vermittelst  der  für  diese  Functionen  berechneten  numerischen 
Tafeln  gefunden  werden  kann;  in  der  Praxis  braucht  man 
jedoch  nur  die  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen  zu  wissen, 
auf  deren  Betrachtung  ich  mich  daher  beschränken  werde. 

182. 

Damit  das  Pendel  nur  kleine  Schwingungen  auf  beiden 
Seiten  der  Verticalen  CB  mache,  mufs  der  Winkel  a  und  die 
Geschwindigkeit  k  sehr  unbeträchtlich  seyn.  Man  kann  auch 
diese  Geschwindigkeit  völlig  gleich  Null  macheu,  wenn  man 
den  Körper  von  einem  Punkte  ausgehen  lafst,  der  ein  wenig 
höher  liegt  als  A,  d.  h.  wenn  man  den  Winkel  a  hiulanglich 
vergröfsert.  Man  wird  daher  der  Allgemeinheit  der  Frage 
nicht  schaden ,  wenn  man  h  =  o  setzt,  wodurch  die  Gleichung 
(1)  in 

dt  =  -  l/O.  d»    (2) 

S    V  2  cos  #  —  2  cos  a 

übergeht. 

Nach  den  bekannten  Formeln  hat  man 
C08&  =  1  f- 


2     '  1.2.3.4 

et2  a4 

cos  a  =  1  —  —  f-  ■  -  g  ■  .... 

2     1  1.2.3.4 

Da  die  Winkel  a  und  nach  der  Voraussetzung,  sehr 
klein  sind,  so  vernachlässige  ich  ihre  vierten  Potenzen,  hier- 
aus folgt  einfach 

dt  =  —  y       .    — . 

Integriert  man,  und  bemerkt,  xJafs  #  =  et  ißt,  wenn 
t  =  o  ist,  so  findet  man  hieraus 

1 "  ^  7'arc*  (cos 

und  hieraus  ergiebt  sich 

*  =  «  cos*//!,    ^  =  ~«  r'H.tmt  /^I. 

r       a        dt  a  a 
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Diese  Formeln  zeigen,  in  tlcbereinstimmung  mit  dem, 
was  man  schon  (£.159)  gesehen  hat,  tlals  das  Pendel  eine 
unbestimmte  Anzahl  von  gleichen  tuul  gleichzeitigen  Schwin- 
gungen auf  beiden  Seilen  der  Verticalen  Cß  machen  wird. 
Ks  kommt,  mit  der  Geschwindigkeit  Null,  nach   dem  Punkte 

yl,  wo  man  d  ~  (i  hat,  zurück,  so  oft  /        ~  ein  Viel  Faches 

a 

von  2  n  ist,  und  zu  dem  Punkte  A\  der  in  derselben  Hübe 
wie  A  liegt  und  wo  man  &  =  —  u  hat,  so  oft  #  ein  un- 
gerades Vielfaches  von  st  ist.  Nennt  man  T  die  Zeit,  welche 
es  braucht,  um  von  einem  dieser  äufserslen  Punkte  nach  dem 
anderen  zu  gehen,  d.h.  die  Zeil  einer  ganzen  Schwingung, 
so  .hat  man 

T  =  n  I/'  'L. 

g 

Die  Dauer  jeder  zweier  halben  Schwingungen,  einer  ab- 
steigenden und  einer  aufsteigenden,  ist  dieselbe,  und  gleich  £  T. 

Im  Allgemeinen  wird  das  Pendel,  in  zwei  Augenblicken, 
die  durch  eine  Zeit,  welche  =  7'  ist,  gelrennt  sind,  auf  bei- 
den Seilen  der  Verticalen  Cß9  Lagen  einnehmen,  die  gleich 
weit  von  dieser  Linie  entfernt  sind ,  und  gleiche  aber  enlge- 
gengeselzlc  Geschwindigkeiten  haben.    Denn  selzt  man  /  +  T 

cid- 

an  die  Stelle  von  /,  in  die  Werthc  von  #  und   ,  so  sieht 

dt 

man ,  dafs  sie  nur  ihre  Zeichen  ändern. 

Das  Pendel  fallt  mit  der  Verticalen  zusammen,  wenn  man 
&  zzz  o  hat,  oder  wenn  /  einem  ungeraden  Vielfachen  von 
J  T  gleich  ist.    Hieraus  folgt 

und  daher  -   

v  —  -±z  u  \  ga 

für  die  Geschwindigkeit  des  Pendels  im  Punkte  ß.  Nennt  man 
b  die  Muhe  D  B  seines  Ausgangspunktes  über  B,  so  hat  man 

h  ==  a  ( t  —  cos  «)  =  \  a  a 2, 
weil  man  die  vierte  Potenz  von  «  vernachlässigt.    Sieht  mau 
von  dem  Zeichen  ab,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  welche  das 
Pendel  im  liefslcn  Punkte  erreicht, 
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was,  wie  dies  seyn  mufs,  diu  Geschwindigkeit  ist,  welche  zu 
der  Iluhe  b  gehört* 

183. 

Der  Wcrlli  von  7' ist,  wie  man  sielit,  unabhängig  vom 
Winkel  u ,  er  besieht  noch  und  ist  völlig  genau,  wenn  diese 
Weite  a  unendlich  klein  ist.  Würde  man  daher  das  Pendel 
unendlich  wenig  von  der  Verticaleu  entfernen,  so  würde  es, 
um  dabin  zurück  zu  kommen,  eine  endliche  Zeit,  die  gleich 

j  n         IL  ist ,  brauchen.     Bei  dieser  Bewegung  beschriebe 

das  Pendel  einen  unendlich  kleinen  Kaum  in  einer  endlichen 
„  Zeit,  was  daher  rührt,  dal's  die  Intensität  seiner  beschleuni- 
genden Kraft  unendlich  klein  ist.  Diese  Kraft  ist  nemlich  die 
nach  der  Tangente  der  Trajectorie  zerlegte  Schwerkraft ;  in 
der  Ausdehnung  eines  unendlich  kleinen  Bogens,  der  bis  zum 
tiefsten  Punkte  dieser  krummen  Linie  geht,  macht  aber  die 
Tangente  mit  der  Verlicakn  einen  Winkel,  der  nur  um  eine 
unendlich  kleine  Grüfse  von  einem  rechten  verschieden  ist. 
Der  Cosinus  dieses  Winkels,  mit  welchem  man  die  Schwer- 
kraft multiplicieren  mufs,  um  die  Scitenkraft  zu  erhalten,  ist 
daher  unendlich  klein,  und  also  ist  auch  diese  Seilenkraft 
unendlich  klein. 

INlan  kann  dieses  Resultat  auf  die  Schwingungen  eines 
schweren  materiellen  Punktes  ausdehnen,  der  sich  auf  einer 
,  gegebenen  krummen  Linie  bewegt,  deren  Krüinmungsebene 
am  tiefsten  Punkte  B  veiiical  ist.  Denn  die  krumme  Linie 
fallt  in  einer  unendlich  kleinen  Ausdehnung  mit  ihrem  Krüm- 
muugskreisc  zusammen ,  und  in  einer  nur  sehr  kleinen  Au:>- 
dehnung  ist  sie  wenig  von  demselben  verschieden.  Hieraus 
folgt,  dafs,  wenn  C  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  ist,  die 
Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen,  welche  auf  dieser 
krummen  Linie  zu  beiden  Seiten  des  Punktes  B  ausgeführt 
werden,  dieselbe  ist,  wie  für  ein  einfaches  Pendel,  dessen 
Aufhängepunkt  C  und  dessen  Länge  der  Krümmungshalbmesser 
CB  ist,  der  diesem  Punkte  B  entspricht.  Die  sehr  kleineu 
Schwingungen  haben  also  dieselben  voll  ihrer  Weile  unabhän- 
gigen Schwingungen,  auf  allen  verticaleu  krummen  Linien, 
die  in  ihrem  tiefsten  Punkte  dieselbe  Krümmung  haben.  WvJUt 


Digitized  by  Qafglc 


die  Krümmungsebene  in  diesem  Punkte  nicht  vciiical  ist,  so 
mufs  man  in  dem  Werllie  von  T  die  Schwerkraft  g  durcli 
ihre  in  dieser ,  Ebene  liegende  Seilenkraft  ersetzen ,  welche 
gleich  g  sin  i  ist,  wenn  man  i  die  Neigung  der  gegebenen 
Ebene  gegen  eine  horizontale  Ebene  nennt. 

184. 

Wenn  der  Winkel  et  eine  endliche  und  nur  sehr  kleiue 
Gröfse  hat,  so  ist  der  vorhergeheude  Werth  von  T  nur  ein 
Annäheruugswerth.  Denn  behält  man  die  vierten  Potenzen 
von  «  und  #  in  den  Werthen  von  cos  a  und  cos  d  bei,  und 
substituiert  sie  in  die  Formel  (2),  so  hat  man 

dt  =  -  iSl  _  <t& 

g    ^a»  — Vi—  T'j(«2  +  #2) 
Bei  diesem  Näherungsgrade  mufs  man 

[l-T,S(«+*2)]_4=   1  +  ,V(«2  +  *2) 

nelimcn,  mau  hat  daher 

welche  Formel  nach  den  bekannten  Regeln  integriert  werden 
kann.  Integriert  man  von  #  =  a  bis  zu  &  z=z — um  die 
Dauer  T  einer  ganzen  Schw  ingung  zu  haben ,  so  findet  man  , 

*- !■  1 0+ S). 

woraus  hervorgeht,  dafs  diese  Dauer  durch  die  Gröfse  der 
Schwingungsweite  ein  wenig  vergröfsert  wird. 

Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  man  n  die  Anzahl  der  unendlich 
kleinen  Schwingungen  nennt,  welche  ein  Pendel  in  einer  ge- 
gebenen Zeit  macht,  und  n  die  Anzahl  der  Schwingungen 
desselben  Pendels  in  derselben  Zeit,  für  den  Fall,  dafs  ihre 
Wreite  a  nur  sehr  klein  ist ,  so  hat  man 

»=»•(•+£)• 

denn  die  Zahl  n    mufs  in  demselben  Verhältnisse  abnehmen, 
*wie  die  Dauer  jeder  Schwingung,  durch  die  Gröfse  dieser 
Weile,  vergröfsert  wird. 
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185. 

Wiewohl  man ,  bei  den  verschiedenen  Anwendungen  des 
Pendels,  Sorge  trägt,  es  so  einzurichten,  dafs  die  Weite  der 
Schwingungen  sehr  klein  ist,  wo  alsdann  die  so  eben  angege- 
bene Correctiön  hinsichtlich  der  Grofse  von  a  hinreichend  ist, 
so  ist  es  dennoch  gut,  die  convergierende  Reihe  zu  kennen, 
durch  welche  man  die  Dauer  einer  Schwingung  ausdrücken 
kann,  wie  auch  ihre  Wreite  beschaffen  sey. 

Zu  diesem  Endzwecke  seyen  x  und  ß  die  Sinus  versus 
der  Winkel  &  und  a,  so  dafs  man 

1  —  cos  &  =  x,    1  —  cos  a  =  ß 
hat.    Zu  gleicher  Zeit  ist 

dx 

d&  =  — — — _; 

V  2  x  —  x2 

daher  wird  die  Formel  (2) 


und  um  daraus  die  Dauer  4  T  einer  halben  Schwingung  ab- 
zuleiten, mufs  man  von  x  =  ß,  welches  &  =  et  entspricht, 
bis  x=zq,  welches  &  =  o  entspricht,  integrieren. 

Entwickelt  man  aber  nach  der  Formel  des  Binomium,  so 
hat  man 

(N — l  1.  x      1.3.  x2      1.3.5.  x* 

eine  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

1.3.5  2n  —  1    /  x\n 

2.  4.  6....  2  n  \  2  / 

ist,  und  die  immer  convergent  ist,  weil  x  immer  kleiner  als 
2  ist.  Kehrt  man  daher  die  Ordnung  der  Integration  um, 
was  erlaubt  ist,  wenn  man  zu  gleicher  Zeit  das  Zeichen  von 
dt  umkehrt,  setzt  man  nachher,  wenn  n  irgend  eine  ganze 
Zahl  oder  Null  bedeutet, 

*ß       xndx  A 

  Z=.  An  , 

o  ßx   X2 

und  verdoppelt  den  Werth  von  J  T,  so  folgt  hieraus 

./T/  A       1.3   1    •     ,   1.3.5    1    .   .  X 
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Die  Wertlic  der  bestimmten  Integrale  ^/0,  Jx ,  J2,  A5  . . . 
sind  auf  die  Weise  unter  einander  verbunden,  dals,  wenn 
einer  derselben  bekannt  ist,  man  hieraus  leicht  allmälich  alle 
übrigen  ableiten  kann. 

Man  hat  nemlich  identisch 

**dx  r{x—jß)x»—  *dx  ,  ß_  p  x»  —  ulx 

sT  ßx  —  x~*     J     Sfix  —  x*  2J  >f  ßx  —  x* 

/(x  —  \(f)x*  —  *dx 
\f ßXt  .V2 

=  —  >T ßx—x2+ (*  —  i ) « >T ßx—~x*dx 

fx»-*  yTW^  dx  =  ß  f^lzl^L  _  r 

J  Jyfßx—X*     J  V  fix  — P 

woraus  man  findet 

,  =--v"-1V  ßx—x*  —  Cn  —  i)  /—  

-f.  (2/2  —  0/^  nxn—ulx 

und  daher  2       J  SJ^T* 


.  J^TF-x*       *  ^  2«  J^rj—^ 

An   den  ke«*en  Gräuzen  „v  =  o  und  a r  =  £  Jiat  mail 

V  ßx—  x*  ==-oj  geht  man  zu  den  bestimmten  Integralen 
über,  so  hat  man  daher,  vermöge  dieser  letzten  Gleichung 

2n 

Setzt  man  in  dieser  Formel  allmälich  n  s=  1 ,  ==  2  =3 
. . . ,  so  (indet  man  daraus 


u.  6.  w. ;  folglich  hat  man  allgemein 


j    Ii  3.  5.  ...  2  n  —  I 
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und  was  den  Werlli  von  A0  betrifft,  so  bat  man 

_  rf     dx  _ 

0  —   /      —  — —  —  TT. 


X2 


\f fix  — 

Substituiert  man  die  Werthe  von  sf0,  -^ii  •  in 
den  Werth  von  7*,  so  findet  man  daraus 


+ )'+  •••] 


für  die  Rcilie,  die  bestimmt  werden ' sollte ,  welcher  Ausdruck 
wirklich  convergent  ist,  da  \  ß  immer  kleiner  als  die  Einheit  ist. 

Vernachlässigt  man  die  vierte  Potenz  von  «,  so  hat  man 
ß  z=  \  «2,  alsdann  mofs  man  die  Reihe  auf  ihre  zwei  ersten 
Glieder  reducieren  und  der  Werth  von  T  fallt  mit  dem  des 
vorhergehenden  Paragraphen  zusammen. 

186. 

Man  betrachte  jetzt  die  Bewegung  des  einfachen  Pendels 
in  einem  widerstehenden  Mittel.  Behalt  man  alle  vorherge- 
henden Bezeichnungen  bei,  so  ist  die  nach  der  Tangente  J/7* 
gerichtete  Seitenkraft  der  Schwere,  g  sin  &,  weil  der  Winkel, 
den  diese  gerade  Linie  mit  der  Verlicalen  M  A7  bildet,  die 
Ergänzung  des  Winkels  MCJi  oder  &  ist.  Man  bezeichne 
durch  V  die  beschleunigende  Kraft,  die  von  dem  Widerstände 
herrührt,  welche  dieser  Seilenkraft  g  sin  &  entgegengesetzt  ge- 
richtet ist,  und  nenne  «  den  Bogen  AM ,  so  ist  die  Gleichung 
der  Bewegung  ($,  152) 

S = * 8!n  &-  y-      .  w 

Man  kann  verschiedene  Hypothesen  über  den  Werth  von 
V<t  wenn  er  als  Function  der  Geschwindigkeit  des  Körpers  dar- 
gestellt werden  soll,  machen;  die  einfachste  ist  die,  dals  man 
ihn  dieser  Geschwindigkeit  proportional  setzt,  so  dafs  man 

v  -  i.  *±  ' 
—  t  dt 

hat,  wenn  man  durch  k  eine  constante  gegebene  Geschwin- 
digkeit bezeichnet.    Auch  hat  man 
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s  =  a  {u  —  &),    sin  &  =  &  -  -J-  ; 

isl  daher  wie  vorher,  ein  sehr  kleiner  Winkel,  und  ver- 
nachlässigt man  seine  dritte  Potenz,  so  wird  die  Gleichung  (3) 

dt*  +  T  dt  +  «  *  ~°- 

Sein  vollständiges  Integral  ist 

£•  =  (c  cos  ty         iL  -{-  c'  sin  ty  j£\ 
\  a  a  J 

wenn  man  durch  c  und  c'  die  beiden  willkührlichen  Con- 
stanten, durch  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  be- 
zeichnet, uud  zur  Abkürzung 

setzt.     Ich  bestimme  c  und  c    durch  die  Bedingungen,  dafs 
,  d& 

&  —  a  und  — —  =  o  ist,  wenn  t  —  o  ist,  woraus  sich 
dt 


— 

C  2/c 


c  —  a 


2  yh 

ergiebt.    Folglich  hat  man 


&  =  U  (cos  tg  (/ L    +   ^LEJl  8in  (y  y  JL) 


—  5< 


2k 

y> 

und  wenn  man  differentiiert , 

für  die  Formeln,  welche,  in  einem  beliebigen  Augenblicke,  die 
Lage  des  Pendels  und  seine  Winkelgeschwindigkeit  angeben. 

Am  Ende  jeder  Schwingung  hat  man  z=  o,  was  immer 
statt  hat,  so  oft  ty  fr   iL  ein  Vielfaches  von  n  ist.  Hieraus 

a 

folgt,  dafs  die  Schwingungen,  wie  im  leeren  Räume,  gleich- 
zeilig  sind,  und  dafs  mau 

t=-  1/1. 

y  g 

für  die  Dauer  einer  ganzen  Schwingung  hat,  so  dafs  sie, 
durch  den  Widerstand  des  Mittels,  in  dem  Verhältnisse  der 
Einheit  zu  dem  Bruche  y  vcrgröf&ert  wird. 
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Was  die  Weiten  der  Schwingungen  betrifft,  so  werden 

—  g* 

sie  immer,  wegen  der  Exponentialgröfse  e  2k  >  kleiner. 
Nennt  man  an  die  Weite  der  nten  Schwingung,  d.h.  unter 
der  Voraussetzung,  dafs  #  ==  ( — i)nan  ist,  wenn  t  =  n  T 
ist,  so  folgt  hieraus 

«-  =  «  — jfr 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  auf  einander  folgenden  Weiten 
eine  abnehmende  geometrische  Reihe  bilden,  deren  Exponent 

Diese  schwingende  Bewegung  setzt  aber  immer  voraus, 
dafs  y  eine  reelle  Grüfse  sey,  und  dies  ist  auch  immer  bei 
den  Pendelversuchen  der  Fall,  da  das  Pendel  nie  eine  sehr 
beträchtliche  Länge  hat  und  seine  Dichtigkeit  immer  im  Ver- 
hältnisse zu  der  der  Luft,  in  welcher  es  sich  bewegt,  sehr 
beträchtlich  ist;  da  die  Geschwindigkeit  h  dem  Verhältnisse 
der  ersten  Dichtigkeit  zur  zweiten  proportional  ist,  so  ist  sie 

im  Verhältnisse  zu  \  V" g  ci  sehr  grofs,  und  daher  ist  y  eine 
reelle  Gröfse,  welche  wenig  von  der  Einheit  verschieden  ist. 

Ist  dagegen  2  k  <^  y/ ^ ga,  so  ist  y  imaginär,  und  von  der 
Form  ß  y  —  1 ,  wenn  man  durch  ß  eine  reelle  Gröfse  be- 
zeichnet ;  nach  den  bekannten  Formeln  würden  die  Sinus 
und  Cosinus,  die  in  dem  Ausdrucke  von  &  vorkommen,  in 
Expouentialgrüfsen  übergehen,  und  nachdem  man  diese  Ver- 
wandlung vorgenommen  hat,  würde  man  sehen,  dafs  der 
Winkel  &  nur  nach  einem  unendlich  grolsen  Zeiträume  Null 
werden  kann ,  so  dafs  sich  das  Pendel  immer  mehr  der  Ver- 
ticalen  CB  nähern  würde,  ohne  über  diese  Linie  hinaus 
gehen  oder       nur  erreichen  zu  können. 

187. 

So  wie  die  Weiten  der  Schwingungen  abnehmen,  so  nä- 
hern sie  sich,  wie  die  Erfahrung  lehrt,  immer  mehr  dem  Zu- 
stande, wo  sie  in  geometrischer  Progression  abnehmen;  sie 
entfernen  sich  z.  B.  nur  wenig  davon ,  wenn  der  Winkel  « 
ein  Drittel  eines  Grades  oder  darunter  ist.    Die  Erfahrung 
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zeigt  aufserdem ,  dafs  diese  Abnahme  sehr  langsam  ist;  so 
wurde  bei  einem  Versuche  Borda's,  wo  die  Abnahme  last  in 
geometrischer  Progression  geschah,  die  "Weile  erst  nach  1800 
Schwingungen  auf  ungefähr  zwei  Drittel  reducierl.  Wendet 
man  den  Ausdruck  für  ««  auf  dieses  Beispiel  an,  so  hat  man 
daher 


und  daher 

1800  71 

man  hat  aber 


  1800  n  V 

&  ,  — —  3 

2yt   —  *' 


=  y  los  1  =  r  (0,40546), 


=  1  -  ?\ 


4X2 
also 

(1800)*  st  2  (i  —  y2)  =  y  2  (0,40546) 2, 

1 

und  hieraus  findet  man 

y  =  1,00000000257  ... 
oder  beinahe  y  —  1 ,   was  also  erlaubt,  den  Widerstand  der 
Luft  bei  Berechnung  des  Werlhes  von  T  zu  vernachlässigen. 

Man  kann  daher  annehmen,  dafs  der  Widerstand  der 
Luft,  wenn  die  Schwingungen  sehr  kleiu  sind,  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  wie  wir  es  angenommen  haben  und 
dafs  dieser  Widerstand  keinen  merklichen  lunlltifs  auf  die 
Dauer  der  Schwingungen  hat.  Wenn  aber  die  Weilen  ein 
wenig  beträchtlich  sind,  so  zeigt  die  Beobachtung,  dafs  sie 
nicht  mehr  in  geometrischer  Progression  abnehmen,  so  dafs 
man  alsdann  eine  andere  Hypothese  über  das  Gesetz  des 
Widerstandes  machen  mufs. 

188. 

Man  nehme  an,  diese  Kraft  sey  dem  Quadrate  der  Ge- 
schwindigkeit proportional  und  setze 

~  *«  dt2' 

wo  k  eine  beständige  gegebene  Geschwindigkeit  ist ,  die  immer 
sehr  grols  seyn  wird,  so  dafs,  wenn  man 

2  ga 
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selzl,  /(.  ein  sehr  kleiner  ttruch  seyn  wird.  Da  d.s  —  —  adfr, 
so  wird  die  Gleichung  (^.i) 

d2fr    ,    ?    .  dt)2 

muliipüciert  man  mit  2dfr,  integriert,  und  setzt 


/ 


dfr2    .  dfr2  dy 

dfr  cs  r > 


'  '    dt2  dfr' 
So  lial  man 

-r—  ■  —  cos  fr  —  ii  y  —  o. 

dfr  a 

J)ies  ist  eine  lineare  Differentialgleichung  der  ersten  Ord- 
nung, deren  vollständiges  Integral 

2  g  (sin  d  —  [i  cos  fr) 

y  ~ce..       ^l  +  »2>  . 

ist,   wo  c  die  willkührliche  Constaute  und  e  die  Basis  der 

natürlichen  Logarithmen  ist.    Ich  difleren  liiere  in  Beziehung 

dd2  .  dy 

auf  fr,  und  setze    .    ■  an  die  Stelle  von  -7—,  so  ergiebt  sich 
'  dt2  dfr  0 

dfr2  fi*      2  g  (cos  fr  -f-  //  sin  fr) 

—  -  ftee     +         ~  +  p*)  a  9 

was  ein  erstes  Differential  der  Gleichung  (4)  in  geschlossener 
Form  ist. 

Um  v  zu  bestimmen,  nehme  ich  an,  es  sey,  wie  früher 
■—  s=  0,  wenn  fr  sz  «  ist,  hieraus  folgt 

2  if  (cos  r<  -4-  /f  sin  c< )     —  t*u 

"°  =  -     (!  +  /,»>—  c 

Mali  hat  daher,  für  einen  beliebigen  Augenblick, 
. — -:=; — : — —  I  cos  ö  4-// sin  fr — (cos«4-/f  siiiu)  e  |.  (.5) 

(i-f4#*2)aL      1  1        v      1 '      y  J  w 

Am  tiefsten  Punkte,  wo  &  =  o  ist,  hat  man  daher 
a2dfr2         2ga    r  .        —  ^«-1 

für  das  Quadrat  der  erlangten  Geschwindigkeit  welche  offen- 
bar kleiner,  als  im  leeren  Ilaume  ist. 

Vermöge  dieser  Geschwindigkeit,  wird  das  Pendel  auf 
dem  Bogen  B A'  bis  zu  einem  Punkte  sl\  aufsteigen,  der 
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d& 

tiefer  als  A   Hegt,  und  für  welchen  man  —  =  o  hat.  Be- 
rt t 

zeiclinet  man  durch  —  «i  den  entsprechenden  Werth  von  &, 
60  folgt  hieraus 

(cos  a  i  —  /<  sin  a  i )  e     =  (cos  sin  «)  e 

und  entwickelt  man  die  Exponentialgröfse  nach  Potenzen  von 
fl> ,  und  vernachlässigt  das  Quadrat  dieses  sehr  kleinen  Bruches, 
so  hat  man 

cos  «i  —  Jti  (sin  «i  —  «i  cos  a\)  =  cos  ce  +  /e  (sin  a  —  a  cos  a). 

Der  Werth  von  «j,  den  man  aus  dieser  Gleichung  findet, 
wird  nur  sehr  wenig  von  «  verschieden  seyn,  ich  setze  daher 
ai  =«  —  und  vernachlässige  das  Quadrat  von  d  und  da6 
Produkt  fid,  so  ergiebt  sich 

d  sin  «  =  2  ^  (sin  c*  —  a  cos  a) , 

so  dafs  man 

2 

«i  —  cc  r-£-  (sin  a  —  a  cos«) 

sin  a 

als  Werth  von  abgesehen  von  dem  Zeichen,  am  Ende  der 
ersten  Schwingung  hat. 

Dieses  Resultat  setzt  nur  voraus,  dafs  die  Schwingungen 
sehr  klein  sind,  wenn  sie  aber  so  klein  sind,  dafs  man  die 
vierte  Potenz  von  a  in  diesem  Werthe  von  cti  vernachlässigen 
kann,  so  reduciert  es  sich  auf 

2  na2 

ai  —  a  — . 

3 

Ist  das  Pendel  im  Punkte  A\  angekommen,  so  geht  es 
wieder  zurück,  und  setzt  so  seine  Schwingungen  auf  beiden 
Seiten  des  Punktes  B  fort,  bis  die  Weiten  seiner  Schwin- 
gungen fast  Null  geworden  sind.  Nennt  man  cc2  die  Weite 
der  zweiten  aufsteigenden  halben  Schwingung,  so  kann  man 
sie  offenbar  aus  «i  ableiten,  wie  man  dieses  aus  a  abgeleitet 

hat,  so  dafs  man  „  „ 

2 

«» =  «i  — 

hat.  Und  ebenso  wenn  «3,  «4  u.  8.  w.  die  auf  einander  fol- 
genden Weiten  der  anderen  aufsteigenden  halben  Schwingun- 
gen sind,  so  hat  man 

2«a22  2/f«32 

a5  =  «2  ~ — f     a+  =  «s  — —  u.s.  w. 

o  3 
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woraus  hervorgeht,  dafs  nun  die  Weiten  nicht  mehr,  wie  in 
dem  Falle,  wenn  der  Widerstand  der  Geschwindigkeit  pro- 
portional ist,  in  einer  geometrischen  Progression  abnehmen. 

189. 

Um  die  Zeit  zu  bestimmen,  die  einem  Winkel  &  ent- 
spricht, muls  man  den  WTerth  von  dt  integrieren,  den  man 
aus  der  Gleichung  (.5)  findet,  was  immer  nacli  der  Methode 
der  Quadraturen  möglich  seyn  wird,  wenn  die  numerischen 
Werlhe  von  a,  jt,  &  gegeben  sind.  Im  Falle,  wenn  das 
Pendel  nur  kleine  Schwingungen  macht,  kann  man  aber  den 
Werth  von  #  als  Function  von  t  und  umgekehrt,  in  einer 
convergierenden  Reihe  ausgedrückt,  erhalten. 

Ich  nehme  immer  an,  dafs  die  Anfangsgeschwindigkeit 
des  Körpers  gleich  Null  ist,  alsdann  wird  der  Werth  von  fr 
in  einem  gewissen  Augenblicke  eine  Function  von  t  und  u 
seyn,  die,  in  dem  Falle,  wenn  c*  =  o  ist,  Null  werden  muls; 
ich  bezeichne  ihn  daher  durch 

#  =  a&i  +  u2&2  +  «5#3  + 
wo  &i9  &21  ^3  j  • .  •  Coefficienten  sind,  die  nicht  von  a  ab- 
hangen. Substituiert  man  diese  Werlhe  in  die  Gleichung  (4), 
entwickelt  die  beiden  Theile  der  Gleichung  nach  den  Poten- 
zen von  (iy  und  setzt  alsdann  die  Coeiricienten  gleicher  Poten- 
zen einander  gleich,  so  kann  man  eine  Reihe  von  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  bilden,  die  dazu  dienen  werden, 
die  unbekannten   Gröfsen  &x ,    &2i    #3  •  •  •   zu  bestimmen. 

Aufserdem  ist  es  nothwendig,  damit  man  #  =  a  und  —  =o 

habe,  wenn  t  =z  o  ist,  und  u  irgend  einen  beliebigen  Werth 

dfr2  dfr5 

hat,  dafs  die  anfanglichen  Werlhe  von  #2>  #3  m"~[[t  ^ 

alle  Null,  und  die  von  #2  und  bezüglich  gleich  der  Ein- 

heit  und  gleich  Null  seyen.  Nach  diesen  Bedingungen  imifs 
man  die  willkührlichen  Constanten  bestiminen,  welche  in  den 
vollslUndigeu  Integralen  dieser  Reihe  von  Gleichungen  enthal- 
ten seyn  werden.  Auf  diese  Weise  kann  man  so  viele  Glie- 
der der  vorhergehenden  Reihe,  als  man  will,  berechnen.  Ich 
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beschränke  mich  auf  die  Annäherung  bis  zum  Quadrate  von 

«,  und  vernachlässige  die  drille  und  höheren  Potenzen  die- 

< 

scr  Grüfte. 

Alsdann  hat  man  einfach 

dt2  ~~  "    dt2'  +  (i  dt* 
sin  fr  =  a&i  +  u2&2 
d&2  2  fl[*i* 

und  wenn  man  diese  Werlhe  in  die  Gleichung  (4)  substituiert 
und  die  CoelTicienlen  von  «  und  «2  in  ihren  zwei  Tbeilen 
einander  gleich  selzt,  so  erhalt  man 

+  g-  ».  =  • 

Integriert  man  die  ersle  dieser  zwei  Gleichungen,  und 
bestimmt  die  beiden  willkührlichen  Constanten,  so  dals  man 
d  0" 

xhl  —  o  und  —j—  =  o  hat,  wenn  t  =  o  ist,  so  haben  wir 

=  COS  /  1^  £L. 

Hieraus  folgt  a 
also  wird  die  zweite  Gleichung 

& •- + f  - = f£  ■(— —  *i ) 

und  man  hat 

&2  =  —  V  cos  t  ^ Z  +  J/*  +  TT,/f  cos  2  *  Z 

als  Werth  ihres  Integrals,  welches  der  Bedingung  unterwürfen 

i  I»    _  .  </#2 

ist,  dals  # 2  —  °  und  — —  =  o  ist,  wenn  t  -=z  o  ist. 

Vermittelst  dieser  Ausdrücke  für  #j  und  #2  wird  der 
Werth  von  # 


« 
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und  da  f  =  —  a  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

und  diese  Formeln  geben  die  Lage  und  Geschwindigkeit  des 
Körpers  für  einen  gewissen  Augenblick  an. 

i90.  , 

Schreibt  man,  in  dem  letzteren  Ausdrucke,  statt  sin  2 1  ff  £. 

a 

ff~E~,  so  geht  die  Gleichung 
a 

v  =  o,  wrelclie  am  Ende  jeder  Schwingung  statt  hat,  in  fol- 
gende über: 

(t_f^+^cos,  yT)  sin*  //Z  =  0. 

Da  der  Winkel  a  sehr  klein  ist,  so  kann  der  erste  Factor 
nicht  Null  seyn,  der  zweite  ist  Null,  so  oft  als  t  ff ß-  ein 

<x 

Vielfaches  von  n  ist.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Zeitraum,  wel- 
cher zw ischen  zwei  auf  einander  folgenden  Geschwindigkeiten, 
die  gleich  Null  sind ,  verfliefst ,  oder  die  Dauer  T  einer  gan- 
zen Schwingung 

T  =  n  y  iL 


a  a 


ist,  so  dafs  der  Widerstand  der  Luft,  der  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist,  auf  die  Dauer  derselben  gar 
keinen  EinfluXs  hat. 

Jedoch  vergrüfsert  er  die  Zeit,  welche  das  Pendel  braucht, 
um  den  Runkt  B  zu  erreichen.  Bezeichnet  man  diese  nemlich 
durch  t'  und  setzt  &  =  o,  so  hat  man 

(t  _  *£\  cos  t'  l/"L  +  *-£  +  ^  cos  2 1>  i/1  =  o. 

\  3/  a        4        12  a 

Der  kleinste  Werth  von  t'  ff JL,    der  dieser  Gleichung 

a 

Genüge  leistet,  ist  nur  wenig  von  J  st  verschieden,  sey  also 

t'  ff «  =  In  +  #. 

a 

10 
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Vernachlässigt  man  das  Quadrat  von  <?  und  das  Produkt 
a&,  so  hat  man 

und  daher 

g    V  3  TT/ 

Der  Widerstand  der  Luft  vergrüfsert  daher  die  Dauer 
der  ersten  niedersteigenden  halben  Schwingung  in  dem  Ver- 

hältnisse  von  1  -\  zur  Einheit,  und  da  er  auf  die  Dauer 

3  TV 

der  ganzen  Schwingung  keinen  Einflufs  hat,  so  folgt  hieraus, 
dafs  er  die  Dauer  der  aufsteigenden  halben  Schwingung  in 
demselben  Verhaltnisse  vergrüfsert. 

Substituiert  man  diesen  Werth  von  t'  in  den  Werth 
von  v  ,  und  vernachlässigt  die  dritte  Potenz  von  a,  so  hat  man 

v  =  (i  —  «v^, 

und  hieraus  schliefst  man,  dafs  die  Geschwindigkeit,  welche 
das  Pendel  im  tiefsten  Punkte  erreicht,  durch  den  Widerstand 

et  tt> 

der  Luft  in  dem  Verhältnisse  von  1  zur  Einheit  ver- 
mindert wird. 

Bezeichnet  man  durch  —  «i  den  Werth  von  &,  der  am 
Ende  der  ersten  ganzen  Schwingung  statt  findet,  und  dem 

Werthe  t  f/  iL  =  n  entspricht,  so  hat  man 

a 

2/t et2 

ai_a  — _ 

wie  vorher. 

Diese  verschiedenen  Resultate  sind  von  der  Qröfse  des 
Coeüicienten  des  Widerstandes  unabhängig,  und  setzen  blos 
voraus,  dafs  der  W'inkel  a  sehr  klein  ist;  sie  gelten  sowohl 
für  den  Fall,  wenn  sich  das  Pendel  in  einer  luftformigen, 
als  auch,  wenn  es  sich  in  einer  tropfbaren  Flüssigkeit  bewegt, 
sobald  nur  der  Coefficient  p  für  jede  Flüssigkeit  besonders 
bestimmt  ist.  Ist  a  sehr  klein,  so  ist  es  überflüssig,  die  An- 
nahme, dafs  der  Widerstand  der  dritten  oder  einer  höheren 
Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  besonders  zu 
untersuchen,  denn  es  könnten  hieraus,  in  den  Werthen  von 
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^  und  <>  nur  Glieder  entspringen,  die  von  höheren  Potenzen 
Yon  a  als  die  zweite  anhingen,  und  die  man  in  den  vorher- 
gehenden Rechnungen  als  unbedeutende  angesehen  hat.  Ver- 
bindet man  das  hier  Gefundene  mit  dem,  was  in  §.  187  gesagt 
worden  ist,  so  schliefst  man  daraus,  dals  der  Widerstand 
der  Luft  auf  die  Dauer  der  sehr  kleinen  Schwingungen  des 
Pendels,  für  welche  man  die  Corrcclion  rücksichtlich  der 
Grüfse  der  Weile  (J.  184)  vernachlässigt,  keinen  Einflufs  hat. 
Nimmt  man  diese  Correction  in  Rechnung,  so  hat  der  Wider- 
Stand  einen  kleinen  Einflufs,  weil  er  die  Weiten,  während 
der  Dauer  der  Bewegung,  ändert. 

191. 

Hieraus  folgt  aber  nicht,  dafs  die  Dauer  der  Schwin- 
gungen eines  schweren  Körpers,  wTie  klein  man  sie  auch  an- 
nehme, dieselbe  in  der  Luft,  wie  im  leeren  Räume  sey.  Denn 
diese  Flüssigkeit  vermehrt  durch  den  Druck ,  den  sie  auf  den 
Körper  ausübt,  diese  Dauer,  indem  sie  die  Schwere  vermin- 
dert. Man  weifs  nemlich  durch  die  Erfahrung,  und  wir  wer- 
den es  in  der  Hydrostatik  beweisen,  dafs  ein  ruhender  Kör- 
per, der  in  eine  Flüssigkeit  getaucht  ist,  in  demselben  einen 
Theil  seines  Gewichtes  verliert,  der  dem  Gewichte  der  Flüs- 
sigkeit, dessen  Raum  er  einnimmt,  gleich  ist.  Ist  daher  P 
das  Gewicht  dieses  Körpers  im  leeren  Räume,  P'  sein  Ge- 
wicht in  der  Luft  und  II  das  Gewicht  eines  Volumens  Luft, 
das  dem  des  Körpers  gleich  ist,  so  hat  man 

p'  =  p  —  n. . 

Nennt  man  q  das  Verhältnifs  der  Dichtigkeit  der  Luft 
zu  der  des  Körpers,  g  die  Schwere  im  leeren  Räume,  g' 
das,  was  diese  Kraft  in  der  Luft  wird,  und  m  die  Masse  des 
Körpers,  so  hat  man  auch 

n  =  Pq,    P  =  mg,    P'  =  mg', 

daher  ist 

g  e)- 

Bezeichnet  man  aber  durch  T  und  T  die  Dauer  der 
kleiuen  Schwingungen  desselben  Pendels,  die  zwei  beschleu- 
nigenden Kräften  g  und  g'  entsprechen,  so  hat  man 

T  =  n  j/Z,  r  =  n  l/\ 

19* 

■  * 
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und  daher 

,  T 

V  l—? 

Sey  auch  «'  die  Lange  des  Pendels,  das  von  der  Schwere 
g*  getrieben  wird,  und  seine  Schwingungen  in  derselben  Zeit 
vollführt,  wie  das  Pendel,  das  von  der  Schwere  g  getrieben 
'wird,  und  dessen  Lange  a  ist,  so  mufs  man 

S  &' 

haben,  woraus  sich 

a'=a(l  —  q) 
ergiebt.  Man  findet  also,  dafs  schon  blos  durch  den  Ge- 
wichtsverlust im  Zustande  der  Ruhe,  die  Dauer  der  Schwin- 
gungen in  der  Luft  in  dem  Verhältnifs  der  Einheit  zu  V~  1  —  n 
für  dasselbe  Pendel  vergröfsert,  und  die  Länge  des  einfachen 
Pendels  in  dem  Verhältnisse  von  1  —  q  zur  Einheit  für  die- 
selbe Dauer  vermindert  wird. 

Aufserdem  hat  Bessel  durch  Versuche  gezeigt,  dafs  der 
Gewichtsverlust,  den  ein  Körper  in  der  Luft  erleidet,  nicl  t 
derselbe  ist,  wenn  er  in  Ruhe  ist,  als  wenn  er  sich  in  einer 
schwiugenden  Bewegung  befindet.  Im  zweiten  Falle  ist  er 
gröfscr  und  es  folgt  hieraus,  dafs  man  in  den  vorhergehenden 
Formeln  q  mit  einem  Factor  }  multiplicieren  mufs,  der  gröfser 
als  die  Einheit  ist,  und  von  der  Gestalt  des  Körpers  abhängt. 
Ich  bin  zu  demselben  Resultate  in  einer  Abhandlung  "über  die 
gleichzeitigen  Bewegungen  eines  Pendels  und  der  umgebend*  n 
Luft"  *)  gelangt ,  und  nach  meiner  Analyse  hat  man  J  z=.  \, 
wenn  das  Pendel,  wie  das  Borda'sche,  aus  einer  Kugel  besteh!, 
die  am  Ende  eines  sehr  dünnen  Fadens  aufgehängt  ist,  dessen 
Länge  im  Verhältnisse  zum  Durchmesser  dieser  Kugel  sehr 
beträchtlich  ist,  so  dafs  man  alsdann  die  Correction  rück- 
sichtlich  der  Dichtigkeit  der  Luft,  welche  man,  vor  Bessels 
Bemerkung,  an  die  Dauer  der  kleinen  Schwingungen  und 
die  Lange  des  einfachen  Pendels  anbrachte,  um  die  Hälfte 
vermeliren  mufs.  In  allen  Fällen  ist  der  Coefficient  /  immer 
unabhängig  von  der  Dichtigkeit  des  Pendels,  so  wie  auch  von 
der  Natur  und  Dichtigkeit  der  Flüssigkeit,  in   welcher  es 

*)  LMemoires  de  PAcademie  des  Science.s,  TomeXF. 
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schwingt,  so  dafs  man  ihn  immer  durch  die  Erfahrung  bestim- 
men kann,  wenn  man  die  Dauer  der  Schwingungen  zweier 
Pendel  von  verschiedener  Dichtigkeit,  die  dieselbe  Gestalt  ha- 
ben ,  in  derselben  Flüssigkeit ,  oder  desselben  Pendels ,  in  zwei 
verschiedenen  Flüssigkeiten,  wie  z.B.  in  Wasser  und  Luft, 
vergleicht  *). 

192. 

Sey  nun  n  die  Anzahl  der  unendlich  kleinen  Schwin- 
gungen, die  irgend  ein  Pendel  im  leeren  Räume  während  der 
Zeit  t  macht.  Um  diese  Zahl,  nach  der  Regel  des  f.  184, 
aus  der  der  sehr  kleinen  Schwingungen  abzuleiten,  welche 
durch  die  Beobachtung  gegeben  ist,  und  um  die  Aenderung 
der  Weiten  während  dieser  Zeit  t  zu  berücksichtigen,  nimmt 
man  gewöhnlich  für  den  Winkel  a  das  Mittel  der  aufsersten 
Weilen,  die  ebenfalls  durch  die  Beobachtung  gegeben  sind. 

•)  Es  hat  sich  später  gefunden,  dafs  schon  Du  Buat  diese  neue  Correc- 
tion  gekannt  und  in  der  zweiten  Ausgabe  seiner  Principes  d'Hydrau- 
lique,  welche  im  Jahre  1786  erschien,  ausfuhrlich  behandelt,  und  die 
darüber  angestellten  Versuche  mitgetheilt  hat.  Er  bestimmt  den  Coeffi- 
cienten  /  zu  1,586.  Es  ist  merkwürdig,  dafs  seine  Untersuchungen, 
welche  damals  so  viel  Aufsehen  erregten,  dafs  die  Pariser  Akademie 
sie  zweimal,  in  den  Jahren  1786  und  1791,  zum  Gegenstande  einer 
Preisaufgabe  machte,  später  ganz  vergessen  wurden,  so  dafs  keiner 
der  vielen  Gelehrten,  die  vor  Bessel  Pendelversuche  anstellten,  sie 
jemals  berücksichtigt  hat.  Daher  bleibt  diesem  grofsen  Astronomen 
das  Verdienst,  diese  Correction  in  neuerer  Zeit  wieder  selbstständig 
aufgefunden  zu  haben,  abgesehen  davon,  dafs  seine  Versuche  die 
Du  Buat's  an  Genauigkeit  weit  übertreffen,  und  dafs  er  sich  nicht, 
wie  man  aus  Poisson's  Worten  schliefscn  könnte,  auf  die  Versuche 
beschränkt,  sondern  auch  die  mathematische  Theorie  der  Correction 
ausführlich  entwickelt  hat.  üebrigens  hat  Baily  später  gezeigt,  dafs 
in  einzelnen  Fällen  nicht  Mos  die  Luft,  welche  durch  den  am  Faden 
hängenden  Körper  in  Bewegung  gesetzt  wird ,  sondern  auch  der  Tliell 
der  Luft,  welchen  dieser  Faden  selbst  in  Bewegung  setzt,  berück- 
sichtigt werden  niufs.  Seine  Untersuchungen  hierüber  findet  man, 
nebst  vielen  anderen  wichtigen  Bemerkungen  über  das  Pendel,  in 
den  Phil.  Transact.  for  tue  year  1832  P.  2  pag/ 399  seqq.,  Bessels 
Untersuchungen  iu  den  Abhandlungen  der  Berl.  Akad.  für  das  Jahr 
1826.  Auch  sind  sie  besonders,  unter  dem  Titel  »'Untersuchungen 
über  die  Länge  des  einfachen  Secundenpeudels  von  Bessel"  erschienen. 

Anmcrk.  des  Uebers. 
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Dies  angenommen ,  ist  die  Dauer  einer  unendlich  kleinen 
Schwingung  dieses  Pendels 


n 


und  der  Irrthum,  den  man  heim  Maafse  der  Zeit  %  begehen 
kann,  hat  um  so  weniger  Einilufs  auf  diesen  Werth  von  '1\ 
als  die  Zahl  n  beträchtlicher  ist.  Nach  der  Gestalt  und  den 
Dimensionen  des  schwingenden  Körpers,  bestimmt  man  als- 
dann, nach  der  Formel,  die  in  einem  späteren  Kapitel  vor- 
kommt, die  Länge  des  einfachen  Pendels,  dessen  Bewegung 
dieselbe  ist  wie  die  des  Körpers.  Man  reduciert  diese  Länge, 
wie  so  eben  erklärt  worden  ist,  auf  die,  welche  das  Pendel 
im  leeren  Räume  haben  würde,  und  bezeichnet  man  durch  a 
die  so  reducierte  Länge,  und  durch  g  die  Schwere  im  leeren 
Räume,  so  hat  man 

-  =  n  1/ 
n  8 

und  hieraus  findet  man 


7t2  n2a 


Vermittelst  dieser  Formel  hat  man,  mit  sehr  grofser  Ge- 
nauigkeit,, in  jedem  Punkte  der  Erde  das  Maafs  der  Schwere 
oder  die  Geschwindigkeit  g  bestimmt,  welche  die  schweren 
Körper  erlangen,  wenn  sie  während  der  Zeiteinheit  vertical 
im  leeren  Räume  fallen.  Nach  dem  Versuche,  den  Borda, 
auf  der  Pariser  Sternwarle,  mit  einem  Pendel  von  ungefähr 
zwei  Meter  Länge  angestellt  hat,  hat  man 

a  =  o™,  993855, 

indem  man  die  Secuude  als  Einheit  nimmt,  und  man  findet 
daraus 

g  =  91»,  80896 
an  diesem  Orte  der  Erde,  d.  h.  in  einer  Breite  von  48°  50'  14". 

Bessel  hat  Körper  von  sehr  verschiedener  Art,  wie  z.B. 
Metalle,  Elfenbein,  Marmor,  Meteorsteine  u.  s.w.,  schwingen 
lassen ,  aber  immer  fast  ganz  gleiche  Werlhe  von  g  gefunden, 
da  die  gröfsten  Unterschiede  auf  beiden  Seilen  des  Mittels  kaum 
l 

ioooöo  Werthes  betrugen,  und  daher  von  den  unver- 

meidlichen Beobachtungsfehlern  herrühren  können.    Es  kann 
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daher  über  die  vollkommene  Gleichheit  der  Anziehung,  welche 
die  Erde  auf  alle  Körper  ausübt ,  welcher  Art  sie  sonst  Seyen, 
wenn  sie  nur  an  derselben  Stelle  der  Erdoberfläche  sich  be- 
finden, kein  Zweifel  bleiben.  Denn  diese  Gleichheit  folgt  aus 
der  der  Werthe  von  g ,  weil  diese  Kraft  der  UeberschuJs 
der  Anziehung  der  Erde  über  die  verticale  Seitenkraft  der 
Ceutrifugalkraft  ist,  welche  bei  allen  Körpern  dieselbe  ist. 

193. 

Von  der  Betrachtung  ausgehend,  dafs  die  Oberfläche  der 
Erde  die  Verlängerung  der  Meeresllache ,  die  sich  im  Gleich- 
gewichte befindet,  ist,  wird  in  der  Mc'canique  Celeste  be- 
wiesen, dafs ,  an  dieser  Oberfläche,  die  Variation  die  Länge 
des  einfachen  Pendels,  welches  immer  eine  Schwingung  in 
der  Zeiteinheit  vollführt,  dem  Cosinus  des  Doppelten  der 
Breite  proportional  ist,  so  dafs,  wenn  man  durch  X  diese 
Lange  für  einen  Ort,  dessen  Breite  t//  ist,  bezeichnet,  man 

X  =  l  (1  —  o)  cos  2  ?//)  (b) 
hat,  wo  l  und  w  durch  die  Beobachtung  bestimmte  Constanten 
sind.     Auch  beweist  man,  dafs  der  Coefficient  cö  mit  der 
Abplattung  der  Erde  durch  die  Gleichung 

2  w  +  ä  =  |  r 
verbunden  ist,,  in  welcher  man  diese  Abplattung  d  nennt,  so 
dafs  der  Halbmesser  des  Aequators  und  der  des  Pols  sich  zu 
einander  wie  1  -J-  d  und  die  Einheit  verhalten ,  und  r  das 
Verhältnifs  der  Centrifugalkraft  zur  Schwere  ist,  die  am  Ae- 
qualor  statt  hat,  und  deren  Werth  ({.177) 

1 

"~~  289" 

ist.  Die  Formel  (b)  wird  wirklich  durch  die  Erfahrung  be- 
stätigt, wenn  man  von  den  örtlichen  Umständen,  die,  wie 
mau  in  der  Folge  sehen  wird,  auf  die  Anziehung  der  Erde 
und  die  Länge  des  Pendels  Einflufs  haben  können,  absieht. 
Alle  bisher  in  verschiedenen  Breiten  angestellten  Versuche  geben 

(0  =  0,002588, 
was  voraussetzt,  dafs      beinahe  gleich  r  ist.    Die  Constante 
/  ist  der  Werth  von  A,  der  dem  Werthe  tp  =z  45°  entspricht, 
sie  ist  wenig  von  derjenigen  verschieden,  welche  zur  Breite 
von  Paris  gehört,  und  nach  dieser  hat  man 
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0  "',993855  =  /  [l  +  0,  002588  sin  (7°40'  28")] 
woraus  man 

/  =  0  ,993512 

findet. 

Setzt  man  n  =:  1  und  t  =  1  in  der  Formel  (a),  setzt 
man  alsdann  allmälich  /  und  X  an  die  Stelle  von  a,  und  be- 
zeichnet durch  p  und  II  die  entsprechenden  Werthe  von  g, 
so  hat  man 

p  =  n2  l,    II  =z  7C2  X, 

man  hat  daher 

p  =  9  «  80557 
und,  in  einer  beliebigen  Breite, 

II  =  p  (1  —  0,002588  cos  2^). 

Bemerkt  man,  dafs 

cos  2  ip  =  2  cos 2  ^/  —  1 
ist,  so  sieht  man,  dafs  die  Verminderung  der  Schwere,  wenn 
mau  vom  Pole  nach  dem  Aequator  hin  geht,  dem  Quadrate 
des  Cosinus  der  Breite  proportional  ist,  was  mit  dem  in  §.  178 
Gesagten  zusammen  stimmt. 

Bringt  man  dasselbe  Pendel  nach  verschiedenen  Orten 
der  Erde,  so  sieht  man,  nach  der  Gleichung  (a),  dafs  die 
Anzahl  n  seiner  Schwingungen,  in  derselben  Zeit  t,  sich  der 
Quadratwurzel  der  Schwere  proportional  ändern  werden.  So 
z.B.  wird  eine  Pendeluhr,  die  in  Paris  nach  der  täglichen 
Umdrehung  der  Erde  reguliert  ist,  zu  langsam  gehen,  wenn 
man  sie  nach  dem  Aequator  bringt.  Nennt  man  n  und  n 
die  Anzahl  der  Schwingungen,  die  ihr  Pendel  an  diesen  zwei 
Orten  der  Erde  in  einem  Sterntage  macht,  so  hat  man 


/X1  —  0,002588 
n  =  86164,    n   =z  n  y  -f— 
9  1  +  0, 002 


»588  sin(7°40'28") 
und  daher 

n   =  86037, 

so  dafs  die  Uhr  in  24  Stunden  um  ungefähr  127  Secunden 
zurückbleibt.  Die  Beobachtung  dieses  Zurückbleibens  hat  zu- 
erst die  Aenderung  der  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde 
dargethan. 
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II.    Bewegung  auf  der  Cykloide. 

194. 

Sey  ABC  (Fig.  46)  die  Trajectorie  eines  schweren  mate- 
riellen Punktes,  dessen  Ebene  vertical  ist.  Man  nehme  an, 
dieser  Körper  gehe  von  einem  Punkte  D,  ohne  Anfangsge- 
schwindigkeit aus,  und  sey  am  Ende  der  Zeit  t  in  M;  von 
den  Punkten  D  und  M  fälle  man  die  senkrechten  Linien  DE 
und  MP  auf  die  Verticale,  die  durch  den  Punkt  B  geht,  welcher 
der  tiefste  der  krummen  Linie  ist.  Setzt  man  EP  z=z  z ,  be- 
zeichnet man  durch  v  die  Geschwindigkeit,  die  er  im  Punkte 
M  erlangt  hat,  und  die  Schwere  durch  g,  so  hat  man  (f.  159) 

*     v  =  \T  2gz, 
wenn  man  annimmt,  dafs  die  Schwere  die  einzige  Kraft  sey, 
die  auf  den  Körper  wirkt.    Sey  auch  s  der  Bogen  BM\  da 
er  abnimmt,  wenn  die  Zeit  zunimmt,  so  hat  man 

ds 

V  dt' 

und  setzt  man 

EB  =  h,    PB  =  x  =  h  —  z, 
so  folgt  hieraus 

STgdt  =  -  ,J*!_,      ■  (t) 

V  h  —  x 

wie  auch  die  gegebene  krumme  Linie  beschaffen  sey. 

Da  diese  krumme  Linie,  nach  der  Voraussetzung,  eine 
Cykloide  ist,  so  hat  man  (f.  73) 

82  =  4  (IX 9 

wenn  man  durch  a  den  Durchmesser  BF  ihres  erzeugenden 
Kreises  bezeichnet.    Man  hat  daher 


l*dt  =  - 


djc 


a  yf  hx  —  X* 

und,  wenn  man  integriert, 

es  wird  hier  keine  willkührliche  Constante  zugesetzt,  damit  man 
im  Anfange  der  Bewegung  t  =:  o  habe,  d.h.  wenn  x  =  //  ist.' 
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-Nennt  man  /'  die  Zeil,  die  der  Körper  braucht,  um  den 
Pank!  B  zu  erreichen,  der  x  =  o  entspricht,  so  hat  man 


'        %Jl  ss  arc  (cos  —  —  1)  =  st, 


und  daher 


Diese  Zeit  ist,  wie  man  sieht,  unabhängig  von  der  Höhe 
h  des  Punktes  D,  von  welchem  der  Körper  ausgeht,  über 
dem  tiefsten  Punkte  B,  so  dafs  diese  Eigenschaft,  welche 
nahem ngsweise  bei  allen  krummen  Linien,  für  eine  sehr  kleine 
Höhe  h  statt  hat,  bei  der  Cykloide  streng  richtig  ist,  wie  auch 
diese  Höhe  beschaffen  seyn  mag,  wenn  sie  nur  kleiner  als  a 
oder  BF  ist.  Hieraus  folgt,  dafs  alle  Körper,  die  zu  gleicher 
Zeit  von  verschiedenen  Punkten  der  Cykloide  ausgehen,  in 
derselben  Zeit  in  ihrem  tiefsten  Punkte  ankommen. 

Man  hat  n  ff  iif  als  Ausdruck  der  Zeildauer  einer 

8 

ganzen  Schwingung  nach  beiden  Seiten  des  Punktes  B;  man 
sieht  aber,  dafs  diese  Zeit  die  der  sehr  kleinen  Schwingungen 
des  Pendels  ist,  dessen  Länge  2a  der  Krümmungshalbmesser 
der  Cykloide  in  diesem  Punkte  ist  ($.  72),  was  mit  dem  Resul- 
tate des  f.  183,  rücksichtlich  der  Dauer  der  kleinen  Schwin- 
gungen auf  einer  beliebigen  krummen  Linie,  zusammenstimmt, 
^  welche  Dauer ,  im  Falle  der  Cykloide,  dieselbe  ist,  wie  die  der 
Schwingungen  von  beliebiger  Weite. 

195. 

Die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  den  Bogen 
DB  der  Cykloide  zu  durchlaufen,  ist  auch  dann  noch  von 
der  Länge  dieses  Bogens  unabhängig,  wenn  die  Bewegung  in 
einem  widerstehenden  Mittel  statt  hat,  und  der  Widerstand 
der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Denn  man  bezeichne  diese  Kraft  durch        wie  in  §.  186; 

die  Seitenkraft  der  Schwere,  nach  der  Richtung  der  Tangente 

it/rii    .       d,x  dx 
MI,  ist  £ •  — ,   wenn  man  bemerkt,  dafs  —  der  Cosinus 
Utt  eis 

des  Winkels  TM  Ts  ist,  welchen  diese  gerade  Linie  mit  der 
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Verticalen  Jl/A7  einschliefst.  Die  Kraft,  welche  auf  den  Punkt 
M  wirkt,  und  den  liegen  BAI  oder  s  zu  vermindern  slrebt, 

dx  v 

ist  daher  der  Unterschied  g  —  —  g  — ;    folglich  hat  mau , 

als  Gleichung  der  Bewegung, 

d2s  fdx  fx 

57*  8  \Ji  ~  *V' 

oder,  was  dasselbe  ist, 

d2s        g  da 


dt2  T  h  dt^  J~a*  ~0y 

da 

dx  s 
P  ~"  ~  clt'    7s~  Ja 

ist. 

Ich  nehme  an,  dafs  die  Geschwindigkeit  f,  im  Anfange 
der  Bewegung,  oder  wenn  tz=o  ist,  Null  sey,  und  dafs  mau 
«  =  «  habe ;  bestimmt  man  die  beiden  willkührlichen  Con- 
stanten nach  diesen  Bedingungen,  und  setzt,  zur  Abkürzung, 

r  2k*  " 

so  ist  das  Integral  der  vorhergehenden  Gleichung  (f.  186) 

Nennt  man  daher  t'  die  Zeit,  die  dem  Punkte  B  ent- 
spricht, WO  s=zo  ist,  so  hat  man 

cos  t'y  ^T_+^£±sint'y  /Izzo, 
2a  2yk  '  2a 

aus  welcher  Gleichung  man  einen  Werth  von  t'  ableiten  kann, 
der  nicht  von  a  abhängt,  was  eben  gefunden  werden  sollte. 

•  Wenn  der  Widerstand  sehr  gering  oder  die  Geschwin- 
digkeit Ja  sehr  grofs  ist,  so  hat  man  ungefähr  f  —  X%  und  die 
vorhergehende  Gleichung  giebt 

t'  y^ii^in  + 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Zeit,  durch  diesen  Widersland, 
ein  wenig  vergrößert  wird. 
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196. 

Man  verlängere  die  Linie  BF  bis  nach  O  um  eine  Gröfse, 
die  gleich  BF  ist,  dieser  Punkt  O  wird  der  Mittelpunkt  der 
Krümmung  der  Cykloide  am  Punkte  B  seyn,  und  wenn  man 
die  beiden  halben  Cykloiden  O A  und  OC  zieht,  für  welche 
die  Linien  OB  und  AC  Berührungslinien  sind,  während. OF 
der  Durchmesser  ihres  erzeugenden  Kreises  ist,  so  ist  OA 
die  Evolvente  von  AB ,  und  OC  die  von  BC  (f  72),  folglich 
wird  ein  Faden,  der  die  beständige  Lange  OB  oder  2a  hat, 
am  Punkte  O  befestigt  ist,  und  sich  allmälich  auf  den  beiden 
krummen  Linien  OA  und  OC  aufwickelt,  mit  seinem  ande- 
ren Ende  die  Cykloide  ABC  beschreiben. 

Dies  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  ein  cykloidisches  Pendel 
zu  construieren.  Zu  diesem  Zwecke  nehme  mau  an,  dafs  die 
krummen  Linien  OA  und  OC,  in  erhabener  Arbeit  (en  relief) 
gezogen  Seyen,  und  dafs  OB  ein  unausdehnbarer  vollkommen 
biegsamer  Faden  sey,  der  an  den  festen  Punkt  O  angeknüpft 
ist.  Man  befestige  einen  schweren  Körper  an  das  andere  Ende 
B,  und  entferne  alsdann  diesen  Faden  von  der  verticalen  Lage, 
so  dafs  er  sich  ganz  oder  theilweise  auf  eine  der  krummen 
Linien  OA  und  OC  aufwickele  und  sein  nicht  aufgewickelter 
Theil  eine  gerade  Linie  sey,  die  diese  krumme  Linie  berührt. 
Ueberläfst  man  alsdann  den  Körper  sich  selbst,  so  wird  das 
untere  Ende  des  Fadens  die  krumme  Linie  ABC  beschreiben 
und  nach  {.  194  wird  die  Dauer  der  Schwingungen  dieses 
Pendels,  im  leeren  Räume,  vollkommen  und  beständig  von 
der  Weite  derselben  unabhängig  seyn.  Dieses  Mittel  würde 
aber  bei  der  wirklichen  Ausführung  durchaus  keine  Genauig- 
keit zulassen,  und  aufserdem  würde  die  Gleichzeitigkeit  der 
Schwingungen  in  der  Luft  nicht  statt  haben,  da  der  Wider- 
stand dieser  Flüssigkeit  alsdann  nicht  mehr  der  Geschwindig- 
keit proportional  ist. 

197. 

Eine  Tautochrone  nennt  man  jede  krumme  Linie,  auf 
welcher  ein  schwerer  materieller  Punkt  immer  in  derselben 
Zeit  im  tiefsten  Punkte  ankommt,  wo  auch  der  Punkt  dieser 
krnmmen  Linie  liege ,  von  welchem  er  ausgegangen  ist.  So 
ist  die  Cykloide  im  leeren  Räume  eine  Tautochrone,  und 
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aufserdem  wird  man  sogleich  sehen,  dafs  sie  alsdann  die  ein- 
zige krumme  Linie  dieser  Art  ist. 

Nennt  man  t'  die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um, 
ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  vom  Punkte  D  nach  dem  tief- 
sten Punkte  B,  auf  einer  beliebigen  krummen  Linie  ADB 
zu  gehen,  so  ist  der  Werth  von  t'  V* 2  g  durch  das  Integral 
der  Formel  (1)  gegeben,  welches  von  xszh  bis  x  =  o,  oder, 
was  dasselbe  ist ,  von  xzzzo  bis  x  r=  h ,  wenn  man  das  Zei- 
chen der  Formel  ändert,  genommen  werden  mufs.  Alsdann 
hat  man  _ 

t   V  2g  =  / 

und  um  die  Tautochrone  zu  finden ,  mufs  man  s  als  Function 
von  x  bestimmen,  so  dafs  dieser  Werth  von  t  V~ 2g  unab- 
hängig von  h  ist. 

Ich  nehme  nun  an,  dafs  diese  unbekannte  Function  nach 
den  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt  sey,  so  dafs  man 

s  =  Axa+  Bxß+  Cxy.... 

hat,  wo  A,  B,  C...  «,  ß,  y..«  unbestimmte  Exponenten 
und  Coefficienten  sind.  Da  die  Abscisse  x  und  der  Bogen  s 
ihren  Anfangspunkt  im  Punkte  B  haben,  so  mufs  zu  gleicher 
Zeit  x  =  o  und  s  =  o  seyn ;  es  müssen  daher  sämmtliche 
Exponenten  cf,  fi,  y  ...  positiv  und  keiner  Null  seyn.  Auch 
sieht  man  a  priori,  dafs  der  kleinste  derselben  kleiner  als 
die  Einheit  seyn  mufs,  denn  da  der  Punkt  B ,  nach  der  Vor- 
aussetzung, der  tiefste  Punkt  der  verlangten  krummen  Linie 

ist,  so  ist  die  Tangente  dort  horizontal,  oder  steht  auf  der 

eis 

Axe  der  x  senkrecht,  dies  erfordert  aber,  dafs  man  —  =  OO 

ax 

habe ,  wenn  x  =  o  ist. 

Nimmt  man  das  Differential  dieser  Reihe,  und  substituiert 
es  an  die  Stelle  von  da  in  der  vorhergehenden  Formel,  so 
erhält  man 

.  «-—1    7  I        ß  —  i  / 

*h  xr  *dx 


nh  x  dx 
+  Cy  /  + 
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Ich  setze  xz=Jix'  und  dx  =  hdx\  die  Granzen  der  In- 
tegrale in  Beziehung  auf  diese  neue  Veränderliche  x'  werden 
Null  und  die  Einheit  seyn ;  man  hat  z.  B. 

/h  xa     idx           o—  «  fix  "  &x 

und  wenn  man,  zur  Abkürzung, 

0  Vi-*'  '         0  V~  1  —  * ' 

setzt,  so  folgt  hieraus 

t'yf2j=aAA'  ha-l  +  ßBB'hß~'i  +  rCC'hr~~*  

Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dafs  keines  der  Integrale  A\ 
B  ,  C  . . .  Null  seyn  kann ,  denn  die  Werthe  der  Differen- 
tiale,  deren  Summen  diese  Integrale  sind  (f.  13),  ändern  ihr 
Zeichen,  zwischen  den  Granzen  der  Integrationen ,  nicht;  diese 
Werthe  sind  alle  positiv  und  daher  auch  die  der  Integrale. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dafs  der  Werth  von  t'  nicht 
anders  von  h  unabhängig  seyn  kann,  als  wenn  alle  Glieder 
der  vorhergehenden  Reihe  Null  sind,  ausgenommen  dasjenige, 
in  welchem  der  Exponent  von  h  gleich  Null  ist,  oder  welches 
einem  der  Exponenten  «,  ß,y...,  der  gleich  £  ist,  entspricht 
Man  nehme  an,  dafs  dieses  Glied  das  erste  sey,  oder  dafs 
man  a  =  i  habe.  Damit  das  zweite  Glied  verschwinde,  müfs 
das  Produkt  ßBB '  Null  seyn ,  dies  erfordert ,  dafs  B  Null 
sey,  da  ß  und  B'  nicht  Null  sind.  Ebenso  sieht  man,  dafs 
auch  die  übrigen  Coellicienten  C,  D  u.  s.  w.  gleich  Null  sind, 
so  dafs  die  Gleichung  der  Tautochrone  auf  folgende  zurück 
kommt: 

s  =  Axi  oder  5 2  =  A2x, 
welche  einer  Cykloide  angehört,  deren  Basis  horizontal  i.cl 
und  deren  Spitze  im  Punkte  B  liegt,  welchen  der  Körper 
immer  in  derselben  Zeit  erreicht. 

Bezeichnet  man  durch  a  den  Durchmesser  des  erzeugen- 
den Kreises,  so  hat  mau  A2=z4a,  und  daher  " 

Da  «  :=  i  ist,  so  hat  man  aufserdem 


Digitized  by  Google 


303 


/►t  dx' 
 =  TT 


"    "V  x  —  x  -*  9 

also  hat  mau 


wi©  in  f.  194. 


2*r 


198. 

Die  Cykloide  findet  man  auch,  wenn  man  die  Brach i- 
stochrone  oder  die  Liuie  des  schnellsten  Falles  im  leeren 
Räume  sucht,  d.  h.  die  krumme  Linie  AMB  (Fig.  47),  welche 
ein  schwerer  materieller  Punkt  durchlaufen  mufs,  um  in  der 
kürzesten  Zeit,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit,  vom  gegebenen 
Punkte  A  nach  dem  gegebenen  Punkte  B  zu  kommen. 

Um  diese  krumme  Linie  zu  bestimmen,  seyen  x,  y ,  z 
die  drei  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punktes  M ,  in  wel- 
chem sich  der  Körper  am  Ende  der  Zeit  /  befindet,  sey  auch 
s  der  Bogen  AM,  den  er  durchlaufen  hat.  Nimmt  man  an, 
dafs  die  Axe  x  vertical  und  im  Sinne  der  Schwerkraft  gerich- 
tet sey,  und'  bezeichnet  man  durch  a  den  Werth  von  x  im 

ds 

V unkte  A ,  so  ist  die  Geschwindigkeit  — ,  welche  der  Kör- 

dt 

per  im  Punkte  M  erlangt  hat,  diejenige,  welche  zur  Höhe 
x  —  «  gehört.  Bezeichnet  man  die  Schwere  durch  g ,  so  hat 
man  daher 

d8  /*  -  

dl  =  ^2  g  (*  ~  tt) ' 

und  wenn  man,  zur  Abkürzung, 


V 


X  dx*  T  dx2  4: 


setzt,  so  dafs  ds  =  udx  ist,  so  folgt  hieraus 

Nennt  man  daher  ß  den  Werth  von  x  im  Punkte  B, 
und  t'  die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  vom  Punkte 
A  nach  dem  Punkte  B  zu  gehen,  so  hat  man 
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Man  mufs  daher  die  krumme  Linie  bestimmen ,  für  welche 
dieses  Integral  ein  Minimum  ist;  zur  grüfseren  Allgemeinheit 
will  ich  aber  das  Integral 

V=zf^Xudx 

betrachten ,  wo  X  eine  gegebene  Function  von  x  ist,  was 
uns,  in  der  Folge,  dazu  dienen  wird,  eine  andere  Aufgabe 

zu  losen.    In  der  vorliegenden  ist  X  =  (a?  —  a)  • 

199. 

Man  bezeichne  durch  i  eine  beständige  und  unendlich 
kleine  Gröfse,  und  durch  dy  und  dz  zwei  willkührliche  Func- 
tionen von  x,  die  blos  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dafs 
sie  Null  werden,  wenn  x  z=  a  und  wenn  x  zu  ß  ist  und  für 
die  dazwischen  liegenden  Werthe  von  x  nicht  unendlich  grofs 
werden.  Sey  IT  und  u  das,  was  U-  und  u  wird,  wenn  man 
y  +  u11^  ä  -j-  ifo  au  die  Stelle  von  y  und  z  setzt,  so 
dafs  man 


X  u  'dx 


hat,  welches  Integral  einer  anderen  krummen  Linie  A Jf  B 
entspricht,  die,  wie  die  verlangte  krumme  Linie  AMB, 
durch  die  Punkte  A  und  B  geht,  und  sich  nur  unendlich 
wenig  von  dieser  entfernt.    Auch  haben  wir 

W  —  U=  fßX(u'  —  u)dx, 

und  nach  der  Beschaffenheit  der  krummen  Linie  AMB  mufs 
dieser  Unterschied  V  —  U  positiv  seyn,  was  auch  die 
Werthe  von  dy  und  dz  sind,  und  welches  Zeichen  man 
auch  i  giebt.  Entwickelt  man  aber  den  Ausdruck  u  — u 
nach  Potenzen  von  *,  und  bezeichnet  durch  idu  das  erste 
Glied  der  Entwickelung ,  so  ist  das  erste  Glied  des  Werthes 

von  U  —  U  gleich  i  I     Xdudx,  und  hieraus  folgt,  dafs 

Xdudx  =  o  («) 


ist ,  weil  sonst  V  — -  U  zu  gleicher  Zeit  mit  i  das  Zeichen 
ändern  würde. 
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Diese  Bedingung  isl  dem  Minimum  und  dem  Maximum 
von  U  gemeinschaftlich.  Wenn  sie  erfüllt  ist,  so  ist  der  Un- 
terschied U  —  U  im  Allgemeinen  ein  unendlich  Kleines  vom 
zweiten  Range,  er  hat  daher  dasselbe  Zeichen,  wie  der  Coef- 
ficient  von  i2  in  seiner  Entwickelung,  und  es  wird  daher  ein 
Maximum  oder  Minimum  statt  finden ,  je  nachdem  dieser 
CoeiTicieut  negativ  oder  positiv  ist.  Da  es  aber  einleuchtend 
ist,  dafs  die  Zeit  t'  keines  Maximums  fähig  ist,  so  ist  dieser 
Coefficient  hei  der  Aufgabe  der  Brachistochronc  sicher 
positiv  und  es  ist  hinreichend,  der  Bedingung  Geniige  zu  leisten, 
die  durch  die  Gleichung  (ci)  ausgedrückt  "wird. 

Die  Grüfse  idu  ist  nichts  Anderes,  als  das  Differential 
von  u,  welches  in  Beziehung  auf  y  und  z  genommen  ist, 
und  in  welchem  die  Zuwächse  durch  idy  und  idz  dargestellt 
sind.  Läfst  man  den  Factor  i  weg,  der  in  idu  und  seinem 
entwickelten  Werlhe  vorkommt,  so  hat  man 

l4  dy   ddy        1   dz  ddz 

du  =  -  -f  .  -jL  -f  -  — , 

u  dx    dx        u  dx  dx 

so  dafs  die  Gleichung  (a)  in 

pß  X  dy  ddy        .     pß  X  dz  ddz  . 

/      —  ±-  1       x  +   /  T -j-  dx  =z  o 

J  «  u  dx  dx  J  a  u  dx  dx 

iil)crgeht. 

Integriert  man  nun  theilweise  und  bemerkt,  dafs  die 
Grüfsen  dy  und  dz,  nach  der  Voraussetzung,  an  den  beiden 
Gränzen  x  -Z  c<  und  x  =  ß  Null  sind,  so  hat  man 

pß  Xdy  ddy  ,  pß  d  (~  Tx)  B  _ 

/  7~  — r^-  d  x  —  —  /  —? — -  dydx 

J  «    u  dx  dx  J   a  dx 

pß  X  dz  ddz  ,               pß  d  Cz  7^)  .  , 
/      ~  T  ~T~  dx  —  —  /   °s  cIx> 

J    a     U   dx    dx  J    a  dX 

wodurch  die  vorhersehende  Gleichung  in  folgende  übergeht : 


r. 


V"         äy  +      ^  dxJ  dz 


dx  =:  o. 


dx  dx 
Da  aber  dy  und  dz  willkührliche  Functionen  von  x  sind, 
so  kann  dieses  Integral  nicht  Null  seyn,  wenn  es  nicht  die 
unter  dem  Integrationszeichen  enthaltene  Grüfse  selbst  ist,  folg- 
lich hat  man 

20 
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(I  i£)       a  (1  •IS) 

V  «   dxJ  j       .        \u    dxj  % 


dx      *    '  ds 


200. 

Wenn  die  verlangle  krumme  Linie  AMB  und  die  belie- 
bige krumme  Linie  AM'B  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
gezogen  seyn  sollen ,  deren  Gleichung  J*  =  o  ist ,  60  müssen 
die  als  Functionen  von  x  gegebenen  Werihe  von  y  und  r, 
die  bestimmt  werden  sollen,  und  diese  um  id'y  und  iö'z  ver- 
grüfserten  IVerthe,  dieser  Gleichung  Genüge  leisten;  hieraus 
findet  man 

dL 

—r-  oy  +  —  oz  —  oy 
dy    ~  dz 

und  man  kann  hierdurch  eine  der  zwei  Grofsen  und  tJz 
ans  der  Gleichung  (b)  eliminieren,  die  andere  verschwindet 
zu  gleicher  Zeit  und  man  hat 

dL  d  (T  IS)        dL  (l  (f  ^l) 

TFT   —x  ~ay  — /—  =  °- 

Diese  letztere  Gleichung  und  L  —  o  werden ,  in  diesem 
Falle,  die  zwei  Gleichungen  der  verlangten  krummen  Linie  seyn, 
und  können,  z.B.,  dazu  dienen,  die  krumme  Linie  des  sehneli- 
sten Falles,  auf  einer  gegebenen  Oberfläche,  zu  bestimmen. 

Soll  dagegen  das  Minimum  von  U  unter  allen  krummen 
Linien  statt  finden,  die  zwischen  den  Punkten  A  und  B  ent- 
halten und  nicht  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dafs  sie 
sich  auf  irgend  einer  besonderen  Oberfläche  befinden  sollen, 
so  sind  die  Grofsen  d'y  und  dz  willkührlich  und  unabhängig 
von  einander.  Ihre  Coeificienten  in  der  Gleichung  b  müssen 
also  einzeln  Null  seyn,  und  diese  t heilt  siel»  daher  in  zwei 
andere,  nemlich: 

dx  dx 
dies  ist  der  Fall,  auf  dessen  Betrachtung  ich  mich  beschränke. 

Integriert  man,  und  bezeichnet  durch  a  und  a'  die  bei- 
den willkührlicheu  Constanten,  so  hat  man 
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X  dy  X  dz      m  , 

—  ~  =  a,    —  —  =  a  (<•) 

u   dx  u   dx       -  K' 

und  daher 

,  dy  dz 
dx  dx 

Integriert  man  noch  einmal ,  und  bezeichnet  durch  y  eint 
dritte  wiükührliche  Constante,  so  erhält  man 

ay  —  az  —  Yy 
woraus  hervorgeht,  dafs  die  verlangte  krumme  Linie  eine 
ebene  und  in  einer  Ebene  enthalten  ist,  die  auf  der  der  y 
und  z  senkrecht  steht.  Zur  grofseren  Einfachheit  nehme  ich 
an  die  Ebene  dieser  krummen  Linie  sey  die  der  x  und  y, 
alsdann  hat  man 

und  man  braucht  blos  die  erste  Gleichung  (c)  zu  betrachten, 
welche 

Xdy  =z  a  \T dx2  +  dy2 
wird,  woraus  man 

et  d  x 

findet. 

Es  mufs  daher  nur  noch  diese  Formel  integriert  werden, 
was  von  der  Form  der  Function  X  abhängt,  und  alsdann 
mufs  man  a  und  die  neue  willkührliche  Constante,  welche 
durch  diese  Integration  eingeführt  wird,  durch  die  Bedingung 
bestimmen,  dafs  die  verlangte  krumme  Linie  durch  die  beiden 
gegebenen  Punkte  A  und  B  geht. 

201. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  nenne  man  c  eine  beliebige  Con- 
stante ,  und  nehme  an ,  dafs  man  X  -f-  C  an  die  Stelle  von  X 
in  die  vorhergehenden  Formeln  setzt.    Das  Integral  V  wird 


und  der  Werth  von  y,  der  es  zum  Minimum  macht,  wird 
durch  die  Gleichung 

20* 
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.   >T(X-fc)2—  a3 

gegeben  seyn. 

Da  aber  diese  Summe  zweier  Integrale,  welche  U  dar- 
stellt, unter  allen  krummen  Linien,  welche  zwischen  den 
Punkten  A  und  B  enthalten  sind,  ein  Minimum  ist,  so  ist 
es  offenbar,  dafs  das  erste  Integral 


Ja  ax2 


ein  Minimum  seyn  wird,  wenn  man,  unter  allen  diesen  krum- 
men Linien ,  nur  diejenigen  betrachtet ,  die  demselben  Werth« 
des  zweiten  Integrals  entsprechen. 

Diese  sehr  einfache  Bemerkung  gestaltet  unmittelbar,  auf 
die  Aufgaben  des  relativen  Maximum  oder  Minimum  die  Auf- 
lösungen der  Aufgaben  des  absoluten  Maximum  oder  Mini- 
mum auszudehnen,  wir  werden  in  der  Folge  eine  Anwendung 
davon  sehen. 

Da  hier  das  zweite  Integral,  welches  in  V  enthalten  ist, 
die  Länge  der  gesuchten  krummen  Linie  darstellt,  so  folgt  hier- 
aus, dafs  die  Gleichung  (e?)  dazu  dienen  kann,  unter  allen 
isoperimetrischen  krummen  Linien,  d.h.  solchen,  die  gleiche 
Lange  haben,  diejenige  zu  bestimmen,  welche  dem  Maximum 
oder  Minimum  des  ersten  Integrals  entspricht.  Nennt  man  / 
die  gegebene  Länge,  welche  allen  krummen  Linien  gemein- 
schaftlich ist,  so  hat  man 


welcher  Bedingung  man,  vermittelst  der  unbestimmten  Con- 
stante  c,  die  man  in  die  Formel  (c)  eingeführt  hat,  Genüge 
leistet. 

202. 

Man  wende  jetzt  die  Formel  (d)  am  die  Linie  des  schnell- 
sten Falles  an. 
Da 

-v  —  » 

\  x  —  a 

so  hat  man  alsdann 
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dy  -   (*-«)<** 


1 


\T a(jc—a)  — (at  — «)2' 
indem  mau  für  a  setzt.    Diese  Differentialgleichung  ist 

die  einer  Cykloide  (f.  72),  deren  Basis  horizontal  ist  und 
durch  den  Ausgangspunkt  A  des  Körpers  geht,  und  deren 
erzeugender  Kreis  a  zum  Durchmesser  hat,  was  gefunden 
werden  sollte. 

Integriert  man ,  so  hat  man 

y  —  a  =1  a.arc  (^cos=   — !  1— V  <i 

wo  a  die  willkührliche  Constante  ist,  die  den  Werth  von  y 
darstellt,  der  x  =  «  entspricht.  Bezeichnet  man  durch  ßf 
diejenige,  welche  x  =  ß  entspricht ,  so  hat  man 

ß'-a=\ a.arc  (cos  =  a~2ß+2^  _  yT  a(ß-a)-(ß-a)2. 

Die  Coordinaten  a  und  «',  und  der  Punkte  und 
B,  sind  gegeben,  diese  letztere  Gleichung  bestimmt  die  Con- 
stante a,  und  der  vorstehende  Werth  von  y  enthält  also  nichts 
Unbekanntes  mehr. 

Vermittelst  des  Werthes  von  dy  hat  man 

also  hat  man  (f.  198)  » 

t  V  2tf  =  /     •  ^-      ^  , 

J  *  \f  a(*— «)—(*'— a)2 

und  folglich  ist 

f   =        — .arc  (  cos  =  — !   I 

2g       n  a  y 

die  kürzeste  Zeit ,  welche  der  Körper  brauchen  kann ,  um 

von  dem  Punkte  A  nach  dem  Punkte  B  zu  kommen. 

Liegen  die  beiden  Punkte  in  einer  verticalen  Linie ,  so  hat 

man/?'  =       dieser  Bedingung  kann  man  Genüge  leisten,  wenn 

man  a  =  0O  setzt,  denn  man  hat 

r         a— 2/5T+2*v          /  .      2 \T a(ß-cx)-(ß-aY\ 
arcQC08==  _  ^arc^sin»  ), 

und  wenn  a  =  00  ist ,  so  kann  dieser  Bogen  durch  seinen 
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Sinus  ersetzt  werden,  wodurch  der  vorhergehende  Werth 
von  ß' —  «'  Null  wird.  Zu  gleicher  Zeit  reduciert  sich  der 
Werth  -  von  y  auf  so  dafs  sich  der  Körper  nicht  von  der 
vcrlicalcn  Richtung  entfernt.    Der  Werth  von  t'  wird  auch 

28*  a  S  ' 

was  wirklich  die  Zeit  ist,  die  er  braucht,  um  die  Hoho 
ß  —  a  des  Punktes  A  über  dem  Punkte  B  zu  durchlaufen. 

Die  Bestimmung  der  Linie  des  kürzesten  Falles  ist  blos 
ein  Gegenstand  der  wissenschaftlichen  Neugierde,  und  ich 
habe  mich  daher  beschränkt ,  nur  den  einfachsten  Fall  zu  be- 
trachten ,  wo  die  Bewegung  im  leeren  Räume  geschieht  und 
die  äufseren  Punkte  gegeben  sind.  Sind  aber  diese  Punkte 
A  und  B  nicht  fest  und  gegeben,  sondern  blos  der  Bedingung 
unterworfen,  dafs  sie  sich  auf  gegebenen  krummen  Linien 
DAE  und  FBG  oder  auf  gegebenen  Oberflächen  befinden 
sollen,  so  ist  die  Brachistoclnoue,  im  leereu  Räume,  noch 
immer  eine  Cykloide,  und  man  kann  die  Coordinaten  dieser 
zwei  Punkte  in  allen  Fällen,  nach  den  Tiegeln  der  Variations- 
rechnung, bestimmen.  In  einem  widerstehenden  Mittel  aber 
ist  diese  Linie  eine  andere  krumme  Linie,  deren  Differential- 
gleichung man,  nach  den  Regeln  dieser  Rechnung,  erhalten 
kann  und  welche  von  dem  Gesetze  des  Widerstandes,  in  Be- 
ziehung auf  die  Geschwindigkeit  des  Körpers,  abhängt.  We- 
gen alles  dessen,  was  die  •Variationsrechnung  betrifft,  ver- 
weise ich  auf  ineine  Abhandlung  über  diesen  Gegenstand,  die 
man  im  zwölften  Bande  der  Abhandlungen  der  Pariser  Aka- 
demie der  Wissenschaften  findet. 


III.    Bewegung  auf  einer  gegebenen  Überfläche. 

203. 

Um  ein  Beispiel  von  der  Bewegung  eines  materiellen 
Punktes  auf  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  geben,  nehme  ich 
wieder  das  in  §.  179  betrachtete  einfache  Pendel  vor,  setze 
aber  voraus,  dafs  man  ihm,  nachdem  es  von  der  Verticalen 
CB  (Fig.  45)  entfernt  und  nach  CA  gebracht  worden  ist,  eine 
Geschwindigkeit  mittheilt,  deren  Richtung  nicht  in  die  verli- 
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cale  Ebene  JOB  fallt.  Das  Pendel  tritt  alsdann  aus  dieser 
Ebene  heraus,  und  der  materielle  Punkt  am  unteren  Ende 
desselben  wird  sich  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  bewegen, 
die  vom  Punkte  C  aus,  als  Mittelpunkte,  mit  einem  Halb- 
messer beschrieben  ist,  der  der  Länge  a  dieses  Pendels  gleich 
ist.  Der  Stöfs,  der  auf  (Uesen  Körper  im  Anfange  der  Bewe- 
gung ausgeübt  wird,  zerlegt  sich  in  zwei  Kräfte,  von  welchen 
eine  nach  AC,  oder  nach  seiner  Verlängerung,  gerichtet  ist 
und  durch  den  "Widerstand  de3  festen  Punktes  C  aufgehoben 
wird,  die  andere  senkrecht  auf  AC  steht  und  die  Anfangsge- 
schwindigkeit des  Pendels  hervorbringen  wird,  die  ich  durch 
k  bezeichne.  Ich  nehme  an,  dafs  die  Bewegung  im  leeren 
Räume  statt  hat,  so  dafs  die  Schwere  die  einzige  gegebene 
beschleunigende  Kraft  ist,  welche  auf  den  Körper  wirkt. 

Dies  vorausgesetzt,  *sey,  am  Ende  der  Zeit  t,  CM  die 
Lage  des  Pendels.  Man  bezeichne  durch  x,  y ,  z  die  recht- 
winkligen Coordinaten  des  Punktes  M.  Sey  auch  m  die  Masse 
des  Körpers  und  mN  die  unbekannte  Spannung  des  Fadens 
CM,  die  nach  seiner  Verlängerung  gerichtet  ist.  Nimmt  man 
den  Punkt  C  zum  Anfangspunkte  der  Coordinaten  x,  y,  z, 
so  sind  die  Seitenkräfte  der  beschleunigenden  Kraft  N  nach 
ihren  Verlängerungen 

-  N,  £  N,    *  N. 
a  a  a 

Bringt  man  aber  an  den  Körper  eine  Kraft  an ,  die  Ar 
gleich  und  entgegengesetzt  ist,  so  kanu  man  ihn  nachher  als 
völlig  frei  ansehen,  und  von  dem  Faden  CM  gänzlich  abstra- 
hieren. Nimmt  man  daher  an,  dafs  die  Axe  der  positiven  z 
vertical  und  im  Sinne  der  Schwere  gerichtet  ist,  so  werden 
die  drei  Gleichungen  der  Schwere 

d2z         z  | 

seyn,  die  mit  den  Gleichungen  (3)  des  f.  151  zusammen  stim- 
men.   Man  kann  sie  durch  die  Elimination  der  Unbekannten 


Digitized  by 


312 

* 

iV  auf  zwei  zurück  führen,  und  wenn  man  die  Gleichung 
der  Kugel  damit  verbindet,  nemlich 

*2  +  y2  +  *2  =  a2> 

so  hat  man  die  drei  Gleichungen,  welche  dazu  dienen,  die 
Gröfsen  x,yt  z  als  Functionen  von  t  zu  bestimmen. 

204. 

Ich  addiere  die  Gleichungen  (l),  nachdem  sie  durch  x,y>  z 
multipliciert  worden  sind,  so  erhalte  ich 

xd2x  -f-  yd2y  +  zd2z  , 

 !_£  ± — !  L  ya  —  sz  =zo. 

dt2  ö 

Differentiiert  man  die  Gleichung  der  Kugel  einmal,  so  hat 

man 

xdx  -\-  ydy  -f-  *d*  —  o>  (2) 
differentiiert  man  noch  einmal,  so  ergiebt  sich 

xd2x  +  yd2y  +  zd2z  =  —  dx2  —  dy2  —  dz2. 

Bezeichnet  man  daher  durch  v  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  am  Ende  der  Zeit  t,  so  dafs  man 

dx*  +  dy2  +  dz2  2 
dt2  V 

hat,  60  erhält  man 

a     1  a 

und  die  Spannung  mN  mufs  die  Summe  der  Centrifugalkraft 

und  der  Seitenkraft  des  Gewichtes  des  Körpers 

ci  a 

nach  der  Verlängerung  des  Halbmessers  CM  seyn. 

Ich  addiere  auch  die  Gleichungen  (l),  nachdem  sie  mit 
dx,  dy,  dz  multipliciert  worden  sind,  die  Unbekannte  N 
verschwindet  in  Folge  der  Gleichung  (2)  und  man  hat 
dxd2x  -f  dyd2y  -f  dzd2z  _ 

dt2  ~~  g 

Integriert  man,  und  bezeichnet  durch  b  die  willkührliche 
Constante,  so  hat  man  also 

dx2  +  dy*  +  dz2  .  , 

 1  /t2   X  —  =  2g*  +  b.  (3) 

Der  an Cängliche  Werth  des  ersten  Theils  der  Gleichung 
ist  k*9  bezeichnet  man  daher  durch  y  den  von  z,  60  hat  man 
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und,  für  einen  gewissen  Augenblick, 

v2  =  k2  -f  2g  {z  —  y), 
was  wir  schon  wufsten. 

Endlich  multipliciere  ich  die  zweite  Gleichung  (1)  mit  x 
und  ziehe  die  erste,  nachdem  sie  mit  y  multipliciert  worden 
ist,  davon  ab,  so  ergiebt  sich 

d2y  d2x 

Integriert  man  dalier,  und  bezeichnet  durch  c  die  will- 
kührliche  Constante,  so  hat  man 

xdy  —  ydx  —  cdt.  (4) 

Auf  diese  Weise  hangt  die  Auflösung  der  Aufgabe  nur 
von  den  drei  Differentialgleichungen  (2),  (3)  und  (4)  ab,  die 
von  der  ersten  Ordnung  sind,  und  deren  erste  schon  die  Glei- 
chung der  Kugel  zum  Integral  hat.  Man  kann  die  Veränder- 
lichen trennen  und  die  Frage  durch  folgende  Rechnungen  auf 
die  Quadraturen  zurück  führen. 

• 

205. 

Die  Gleichung  (2)  giebt 

xdx  -f-  ydy  =  —  zdz  , 
erhebt  man  die  beiden  Theile  und  die  der  Gleichung  (4)  auf 
das  Quadrat  und  addiert  die  entstehenden  Gleichungen  zusam- 
men, so  erhält  man 

(X2  -f.  y2)  (ßx*  +  dy2)  =  z2dz2  -f  c2dt2. 
Ich  setze  a2 —  z 2  an  die  Stelle  von  x2  +  y2,  und  eli- 
miniere dx2  -\- dy2  vermittelst  der  Gleichung  (3),  hieraus  folgt 
(ct> 2 ~~~  z 2)  [(2gz  +  b)dt2  —  dz2]  =  z2dz2  +  c2dt2, 

woraus  sich  , 

,  adz  ,  . 

dt  =    (5) 

V(^2  —  z2)  (2gz  -f  6)_c2 

ergiebt. 

Man  bezeichne  durch  r  den  Radius  Vector  der  Projec- 
tion  des  materiellen  Punktes  auf  die  horizontale  Ebene  der  .v 
und  y,  und  durch  den  Winkel,  den  dieser  Radius  mit  der 
Axe  der  x  einschliefst,  so  hat  man 

xz=rcostp,  y  =  r$inip,    xdy — ydx  =  r2dtp-, 
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da  r3  =  a2  —  z2  ist,  so  wird  die  Gleichung  (4) 

(a2  —  z2)  dip  =  vdtf 
und  wenn  mau  für  dt  seinen  vorhergehenden  Werth  setzt, 
so  findet  man 

ca dz  .  . 

dtff  =  =  (6) 

(a2  —  z2)  V  (rt2__,2)  (2gz-{-b)  —  c* 

Die  Integrale  dieser  Ausdrücke  von  dt  und  dtp  geben 
die  Werlhe  von  t  und  tji,  in  Functionen  von  z  ausgedrückt. 
Sie  können  immer  auf  elliptische  Functionen  zurück  geführt, 
und  nur  dann  unter  endlicher  Form  erhalten  werden,  wenn 
die  unter  dem  Wurzelzeichen  enthaltene  Gröfse,  die  in  Bezie- 
hung auf  z  vom  dritten  Grade  ist,  sich  in  zwei  Factoren 
zerlegen  läfst.  Der  Wrerth  von  xp  und  die  Gleichung  der 
Kugel  bestimmen  die  Trajectorie  des  Körpers,  und  der  Werth 
von  t  als  Function  von  z,  oder  der  von  z  als  Function  von 
t ,  geben  alsdann  die  Lage  des  Körpers  auf  dieser  krummen 
Linie  für  jeden  Augenblick. 

Die  Constaute  b  ist  vermöge  der  gegebeneu  Werthe  von 
%h  und  y  bekannt.  Man  bestimmt  die  willkührlichen  Coustan- 
ten,  die  durch  die  Integrationen  von  dt  und  dip  eingeführt 
werden,  vermöge  der  Bedingungen,  dafs  tzzzo  und  tp  —  o 
ist,  wenn  z  =  y  ist,  von  welchen  die  zweite  Bedingung  vor- 
aussetzt, dafs  man  die  Axe  der  x  in  die  verticale  Ebene 
ACE  verlegt,  von  welcher  das  Pendel  ausgeht.  Es  mufs  da- 
her uur  uoch  die  Constaute  c  bestimmt  werden.  Da  aber 
die  Geschwindigkeit  p  des  Körpers  auf  dem  Halbmesser  CM 
der  Kugel  senkrecht  ist,  auf  welcher  er  sich  bewegt,  so 
wird,  wenn  man  sie  in  zwei  zerlegt,  von  welchen  eine  auf 
der  verticalen  Ebene  MCB  senkrecht  steht,  und  die  andere 
in  dieser  Ebene  enthalten  ist,  die  erste  Seitengeschwindigkeit 
die  Geschwindigkeit  der  horizontalen  Projection  des  Körpers 
seyn,  die  auf  seinem  Radius  Vector  r  senkrecht  steht;  be- 
zeichnet man  sie  durch  u,  so  hat  man  daher  ({.  156) 

dtp 

u  =  rd7> 

oder,  in  Folge  der  Gleichung  (4), 

c  c 

U  ~~  7  "~  ^a~2~Z-~2' 
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Nennt  man  also  e  den  Winkel,  den  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit h  mi*  der  Linie  macht,  die  auf  der  Ebene  ACB  senk- 
rteht  steht,  so  dafs  man  im  Anfange  der  Bewegung  uzzzk 
cos  e  hat,  so  folgt  hieraus 

c  =z  h  \  a2  —  y 2  cos  e. 
Wenn  die  Geschwindigkeit  h  Null  ist,  so  hat  man  c  =  ot 
b  =  —  2gy>  unc*  Malier 

odz 

dt  —  — —  , 

V~ 2g  yT [a2-z2)  (z—y) 

was  mit  dem  Werthe  von  dt  des  {.  185  zusammenfällt,  indem 
man  bemerkt,  dafs  a — z  und  a  —  y  das  sind,  was  man  in 
diesem  Werthe  ax  und  aß  genannt  hat. 

206. 

Man  betrachte  nun  den  Fall  insbesondere ,  wenn  das 
Pendel  nur  sehr  wenig  von  der  Verlicalen  CB  entfernt  wor- 
den ist  und  eine  sehr  kleine  Anfangsgeschwindigkeit  erhallen 
hat.  Man  nehme  an,  diese  Geschwindigkeit  sey  horizontal 
und  daher  senkrecht  auf  der  Ebene  ACB,  so  dafs  €  =  o  ist. 
Man  bezeichne  durch  ß  einen  sehr  kleineu  Bruch  und  setze 

h  =  ß  \Tga. 
Seyen  auch  cc  und  &  die  Winkel  ACB  und  MCB ,  ver- 
nachlässigt mau  ihre  vierten  Potenzen,  so  hat  man 

y  =  a  —  lau2,  z  —  a  —  \  ad2 

b  =_  2ga  +  ga(«2  +  ß2),  c*=ga*u*ß* 
und  die  Formeln  (5)  und  (6)  werden 

dt  =  -  jS«  &d&  ] 

8  S{a2-#2){#*-  'ß2)     {  ■ 

 -jgg   (  W 

&\^(a2  —  &2)(&2  —  ß2)  I 

Der  Winkel  giebt  die  Lage  der  verlicalen  Ebene  MCB 
an,  in  \fclcher  das  Pendel  sich  in  jedem  Augenblicke  befindet, 
er  kann  unbegränzl  wachsen.    Der  Winkel  #  bestimmt  eben- 

• 

falls,  in  jedem  Augenblicke,  die  Lage  des  Pendels  in  dieser 
veränderlichen  Ebene.  Man  kann  ihn  als  eine  positive  Groise 
betrachten,  und  die  Lagen  des  Pendels,  die  auf  beiden  Seiten 
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gleich  weit  von  der  Verticalen  CB  abstellen ,  entsprechen  dem- 
selben Winkel  &  und  Werlben  von  tp,  die  um  180°  von  ein- 
ander verschieden  sind. 

d& 
~dt 

(a)  abgeleitet  ist,  sieht  man,  dafs  der  Winkel  #  immer  zwi- 
schen «  und  ß  enthalten  ist.  Hat  man  ß  =  a,  so  hat  man 
immer  &  =  a  ;  dividiert  man  eine  der  Gleichungen  (a)  durch 
die  andere,  so  hat  man  in  allen  Fällen 

a  iß 

ist  Q-  c=  a  =  ß,  60  hat  man  daher 

a 

folglich  beschreibt  das  Pendel  alsdann  gleichförmig  einen  geraden 
Kegel  mit  kreisrunder  Grundfläche,  und  die  Zeit  einer  ganzen 

Umdrehung  ist  2 11       *       das  heifst  dieselbe,  wie  die  einer 

doppelten  Schwingung  in  der  verticalen  Ebene  AGB.  Zwei 
Pendel ,  die  dieselbe  Länge  a  haben ,  und  zu  gleicher  Zeit 
von  derselben  geraden  Linie  CA  ausgehen,  das  eine  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit,  und  das  andere  mit  einer  Geschwin- 
digkeit, die  auf  der  Ebene  ACB  senkrecht  steht  und  gleich 

a  yf  ga  ist,  kommen  zu  gleicher  Zeit  nach  dieser  geraden 
Linie  CA  zurück. 

207. 

Man  kann  den  Werth  von  dt  unter  der  Form 

&d& 


dt  =  —  2 

darstellen  6  * {**-ß*)*-i2**-»*-fi*)* 

Ich  setze  zur  Vereinfachung 
2  &2  —  a2  —  ß2  =  ( a2  —  ß2)  x ,    4  & d &  =  (a2  —  ß2)  dx , 
die  Wurzelgrüfse  wird  ±:  (a2  —  ß2)  yTT^x~2,  und  es  folgt 
hieraUS         ,  ,/T  ^ 

dt~  +  \y   T. 

S  V  I  —  x2 

Da  &  =  a  und  x  =  1  ist,  wenn  t=zo  ist,  so  findet 
mau  hieraus 
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t  =  ±Z  i        —  arc  (tos  =  x-y, 

S 

und  umgekehrt 

X  =  C09  2  /  /'iL . 
Man  hat  daher  in  einem  gewissen  Augenblicke 

*«  =  u«H/»2)  +  i(«2-/»J)  co.2</^Z; 

woraus  hervorgeht,  dafs  das  Pendel  in  der  veränderlichen 
Ebene  MCB  gleichzeitige  Schwingungen  machen  wird,  deren 
Granzpunkte  den  Werthen  #  r=  «  und  &  =  ß  entsprechen, 

und  deren  Dauer  \  n  ff  IL   oder  die  Hälfte  einer  Schwin- 

8 

gung  in  der  festen  Ebene  JCB  seyn  wird. 

Ich  substituiere  diesen  Werth  von  $ 2  in  die  Gleichung 
(6),  indem  ich  bemerke,  dafs 

cos  2  t        L  =  cos2  t  j/' *L  —  sin2  / 

a  a  a 

ist,  hieraus  folgt 

*t=  /l  7^  

a  a 
und  da  \p  =  o  ist,  wenn  f  =  o  ist,  so  schliefst  man  hier- 
aus, dafs  _ 

a  tang  tp  =  fi  tang  /  y  iL 

ist.  Hiernach  wird  die  Bewegung  der  Ebene  MCB  nicht 
mehr  gleichförmig  seyn,  wie  in  dem  Falle,  wenn  cc  =  fi  ist, 
mau  sieht  aber,  dafs  diese  Ebene  allmälich  die  vier  Viertel 
einer  ganzen  Umdrehung  in  Zeiten  vollenden  wird,  die  unter 

sich  und  der  Zeit  \  n  1/  -  ,  während  welcher  das  Pendel  eine 

8 

Schwingung  in  dieser  veränderlichen  Ebene  macht,  gleich  sind. 
Aus  dieser  letzten  Gleichung  findet  man 

a2  cos2  t  I/l  - 


cos2  y  — 


2  cos2  t  ff*.  +       sin2  t  l/  -1 
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SUl2  tf)  — 


a 


«2  cos2  i  f/fL  -f  ß*  sin2  /  ff  £ 

a  a 

Auch  hat  man 

.v2  =  (a2  —  z2)  cos2i//  =  a2 &2  cos2  tp 
y2  =  (a2—s2)  sin2      =  a2#2siu2tj/ 
nach  dem  genährten  Werthe  von  z ;  also  haben  wir,  da 

fr«  zu  «2cos2/  [/  L  +  ß2sin2t  j/  L 

a  a 

ist, 

.va  z=  a2«2cos2r//,    j2  =  «2/?26in2^, 
und  daher 

+  ^  -  «2> 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Trajectorie  der  Projeclion  des 
Körpers  auf  die  horizontale  Ebene,  die  durch  den  Punkt  C 
geht,  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt  in  diesem  Punkte 
und  deren  eine  Axe  in  der  Ebene  j4CB  liegt,  von  welcher 
das  Pendel  mit  einer  Geschwindigkeit  ausgeht,  die  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  stellt. 
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Sechstel  Kapitel. 

Beispiele  der  Bewegimg  eines  völlig  freien  Körpers. 

I.    Bewegung  der  Wurfgeschosse. 

208. 

In  diesem  Abschnitte  werden  wir  uns  besonder«  mit  den 
"Wurfgeschossen  der  Artillerie  beschäftigen,  die  mit  grofsen 
Geschwindigkeiten  fortgetrieben  werden ,  und  der  Schwere, 
so  wie  dem  Widerstande  der  Luft,  unterworfen  sind. 

Man  nehme  zuerst  keine  Rücksicht  auf  diesen  Widerstand, 
und  betrachte  einen  schweren  materiellen  Punkt,  der  vom 
Punkte  O  (Fig.  48)  mit  einer  Geschwindigkeit  a,  die  nach 
der  geraden  Linie  OA  gerichtet  ist,  ausgeht.  Offenbar  wird 
der  Körper  nicht  aus  der  verticalen  Ebene  herauslreten,  die 
durch  diese  gerade  Linie  geht.  Sey  O  AI  D  seine  Trajectorie 
in  dieser  Ebene,  welche  O A  berührt.  In  derselben  Ebene 
ziehe  man  zwei  Axen  Ox  und  Oy,  die  erste  horizontal,  die 
zweite  vertical  und  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet. 
Alan  nehme  diese  Axen  für  die  der  Coordinaten;  am  Ende 
einer  beliebigen  Zeit  t  sey  M  die  Lage  des  Körpers,  x  seine 
Abscisse  OP,  und  y  seine  Ordinate  PA1.  Man  bezeichne 
durch  g  die  Schwere.  Endlich  nenne  man  «  deu  spitzen 
Winkel  AOx ,  welchen  die  Anfangsgeschwindigkeit  a  mit  der 
Axe  Ox  einschliefst,  so  dafs  ihre  Seitengeschwindigkeiten  a 
cos  «  nach  dieser  Axe  und  a  sin  «  nach  der  Axe  Oy  gerichtet 
sind.  Der  Winkel  «  würde  negativ  seyn,  wenn  die  Linie 
OA  unter  Ox  läge. 

Nach  dem,  was  man  in  f.  148  gesehen  hat,  sind  die  Be- 
wegungen der  Projectionen  des  Körpers  auf  den  beiden  Axen 
Ox  und  Oy  von  einander  unabhängig ;  die  Bewegung  der  ho- 
rizontalen Protection  ist  daher  gleichförmig  und  rührt  von  der 
Geschwindigkeit  a  cos  «  her,  und  die  der  verticalen  Protec- 
tion rührt  von  der  Anfangsgeschwindigkeit  a  sin  «  und  der 

* 

* 
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beständigen  Kraft  g  her^  die  in  entgegengesetztem  Sinne  die- 
ser Geschwindigkeit  wirkt.    Daher  hat  man 

X  —  $  <l  COS  Ct|     ^  =  *  «  6>n  «  —  i  gt%y 
und  wenn  man  t  eliminiert,  und  annimmt,  dafs  die  Geschwin- 
digkeit a  zur  Hübe  h  gehört,  so  dafs  a  «  \  2gh  ist,  so 
folgt  hieraus  ^2 

y  =  a;  lang  a  —  -=  — 

für  die  Gleichung  der  Trajectorie. 

Diese  krumme  Linie  ist  daher  eine  Parabel,  deren  grofse 

dy 

Axe  vertical  ist,  ihre  Spitze,  die  durch  die  Gleichung  J^  =  ° 

bestimmt  wird,  entspricht  den  Werthen 

x  =  2  h  sin  a  cos  a ,    y  =  h  sin  2  « , 
und  sie  trifft  die  Axe  Ox  in  einem  zweiten  Punkte  B,  der 
so  beschaffen  ist,  dafs,  wenn  man  den  Abstand  OB  mit  b  be- 
zeichnet , 

b  =  4  h  sin  a  cos  a  =  2  h  sin  2  « 
ist.  Dieser  Abstand  b  ist  das,  was  man  die  Wurfweite 
nennt.  Im  leeren  Räume  entspricht  ihr  Maximum,  wie  man 
sieht,  dem  Werthe  a=45°  und  ist  z=2h,  das  heifst  gleich 
dem  Doppelten  der  Höhe,  die  zur  Anfangsgeschwindigkeit 
gehört. 

Nennt  man  v  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  am  Ende 
der  Zeit  t,  und  substituiert  man  die  Differentiale  der  vor- 
hergehenden Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung 

t.«  _«*«'+ «fr 8  ' 

dt*  9 

so  folgt  hieraus 

v2  _  a2       2         sin  «  -f  g2t2. 

Die  Zeit,  welche  der  Körper  braucht,  um  im  Punkte  B 
anzukommen,  wenn  er  die  krumme  Linie  OCB  beschreibt, 
ist  dieselbe,  als  wenn  er  die  gerade  Linie  OB  mit  der  Ge- 
schwindigkeit a  cos  et  beschriebe,  sie  ist  daher 

b  Mi  sin  a 


t 


a  cos  a  a 


a2 


und  da  h  =          ist,  so  folgt  hieraus  gtz=z2a  sin  a,  was 

v2  =  a2  giebt.    Die  Geschwindigkeit  ist  daher  im  Punkte  B 
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dieselbe,  -wie  im  Punkte  O,  sie  ist  nach  der  Tangente  BE 
gerichtet,  und  der  Fall  wink  el  EBx  ist  derselbe,  wie  der 
Wurfwinkel  AOx. 

Wenn  der  geworfene  Gegenstand  nicht  ein  materieller 
Punkt,  sondern  ein  fester  Körper,  von  beliebiger  Gestalt  und 
beliebigen  Dimensionen,  ist,  so  müssen  die  Gleicffungen  der 
parabolischen  Bewegung,  wie  sich  in  der  Folge  zeigen  wird, 
auf  seinen  Schwerpunkt  bezogen  werden. 

209. 

Ist  die  Geschwindigkeit  a  gegeben,  und  mau  will  den 
Wiukel  a  erfahren,  unter  welchem  der  Körper  geworfen 
werden  mufs,  um  einen  bestimmten  Punkt  zu  erreichen,  dessen 
Coordinaten  x  =  ß  und  y=.y  sind,  so  setze  man  diese  Wier- 
the in  die  Gleichung  der  Trajectorie,  und  man  erhält 

8* 

7  —  ß  tang  a  —  — ,J — 
'        1  Mi  cos2« 

um  a  zu  bestimmen.     Setzt  man 

1 

1  -f  s 

so  wird  diese  Gleichung 

Ahy  +  ß2  —  Mißz  +  ß2z2  =  o, 

woraus  man 

2  h  1      /-  :  

z  =  —  ±z  3  V  —  Miy  —  ß2 

P  ß 

findet. 

Dieser  doppelte  Werth  von  z  oder  der  Tangente  von  a 
zeigt  uns,  dal's  man  ein  gegebenes  Ziel  erreichen  kann,  indem 
man  unter  zwei  verschiedenen  Fuchtungen  schiefst,  so  lange 
nemlich  Mi2  grüfser  als  Wiy -\- ß2  ist,  dals  diese  zwrei  Rich- 
tungen sich  auf  eine  reducieren,  wenn  diese  beiden  Grüfsen 
gleich  sind ,  und  dafs  man  das  Ziel  unter  keiner  Richtung 
erreichen  kaun,  sobald  4h2  kleiner  als  4hy  -f-  ß2  ist. 

Zeichnet  man  daher  in  der  veriicaleu  Ebene,  die  durch 
die  anfängliche  Richtung  des  Körpers  geht,  die  Parabel,  deren 
Gleichung 

4hr  +  ß2  =  4h2 
ist,  so  theilt  diese  krumme  Linie  die  Ebene  in  zwrei  Theile, 
so  dals  alle  Punkte  des  äufseren  Theils  nie  erreicht  werden 

2t 


tang  a  =  z,     cos2  cc  =  g  , 


> 
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können ,  dafs  dagegen  die  des  inneren  Theils  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  und  die  der  Trennungslinie  nur  auf  eine 
Weise  erreicht  werden  können. 

210. 

Die  Theorie  der  Bewegung  der  Wurfgeschosse  wäre  also 
sehr  einfach,  wenn  man  den  Widerstand,  den  die  Luft  ihrer 
Bewegung  entgegensetzt,  vernachlässigen  könnte.  Aber  in  dem 
Falle,  mit  welchem  wir  uns  jetzt  beschäftigen,  wo  die  Ge- 
schwindigkeiten sehr  grofs  seyn  sollen,  ist  diese  Kraft  viel  zu 
beträchtlich,  als  dafs  man  sie  unberücksichtigt  lassen  könnle. 
Sie  ändert  die  Gestalt  der  Trajectorie  und  die  Gesetze  der 
Bewegung  auf  dieser  krummen  Linie  gänzlich,  wie  dies  nun 
gezeigt  werden  soll. 

Wie  auch  die  Gestalt  und  die  Dimensionen  des  gewor- 
fenen Körpers  besohalfcn  seyn  mögen,  immer  wird  sein  Schwer- 
punkt, wie  in  einem  folgenden  Kapitel  gezeigt  werden  soll, 
dieselbe  Bewegung  haben,  wie  ein  schwerer  materieller  Punkt, 
dessen  Masse  der  des  Körpers  gleich  ist,  der  eine,  der 
Gröfse  und  Richtung  nach  gegebene,  Anfangsgeschwindigkeit 
hat ,  und  an  welchen  man  aufserdem ,  parallel  mit  sich  selbst, 
die  Kräfte  anbringt,  welche  von  dem  Widerstand  und  der 
Reibung  der  Luft  herrühren ,  die  an  der  Oberfläche  des 
festen  Körpers  wirken.  Auch  wird  man  sehen,  dafs  die  be- 
wegende Kraft,  welche  von  diesen,  an  den  Schwerpunkt  an- 
gebrachten, Widerständen  herrührt,  zuweilen  diesen  Punkt 
aus  der  verticalen  Ebene  heraus  bringen  kann,  die  durch  die 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  gezogen  ist.  Hier  aber 
nehmen*  wir  an,  dafs  dieser  Fall  nicht  statt  hat,  und  dafs  die 
bewegende  Kraft,  von  welcher  die  Rede  ist,  immer  die  Tra- 
jectorie des  Schwerpunktes  berührt.  Dies  angenommen,  be- 
halte man,  um  die  Gleichungen  der  Bewegung  zu  bilden,  alle 
vorhergehenden  Bezeichnungen  bei,  und  nehme  an,  dafs  sie  sich 
jetzt  auf  die  Figur  49  beziehen,  wo  die  Trajectorie  OMD 
keine  Parabel  mehr  ist.  Aufserdem  sey  .s  der  Bogen  OM9  den 
der  Körper  am  linde  der  Zeit  /  beschrieben  hat,  und  Ii  die 
bewegende  Kraft,  welche  vom  Widerslande  der  Luft  herrührt, 
der  nach  dem  T heile  M  T  der  Tangente  des  Punktes  M  ge- 
lichtel  ist.    Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  diese  Linie  MI* 
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mit  den  Axen  macht,  die  durch  den  Punkt  ü/,  nach  den 
Richtungen   der  positiven  x  und  y  gezogen  sind,  werden 
dx      .  dy 

—  — -  und  —  —  seyn;    nennt  man  m  die  Masse  des  ge- 
cl  s  et  s 

worfenen  Körpers,  und  g  die  Schwere,  so  hat  man  daher 
d2x  R  dx      d2y  R  dy 

dj2  ~  ~  m  'da'    di2  ~  ~  g  ~  m  ds 

als  die  Gleichungen  der  Bewegung  seines  Schwerpunktes. 

Ich  nehme  an,  der  geworfene  Körper  scy  eine  Kugel, 
die  entweder  aus  einer  gleichartigen  Masse  oder  aus  concen- 
trischen  Schichten  1)csteht,  von  welchen  jede  gleichartig  ist. 
Nennt  man  D  ihre  mittlere  Dichtigkeit  und  r  ihren  Halb- 
messer ,  so  hat  man 

4  ix  Dr* 

ni  —  . 

3 

Ich  nehme  auch ,  nach  den  allgemein  angenommenen  Hy- 
pothesen, an,  dafs  die  Kraft  R  dem  Quadrate  der  Geschwin- 
digkeit des  Schwerpunktes,  der  Oberfläche  des  geworfenen 
Körpers  und  der  Dichtigkeit  der  Luft  proportional  ist;  hier- 
aus folgt 

R        r?  o  ds2 

m  ~  Dr  dl2'  , 

wo  Q  diese  Dichtigkeit  und  n  ein 'numerischer  Factor  ist,  der 

durch  die  Erfahrung  bestimmt  seyn  mufs.    Dieser  Ausdruck 

leistet  der  Bedingung  Geniige,  dafs  die  Gröfsen  homogen  seyn 

R  ds2 
müssen,  denn  —  und  das  Verhaltnifs  von  —  zu  r  sind  zwei 

tri  ttt 

Gröfsen  von  derselben  Art,  wie  die  Schwere  g,  und  die  Fac- 
toren  n  und  ~  sind  abstracto  Zahlen.  Zur  größeren  Be- 
quemlichkeit setze  ich 

rtQ   

757  ~~ 

so  dal's  —  eine  Linie  ist,  deren  Lange  gegeben  ist  und  die 

ich  als  eine  beständige  Gröfse  betrachte,  indem  ich  die  Ver- 
änderung der  Dichtigkeit  in  der  Luflmaese,  durch  welche 
der  Körper  geht,  unberücksichtigt  lasse. 

21* 
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211. 

R  ds2 
Setzt  man  statt  —  seinen  Werth  c  -7— r  ,  sö  werden  die 

m  „ 

zwei  Gleichungen  der  Bewegung 

d2x         ds  dx 


ds  dx 

dt2  ^  c7i  dt  ~~  0  ( 

d*y    ,      ds   dy  (  U 

>2 +Cdi  dt+g  =  °  ) 


Das  Integral  der  ersten  ist 

dx  _cs 
——  —  a  cos  «  e 

d  x 

indem  man  bemerkt,  dafs  man  —  =z  a  cos  «,  am  Punkte  O, 

dt 

wo  s  =  o  ist,  hat,  uud  durch  e  die  Basis  der  natürlichen 
Logarithmen  bezeichnet.  Da  sich  die  Form  der  zweiten  Glei- 
chung von  der  der  ersten  nur  durch  ihr  letztes  Glied  unter- 
scheidet, so  setze  ich,  um  zu  integrieren  , 

dy  dx 

dt   ~~  P  dt9 

wro  p  eine   neue   unbekannte  Gröise  ist.     Substituiert  man 

dy 

diesen  Werth  von  -r-  in  die  zweite  Gleichung  (1)   und  be- 

d  t 

rücksichtigl  die  erste,  so  erhält  man 

dt  dt 


dx  dp   


d  x 

Ich  dividiere  diesen  Werth  durch  das  Quadrat  von  — — , 

dt 

oder  seines  vorhergehenden  Werthes,  hieraus  folgt 


dp      dx  ge 


2  CS 


dt      dt  a2cos2«' 
Betrachtet  man  y  und  p  als  Functionen  von  x,  so  hat  man 
dy    dx       dy      dp      dx  dp 

P  ~ "  717  '  dt  ~~ '  dx9    dt   '  dt  ~~  dx' 
Setzt  man  daher  noch  immer  a2=.2g1if  so  wird  die 
vorhergehende  Gleichung 

<*£   t  e2cj 

dx  2/*  cos2«  (2) 

und  dies  ist  die  Differentialgleichung  der  Trajectorie. 
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Man  hat  identisch 

-    \T  1  +  p*dx  =  d*f 

multipücicrt  man  daher  die   ersten  und  zweiten  Theile  der 

-zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  so  hat  man  daher 

/**  :  r-  .  cl 8  2  es 

Vi  +  p2  dp  =  —  -=  ~e 

1   1       r  2  h  cos2  a 

und  hieraus  folgt  ,  wenn  man  integriert  und  durch  y  die  will- 
kührliche  Constante  bezeichnet, 

P  VT+i> +iog(P  +  V~ t+P)  =  r -  .! "(3) 

Um  y  zu  bestimmen,  setze  man,  zu  gleicher  Zeit,  s  =  o 
und  p  =.  tang  a.    Dies  giebt 

Y  =  0'c/|  *Qgg  +  tang«V"  l+tang^+log^anga+V"  _+tang2«) 

zur  Abkürzung  werde  ich  aber  y  statt  dieses  Werthes  bei- 
behalten. 

Nach  den  vorhergehenden  Gleichungen  hat  man 
dx  = —  2hco&2cte~~2cs dp,  dy=pdx,  gdt2  = — dxdp, 
eliminiert  man  die  Exponentialgrüfsc  vermittelst  der  Gleichung 
(3),  so  hat  man  daher 

cdx  =  ■   —  •    , 

P^f  i+/>2+log(/>  +  V~  l+p2)—y 

 s  

p  yrr+i^+\og(p+ynr+^)  -  y 

yfTgdt  =  ~  ~~dp  =  ,  , 

[r-p\T i+p2— iog(p+v  i+/>2)> 

welche  Formeln  nicht  unter  endlicher  Gestalt  integriert  wer- 
den können ;  in  der  letzten  betrachtet  man  die  Wurzelgröfse 
wie  eine  positive  Grüfte,  weil  der  Winkel,  dessen  Tangente 
p  ist ,  abnimmt,  wenn  die  Zeit  zunimmt. 


cdy  = 


212. 

Nennt  man  diesen  Winkel  co,  d.h.  die  Neigung  MTx  der 

Tangente  der  Trajeclorie  gegen  die  horizontale  Axc  Ox,  so 

hat  man  ♦  dv) 

p  =  lang  w,    dp  =  —  . 

COS  1  Ü) 
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Die  Werlhe  von  x,y,  ly  welche  aus  den  Gleichungen 
(4)  abgeleitet  sind,  werden  die  Form  fQd\»  haben,  wenn 
das  Integral  so  genoinnien  wird,  dafs  es  im  Punkte  O,  wo 
man  w  =  «  hat,  verschwindet,  und  £2  eine  gegebene  Function 
von  o)  bezeichnet.  Man  kann  diese  drei  Wert  he,  für  jeden 
Punkt  M,  nach  der  Methode  der  Quadraturen  (§.  15)  berech- 
nen. Auf  diese  Weise  kann  mau  die  Trajectorie  durch  ein- 
zelne Punkte  construieren ,  und  kennt  die  Zeit  t,  welche  der 
Körper  braucht,  um  jeden  Bogen  OM  zu  beschreiben  ,  dessen 
Länge  ä  durch  die  Gleichung  (3)  gegeben  ist.  Was  die  Ge- 
schwindigkeit des  Körpers  im  Punkte  M  betrifft,  so  hat  mau 

und  dafier 

c^=  ...  e^+JÖ.  .  w 

y—p\r  r+/ia~iog(/i+vr  i  +P2) 

Dehnt  man  diese  Integrale  bis  zu  w  =  u  aus,  so  bestimmt 
mau  die  Abscisse  und  Ordinale  des  höchsten  Punktes  C  der 
Trajectorie.  Giebt  man  alsdann  a>  negative  Werllie,  so  be- 
stimmt man  die  Punkte  des  absteigenden  Zweiges  CBD  der 
Trajectorie.  ist  man  bis  zu  einem  Werlhe  —  a  von  w  ge- 
kommen, für  welchen  die  Ordinate  y  der  Trajectorie  Null  ii>r, 
so  giebt  der  entsprechende  Werth  von  x  die  Wurt weite  O  B 
an,  welche  nicht  mehr  das  Doppelte  der  Abscisse  des  Punktes 
C  se\n  wird,  wie  im  leeren  Raunte,  und  deren  Maximum, 
in  Beziehung  auf  «,  einem  Winkel  entsprechen  wird,  der 
kleiner  als  45°  ist  und  von  der  Gröf'se  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit abhängt.  Der  Winkel  u  oder  EBx  und  die  Ge- 
schwindigkeit im  Punkte  B  werden  ebenfalls  von  a  und  a 
verschieden  seyn. 

Auf  diese  Weise  sind  alle  Umstände  der  Bewegung  be- 
kannt, und  die  Aufgabe  ist  vollständig  gelöst,  abgesehen  von 
den  grofsen  Rechnungen,  die  man  in  jedem  Falle  ausführen 
mufs,  wenn  die  Werthe  der  drei  beständigen,  in   den  vor- 
hergehenden Formeln  enthaltenen  Gröfsen  //,  uy  c,  gegeben  sind. 

213. 

Die  Bewegung  des  Körpers  auf  dem  niedersteigenden 
Zweige  der  Trajectorie  nähert  sich  immer  mehr  und  mehr 
der  gleichförmigen  und  verticalen  Bewegung. 
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Seyen  nemlith  x1 ,  yx ,  tl}  die  Werthe  von  x>  y,  t,  die 
dem  höchsten  Funkle  C  entsprechen;   man  verlege  den  An- 
fangspunkt der  Coordiuaten  in  diesen  Punkt  und  setze 
x  =  xx  -f  x',    y  =  y1  —  y\    t  =  tx  -f  t\ 

so  dafs  x'  und  y'  die  Abscisse  und  Ordinate,  eines  beliebigen 
Punktes  M'  (Fig.  50)  des  niedersteigenden  Zweiges  seyen,  die 
auf  die  horizontale  Axe  Cx  und  die  Axe  Cy\  welche  im  Sinn« 
der  Schwere  gerichtet  ist,  bezogen  sirfd,  und  t  die  Zeit  be- 
zeichnet, welche  zur  Durchlaufung  des  Bogens  CM'  angewandt 
wird.  Auch  sey  p  die  Tangente  des  Winkels  M'T'x',  wel- 
chen die  Linie,  die  die  krumme  Linie  im  Punkte  M'  berührt, 
mit  der  Axe  Cx'  macht.    Alsdann  hat  man 

—  dy  — 

und  da 

log {\TT+p~2  —  p')  -  -  log  (/>'  +  yTt+J7*) 
ist,  so  wird  die  erste  Gleichun<^(4) 

dp' 

cdx   =  -pr, 
indem  mau  zur  Abkürzung 

r  +  p'  v~r+7^  +  kg  (pr  +  yTr+P~rZ)  =  p- 

setzt.  Der  spitze  Winkel  Mr  T" x'  kann  sich  immer  mehr 
einem  rechten  nähern,  und  die  Veränderliche  p'  wird  daher 
uubegränzt  wachsen;  dies  wird  aber  in  Beziehung  auf  x'  nicht 
der  Fall  seyn.    Für  sehr  grofse  Werthe  von  p'  kann  man  p' 

an  die  Stelle  von  vi  -J"  p*  setzen,  und  indem  man  y  -J-  log  2 
gegen  p  2  vernachlässigt,  so  hat  man 

P'  =p'»  +  i  log/)'» 
oder  einfach  P'  ~p'2,  indem  n»an  bemerkt,  dafs  der  Loga- 
rithme  einer  sehr  bedeutenden  Grofse  p  2  und   um  so  mebr 
J  log  p' 2  sehr  klein  im  Verhältnifs  zu  dieser  Gröfse  ist. 
Man  hat  daher  für  diese  Werthe  von  p 

dx   —   tö« 

cp  2 

Integriert  man ,  und  bezeichnet  man  durch  C  eine  be- 
ständige Grofse,  so  folgt  hieraus 

*'  =  C-—„ 

cp 
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woraus  hervorgeht,  dafa  die  Werlhc  von  x  nicht  unhegränzt 
mit  denen  von  p'  wachsen.    Dies  vorausgesetzt,  sey 

1  dp1 

q  wird  eine  Linie  von  endlicher  Grüfse  aeyn ,  die  man  nach 
der  Methode  der  Quadraturen  berechnen  kann,  und  wenn 
man  auf  Cx'  eine  Länge  CA  nimmt,  die  dieser  Linie  gleich 
ist,  so  wird  die  verticaie  Linie  AB,  die  durch  diesen  Punkt 
gezogen  ist,  eine  Asymptote  des  Theils  CD  der  Trajectorie 
seyn,  so  dafa  die  Bewegung  des  Körpers,  auf  dem  nieder- 
steigenden  Zweige,  sich  unbegrauzt  der  verticalen  Richtung 
nähert. 

Man  bemerke  aufaerdcm,  dafa  die  beiden  letzten  Glei- 
chungen (4),  für  aelir  große  Werthe  von  p  in 

m 

übergehen,  woraua  sicli 

dt'  ~"  r  T 

ergiebt,  daher  wird  die  letzte  und  verticaie  Bewegung  des 
Kürpera  gleichförmig  aeyn,  was  zu  beweisen  war.  Die  Ge- 
schwindigkeit dieser  Bewegung  ist  die,  welche  ein  schwerer 
Körper  erreicht,  der  im  leeren  Räume,  von  einer  Hohe,  die 
1 

gleich  —  ist,  fällt,  und  dies  kann  man  auch  aus  der  Formel 

2  c 

(5)  schliefsen,  indem  man  — p'  statt  p  setzt,  und  alsdann  p 

als  eine  sehr  bedeutende  Grüfse  betrachtet. 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  (4)  ' 

,  d  m 

p  =  taug  Ol,     dp  =   ~  , 

cosza> 

und  zur  Abkürzung 

[y  —  tangwV^l-|-la»g2w — lög(tangw -f- \T  l-|-lang2w)]cos2£y=:-^- , 
so  findet  man  hieraus 

xi  —  "T  / 

c  J  o 

für  die  Abaciaae  des  Punktes  C\  Nimmt  man  daher  auf  Ox 
(Fig.  49)  einen  Punkt  F,  ao  dafa  man 

OF=  Xl  +  q 


ad 


0) 
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hat,  so  ist  die  Verticale  FG ,  die  durcli  den  Punkt  F  gezogen 

ist,  die  Asymptote  des  niedersteigenden  Zweiges  der  Trajeclorie. 

« 

214. 

Sey  ON  die  Verlängerung  der  Trajeclorie  OCD\  da  O 
der  Ausgangspunkt  des  Körpers  ist ,  so  wird  die  Bewegung 
nicht  auf  diesem  Theile  der  krummen  Linie  statt  liudeu.  Des- 
sen ungeachtet  kann  man  verlangen  seine  Gestalt  zu  kennen. 
Man  kann  aber  diesen  Theil,  vermittelst  der  zwei  ersten 
Formeln  (4),  durcli  Punkte  construieren ,  indem  man  p  posi- 
tive Werthe  giebt,  die  grülser  als  tang  a  sind,  und  es  ist 
leicht  zu  erkennen,  dafs  er  ebenfalls  eine  Asymptote  haben 
wird,  die  aber  nicht,  wie  bei  dem  niedersteigenden  Zweige, 
vertical  ist. 

4 

•  Zu  diesem  Zwecke  bemerke  ich ,  dafs  es ,  nach  dem 
Werthe  von  y  in  f.  211,  immer  einen  spitzen  Winkel  ß,  der 
gröfser  als  a  ist,  giebt,  so  beschaffen,  dafs  p  =z  tang  ß  den 
gemeinschaftlichen  Nenner  dieser  Formeln  auf  Null  reduciert, 
d.  h.  einen  Winkel,  welcher  der  Gleichung 

y— tang^V*  1  +  tang^2  — log(tang^  +  >T  l-ftang2#)=:o  (6) 
'  Genüge  leistet.  Dies  voraus  gesetzt,  findet  man  aus  dem 
Werthe  von  dp,  welcher  aus  einer  oder  der  anderen  der 
zwei  ersten  Gleichungen  (4)  abgeleitet  ist,  dafts,  wahrend  die 
Abscisse  x  und  die  Ordinate/,  abgesehen  von  dem  Zeichen, 
in  diesem  Theile  ON  der  krummen  Linie  uubegranzt  wachsen, 
die  Gröfse  p  zu  wachsen  aufhört,  wenn  sie  nur  unendlich 
wenig  von  tang'/?  verschieden  ist,  so  dafs/)  nie  den  Werth 
p  zsz  tang  ß  übersteigen  oder  nur  genau  erreichen  kann.  Dies 
beweist,  dafs  der  Zweig  ON  der  krummen  Linie  eine  Asym- 
ptote hat,  welche  die  Verlängerung  der  Axe  Ox  unter  dem 
Winkel  ß  schneidet.  Man  kann  deren  Abstand  vom  Punkte 
O  auf  folgende  Weise  bestimmen. 

Ich  ziehe  durch  den  Punkt  O  eine  Axe,  die  mit  der 
^Verlängerung  von  Ox  einen  Winkel  einschliefst,  welcher  dem 
Complemente  von  ß  gleich  ist  und  daher  auf  der  Asymptote 
von  O  N  senkrecht  steht.  Ich  nenne  u  die  Abscisse  eines 
beliebigen  Punktes  der  krummen  Linie,  welche  auf  dieser 
Axe,  vom  Punkte  O  aus,  gerechnet  wird;  sind  die  Coordi- 


s 
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natetl  dieses  Punktes,  in  Beziehung  auf  die  Axeu  O.v  und 
Oy,  noch  immer  x  und  r,  so  hat  man 

u  =  y  cos  ß  —  x  sin  ß. 
Differen liiert  man,  und  setzt  für  clx  und  dy  ihre  Werlhe, 
die  durch  die  zwei  ersten  Gleichungen  (4)  gegeben  sind,  so 
erhält  män 

cdu  =   (tang  ß  —  p)  dp  .  cos  ß  

[y  —  p  \TT+J*  _  log  (p  +  V  i  +  p*)]  ' 
in  welcher  Formel  man  grüfsere  oder  kleinere  Wertlie  als 
tang  it  giebt,  je  nachdem  man  einen  Punkt  des  Theils  ON 
oder  des  Theils  O  AI  der  krummen  Linie  betrachtet.  Mau 
kann  vom  Nenner  dieses  Ausdruckes  den  ersten  Theil  der 
Gleichung  (6)  abziehen  (nachdem  man  ihn  mit  cos  ß  multipli- 
ciert  hat)  *) ,  setzt  man  auiserdem 

p  =  tang  (o,     dp  = 

1  AI  1  "  COS2£ü 

und  zur  Abkürzung 

tang  ,2  sf  1  +  tang2#  +  log  (tang  ß  +  \C l-ftang2?) 

—  lauget;  \T  1  -f-  tang2w  —  log  (tang  w  -(-  \T  1  -f-  taug2w)  =  U 
so  folgt  hieraus 

(tang  ß  —  tang  w)  do) 
c  U  cos  2  0) 

Setzt  man  aber 


do) 


c/u  —  r  cos 

•  O  cosz  - 


cos      pfi    (lang  /?  —  lang  oj) 

r  —    /  T  ßw , 

c    J   u  U  coszw 

so  ist  r  eine  Linie  von  endlicher  GrÖfse,  die  man  nach  der 
Methode  der  Quadraturen  berechnen  kann ,  und  die  den  Werth 
von  u  in  Beziehung  auf  die  Asymptote  ON,  d.h.  die  Län«e 
der  senkrechten  Linie,  die  vom  Punkte  O  auf  diese  gerade 
Linie  gefallt  wird,  ausdrückt,  was  gefunden  werden  sollte. 
Die  Gleichung  dieser  asymptotischen  geraden  Linie  ist 
y  cos  ß  —  x  »in  ß  zzz  r, 

so  dafs,  wenn  man  auf  der  Verlängerung  von  Ox  einen 
Punkt  H  nimmt,  der  Art,  dafs  mau  * 

OH  =  —  - 
  sin  ß 

*)  Die  Iiier  eingeklammerten  Worte,  welche  im  Originale  stehen,  mus- 
6cn  gestrichen  werden.  Aninerk.  des  Leben*. 
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hat,  die  Asymptote  des  Zweiges  OA7  die  gerade  Linie  JTK 
seyn  wird,  die  durch  den  Punkt  H  gezogen  ist,  und  mit  der 
Verlängerung  von  Ox  einen  Winkel  KHO  einschliefet,  der 
das  Supplement  von  ß  ist.  Die  beiden  Asymptoten  FG  und 
HK,  treffen  sich,  wenn  sie  über  die  Axe  Ox  hinaus  ver- 
längert werden,  in  einem  Punkte  L,  so  dafs  die  krumme 
Linie  ganz  in  dem  Winkel  KLG  enthalten  seyn  wird,' dessen 
Ergänzung  der  durch  die  Gleichung  (6)  bestimmte  Winkel  ß  ist. 

21.5. 

Wrenn  der  Wurfwinkel  AOx  oder  a  sehr  klein  ist  (Fig.  51), 
so  erhebt  sich  der  Körper  nur  zu  einer  kleinen  Höhe  über  die 
horizontale  Axe  Ox,  welche  durch  seinen  Ausgangspunkt  ge- 
zogen ist.  In  diesem  Falle  kann  man  aber,  mit  hinlänglicher 
Annäherung,  die  Gleichung  des  Theils  OCB  der  Trajeclorie, 
der  über  Ox  liegt,  in  *  und  y  ausgedrückt  finden,  und  man 
kann  diese  Gleichung  selbst  bis  zu  einem  Punkte  D  ausdehnen, 
dessen  Absland  von  dieser  Axe  nicht  sehr  beträchtlich  ist. 

Denn  in  dem  ganzen  Theile  OCB  oder  auch  OCD  der 
Trajectorie,  ist  die  Tangente  der  krummen  Linie  beinahe  ho- 
rizontal, und  die  Grüfte  p  sehr  unbedeutend.  Vernachlässigt 
man  daher  das  Quadrat  von  p ,  so  hat  mau 

da  z=z  dx,     s  =  x 
und  die  Gleichung  (2)  wird 

dp        d*y        _^  1          2  ex 

dx        dx2  2/icos2«  6 

Integriert  mau  zweimal  nach  einander  und  bestimmt  die 

vvillkührlichen  Constauten ,    so  dafs  man  ~  =  taug  u  hat, 

dx 

und  y  =  o  ist,  wenn  x  =■  o  ist,  so  erhält  man 

1  2  c  v 

y  =  x  tang«  —  K  ,  2  , 2     (•    ■  —  2  cx  —  1) 

n  c   Ii*  cos  u 

für  die  genäherte  Gleichung  der  Trajeclorie,  die  man  erhallen 
wollic.  Entwickelt  man  die  Exponentialgi  üfse,  die  sie  ent- 
hält, reduciert  man,  und  setzt  alsdann  c  z=z  o,  so  wird  sie  die 
genau  richtige  Gleichung  dieser  krummen  Linie  im  leeren  Räume. 

Nach  der  Gleichung  gdl2  ==  —  dxdp  des  $.212  und 

dem  vorhergehenden  Wert  he  von  ~.  hat  man 

dx 
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dt  =s    —    c  rfjtf 

V  cos  « 

und  daher 

c  V  2  #  /* .  cos  « 

wodurch  man  den  Werth  der  Zeit  £  erfährt,  welche  der 
Körper  braucht,  um  einen  beliebigen  Theil  GM  der  krummen 
Linie  OCD  zu  durchlaufen. 

216. 

Man  nehme  an,  der  Körper  falle  in  dem  Punkte  D  auf 
den  Boden  nieder ;  man  bezeichne  durch  X  den  Abstand  dieses 
Punktes  von  der  horizontalen  Ebene,  die  durch  den  Punkt 
O  gelegt  ist,  oder  die  Linie  DQ ,  die  senkrecht  auf  der  Axe 
Ox  steht.  Sey  auch  /  der  Abstand  OQ,  und  %  die  Zeit  die 
er  braucht,  um  vom  Punkte  O  nach  dem  Punkte  D  zu  gehen, 
so  hat  man,  zu  gleicher  Zeit, 

x  =  /,    y  =  —  1,     t  T, 
uud  wenn  man,  zu  grösserer  Einfachheit,  in  den  vorherge- 
henden Formeln,  cos2«  durch  die  Einheit  ersetzt,  so  folgt 
hieraus 

8  c*h  (X  +  l  lang  tt)  =  e2c/-2c/-t  ) 

Wenn  daher  die  beiden  beständigen  Gröfsen  h  und  c 
gegeben  siud,  und  man  den  Winkel  a  und  die  Höhe  X  des 
Puuktes  O  über  dem  Boden  gemessen  hat,  so  geben  diese 
Gleichungen  die  horizontale  Wurfweite  /  und  die  Dauer  % 
des  Laufes  des  Korpers  an.  Kennt  man  umgekehrt  «,  X,  /,  % 
durch  directe  Messungen,  so  können  diese  Gleichungen  dazu 
dienen,  um  den  CoelTicienten  c  des  Widerstandes  und  die 
Höhe  A,  die  zur  Anfangsgeschwindigkeit  gehört,  zu  bestim- 
men.   Eliminiert  man  h,  so  hat  man 

4  (X  +/tang«)  (ecl-  iy  =  g%*  {e2cl-2cl-  1), 
aus  welcher  Gleichung  man  den  Werth  von  c  findet;  die  eine 
der  zwei  vorhergehenden  Gleichungen  giebt  alsdann  unmittel- 
bar den  Werth  von  h. 

Es  herrscht  noch  Ungewifsheit  über  die  Gröfsen  der  Wurf- 
weilen  und  der   Anfangsgeschwindigkeiten.     Nach  Lombard 
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ist  die  Anfangsgeschwindigkeit  bei  einem  24  Pfünder,  der 
mit  dem  dritten  Theile  des  Gewichtes  der  Kugel  geladen  ist, 
463  Meter  in  der  Secunde,  und  für  einen  12  Pfünder,  der 
ebenfalls  mit  dem  dritten  Theile  des  Gewichtes  der  Kugel 
geladen  ist,  ist  diese  Geschwindigkeit  494  Meter.  Nach  dem- 
selben Schriftsteller  sind  die  entsprechenden  Wurfweiten,  in 
Beziehung  auf  A  =  o,  im  ersten  Falle  700  Meter,  wenn  man 
a=  l°15/6",  und  im  zweiten  Falle  660  Meter,  wenn  man 
a  =1°5'  36"  setzt. 

Statt  der  Zeit  %  kann  man,  zur  Bestimmung  von  h  und 
c,  eine  zweite  Wurfweite  derselben  Kanone,  die  einer  an- 
deren Höhe  über  dem  Erdboden  entspricht,  anwenden.  Nimmt 
man  daher  an,  dafs  das  Gewicht  des  Körpers,  das  der  La- 
dung und  der  Winkel  «  dieselben  geblieben  sind,  so  bleiben 
die  Gröfsen  h  und  c  ebenfalls  dieselben,  und  wenn  A  und  / 
in  X'  und  /'  übergehen,  so  hat  man 

8  c2  h  (A'  -f  V  tang  «)  =  e2cl'—  2  et  —  1 , 
woraus  sich 

(X  +  l  tang«) .(e2cV—2  cV  —  1)  = 

(A'  +  V  tang  cc)  (e2cl—  2  cl  -  1)  (6) 
ergiebt,   wenn  man  h  vermittelst  der  vrsteu  *  Gleichung  (a) 
eliminiert. 

Die  Schriftsteller  sind  über  die  Grüfse  der  Zahl  n,  die 
im  Ausdrucke  des  Coefficienten  c  vorkommt,  nemlich  (f.  210) 

ng 

nicht  einig.  Nach  einer  sehr  unvollkommenen  Theorie  des 
Widerstandes  der  Flüssigkeiten  ist  diese  Zahl  n  =  f ,  alle 
Versuche  geben  sie  aber  kleiner,  und  Lombard  setzt  sie  gleich 
39Q.  Die  Gleichung  (o)  bietet  das  der  grüfslen  Genauigkeit 
fähige  Mittel  dar,  um  c  zu  bestimmen,  wenn  man  den  Wurf- 
winkel «  als  bekannt  und  unveränderlich  annimmt. 

• 

II.    Bewegung  der  Planeten. 
217. 

Die  Gesetze  der  Bewegung  der  Planeten  um  die  Sqnne 
sind  unter  dem  Namen  der  Kepplerschen  Gesetze  bekannt, 
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weil  sie  durch  diesen  Astronomen  entdeckt  worden  sind,  der 
dieselben  aus  den  Beobachtungen  abgeleitet  bat.  Es  gicbt 
drei  solche  Gesetze,  die  folgender  Mafsen  lauten: 

1)  Die  Planeten  bewegen  sich  in  ebenen  krummen  Linien, 
und  ihre  Radii  Veclores  beschreiben  Flächen  um  den  Mittel- 
punkt der  Sonne,  die  der  Zeit  proportional  sind. 

2)  Die  Bah  neu ,  d.  h.  die  Irajectorien  der  Planeleu, 
sind  Ellipsen,  in  deren  einem  Brennpunkte  die  Sonne  steht. 

3)  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  um 
die  Sonne  verhalten  sich  zu  einander,  wie  die  dritten  Po- 
tenzen der  grofsen  Axen  ihrer  Bahnen. 

Man  sah  nicht  sogleich  die  ganze  Wichtigkeit  dieser  Ge- 
setze ein;  Newton  hat  zuerst  gezeigt,  wie  man  sie  anwenden 
kann,  um  die  kraft  zu  bestimmen,  die  jeden  Planeten  in 
seiner  Bahn  zurückhält,  d.h.  die  Richtung  dieser  Kraft  und 
die  Aenderungen,  die  ihre  Intensität  erleidet,  sowohl  wenn 
ein  Planet  in  verschiedene  Lagen  kommt,  als  auch  bei  ver- 
schiedenen Planelen.  Man  wird  nemlich  in  diesem  f.  sehen, 
dafa  jedes  dieser  drei  Dinge  eine  nothwendige  Folge  der  drei 
Gesetze  der  planetarischen  Bewegung  ist,  die  so  eben  ange- 
geben worden^  sind. 

Diese  Gesetze  beziehen  sich  auf  die  Bewegung  des  Schwer- 
punktes  eines  jeden  Planeten;  es  ist  gerade  die  Bewegung 
dieses  Punktes,  die  wir  betrachten  werden,  und  wenn  in  der 
Folge  von  der  Lage  oder  Geschwindigkeit  eines  Planeten  die 
Rede  seyn  wird,  so  mufs  man  darunter  die  Lage  oder  Ge- 
schwindigkeit seines  Schwerpunktes  verstehen. 

218. 

Sey  AMBD  (Fig.  52)  die  Ellipse,  welche  ein  Planet  be- 
schreibt, AB  ihre  grofse  Axe,  C  ihr  Mittelpunkt,  O  und  O' 
ihre  beiden  Brennpunkte,  und  zwar  O  derjenige,  in  welchem 
der  Mittelpunkt  der  Sonne  steht,  B  das  Perihelium  oder 
der  Punkt  der  Bahn ,  welcher  ()  am  nächsten  ist ,  A  das 
Ap  he  Ii  um,  oder  der  Punkt  ,  welcher  am  w  eitesten  von  der 
Sonne  entfernt  ist. 

Am  Ende  der  Zeit  die  von  dem  Durchgange  des  Pla- 
neten durch  das  Perihelium  an  gerechnet  wird,  sey  jÜ  sein 
Ort  auf  der  Bahn.    Man  bezeichne  durch  /*  seinen  Radius 
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Veclor  O  M  und  durch  d  den  Winkel  MOB,  den  man,  in 
der  Astronomie,  die  wahre  Anomalie  nennt.  Der  Aus- 
schnitt, welcher  durch  diesen  Radius,  während  der  Zeit  dt, 
beschrieben  wird,  ist  l  r2  d&  (f.  156),  man  hat  daher  nach 
tlem  crslen  Kepplerschen  Gesetze 

'     r2  tf&  =  cd/,  (1) 
wo  c  eine  beständige  Grüfse  ist,  die  dein   Doppellen  der  in 
der  Zeiteinheit  beschriebenen  Flache  gleich  ist,  und  et  das 
Doppelle  der  in  einer  beliebigen  Zeit  /,  beschriebenen  Mache 
MO  bedeutet. 
Sey  auch 

O  M  z=  r',    CB  =  CA  —  a ,    CO  =z  CO'  =ae. 

ISach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse  hat  man 

r  +  r  =  2a ; 
auch  hat  man  im  Dreiecke  O  MO 

r' 2  —  r2  -(-  4  /' a e  cos  &  -\-  4  a2  e2, 
und   wenn  man   r'  aus  diesen  zwei  Gleichungen  eliminiert, 

so  erhalt  man  ,  „. 

all  —  e2) 
r  =  — -v  }-  (2) 

als  Gleichung  der  Trajeclorie. 

Für  alle  Planelen  ,  die  vor  diesem  Jahrhunderte  bekannt 
waren,  den  Planeten  INlercur  ausgenommen,  ist  die  Excenlri- 
citat  e  ein  selir  kleiner  Bruch ,  die  der  Erdbahn  ist 

€  5=  0,01685318, 
oder  beinahe  ein  Sechzigstcl.  Die  gröfstc  ist  die  des  INlars, 
welche  mehr  als  9  Hundertel  betragt  ;  bei  diesem  Planeten 
imffsle  sich  daher  die  elliptische  Bewegung  am  meisten  von 
der  excentrischen  Kreisbewegung  unterscheiden,  die  man  vor 
Keppler  annahm ,  und  wirklich  hat  Repplcr  zuerst,  aus  den 
Beobachtungen  ,  welche  Tycho  de  Brahe  über  diesen  Planelen 
angestellt  halte,  den  Unterschied  dieser  zwei  Belegungen  er- 
kannt. Entwickelt  man  die  W  crlhe  von  r  und  d  in  Reihen, 
die  nach  Potenzen  von  e  geordnet  sind,  indem  man  die  Glei- 
chung der  den  Zeilen  proportionalen  Flachen  mit  der  der 
elliptischen  oder  als  ein  exceutrischer  Kreis  betrachteten ,  Tra- 
jeclorie verbindet,  so  findet  mau,  dal's  für  eine  bestimmte  Zeit 
t,  die  Eni  Wickelungen,  welche  diesen  beiden  krummen  Linien 
entsprechen,  nur  in  den  Gliedern  verschieden   sind,  die  von 
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dem  Quadrate  oder  höheren  Potenzen  von  e  abhängen,  welcher 
Umstand,  zu  Kepplers  Zeiten,  die  Entdeckung  des  Unterschie- 
des dieser  zwei  Bewegungen  sehr  erschwerte. 

219. 

Nennt  man  T  die  Umlaufszeit  eines  Planeten,  und  setzt 

2  n 

n  =  ir, 

so  ist  diese  beständige  Gröfse  n  die  mittlere  Winkelgeschwin- 
digkeit und  nt  die  mittlere  Bewegung  des  Planeten. 

Man  denke  sich  einen  Weltkörper,  dessen  Bewegung 
gleichförmig  wäre,  und  zu  gleicher  Zeit  mit  diesem  Planeten 
vom  Perihelium  ausginge,  und  in  derselben  Zeit,  wie  dieser, 
seinen  Umlauf  machte,  so  wird  sein  Radius  Veclor  den  Win- 
kel nt  beschreiben,  während  der  Planet  den  Winkel  &  be- 
schreibt; der  Winkel  &  —  nt,  welcher  zu  einer  gewissen 
Zeit  zwischen  diesen  zwei  Radien  enthalten  ist,  ist  das,  was 
die  Astronomen  die  Mitt elpunktsgleichung  nennen.  Er 
ist  positiv  und  der  Planet  geht  dem  eingebildeten  Wellkör- 
per voraus,  wenn  er  sich  vom  Perihelium  nach  dem  Aphe- 
lium  bewegt;  das  Gegentheil  findet  statt,  wenn  er  vom  zwei- 
fen  Punkte  zum  ersten  zurück  kehrt.  Das  Maximum  der 
Miltelpunktsgleichung  hängt  von  der  Gröfse  der  Excentrici- 
tät  ab. 

Nimmt  man  den  mittleren  Tag  als  Zeiteinheit  an,  und 
setzt  360°  an  die  Stelle  von  2 st,  so  hat  man,  in  Beziehung 
auf  die  Erde, 

T  =  365,256374  Tage,     n  =  0°,  59'  8". 

Dieser  Wrerth  von  T  ist  die  Dauer  des  siderischen  Jah- 
res, oder  die  Zeil,  welche  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Epochen  verltiefst,  in  welchen  die  Sonne,  in  ihrer 
scheinbaren  Bewegung  um  die  Erde,  zu  demselben  Sterne 
zurück  kehrt.  Der  Zeitraum,  welcher  zwischen  den  zwei  auf 
einander  folgenden  Epochen  verlliefst,  in  welchen  die  Sonne 
zu  demselben  Aecpiinoclialpunkte  zurück  kehrt,  ist  kürzer, 
weil  die  Aequinoctialpunkte  eine  rückgängige  Bewegung  auf 
der  Ekliptik  haben,  d.h.  eine  Bewegung,  die  der  der  Sonne 
entgegengesetzt  ist.  Nimmt  man  für  die  jährliche  Präcession 
im  Jahre  1800  den  Werth  50", 23427,  und  bemerkt,  dafs  der 

»  V 

I 
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Piadius  Veclor  der  Sonne  0,014158  Tage  braucht,  um  diesen 
kleinen  Winkel  zu  beschreiben,  so  folgt  daraus 

365,  242216  Tage 
für  die  Lange  des  Aequinoctialjahrcs  am  Anfange  dieses  Jahr- 
hunderts. Das  siderische  Jahr  hat  immer  dieselbe  Grüfse,  die 
Präcession  der  Nachtgleichen  rändert  sich  aber  ein  wenig,  und 
daher  auch  das  Aequinoctialjahr.  Seine  Länge  nimmt  in  einem 
Jahrhunderte  um  ungefähr  eine  halbe  Secunde  ab. 

220. 

Der  Werth  der  beständigen  Gröfse  c  ist  das  Doppelle 
der  Oberfläche  der  Ellipse,  dividiert  durch  T\  bemerkt  man, 

dafs  ihre  kleine  Axc  a\T t  —  e2  und  die  Oberfläche  na2V*  1  —  e2 
ist,  so  hat  mau  also 

2  na2  >f  1—e2 

C  ==   T  ' 

Vermittelst  dieses  Werlhes  und  des  Werthes  von  n,  wird 
die  Gleichung  (1) 

r2d&  =  na2yf  l—e2dt. 

Die  Gleichung  (2)  giebt 

s            a(i  —  e 2)  —  r  \ 
&  zz:  arc  (  cos  =  1 , 

V  er  J  v; 

ayf  1  —  e2  dr 

d&  = 


r\f  a2e2—{r~—a) 
folglich  hat  man 

r  d  r 

na  dt  = 


yTa2e2  —  (r  —  a)2 
Um  diese  Formeln  zu  integrieren ,  setze  man 

r  =z  a  (l  —  e  cos  w),  («) 

so  hat  man 

dr  =  ae  sin  u,    ndt  =  (l  —  e  cos  a)  du;  - 
da  r  =  a  (1 — e)  im  Punkte  B  ist,   so  mufs  der  Winkel  u  »;j 
in  diesem  B-nkte  Null  seyn,  wo  man  auch  t=.o  hat.  Inte- 
griert man,  so  hat  man  daher 

nt  =.  u  —  e  sin  u.  (b) 
Setzt  man  für  /•  seinen  Werth  in  den  Ausdruck  von  d&, 
und  bemerkt,  dafs  cos  u  —  cos2  \  u  —  sin2  \  u  ist,  so  folgt 
hieraus. 
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1  _  e2<ltl 


1  —  e  cos2       -fe  sin2  i  M 

und  wenn  man  , 

et  ii  _  . 

0  *  cos?  i  w 

setzt,  80  wird  dieser  Werth   

2\f  i  —  e2  dz 
^■"T^c  +  (l+c)£»' 
Integriert  man,  und  bemerkt,  dafs  &  und  u  zu  gleicher 
Zeit  Null  sind,  d.h.  im  Punkte  B,  so  hat  man 

i  &  =  arc  ^tang  =  2  }f  > 

und  hieraus  findet  man 

tang  f/  L±l  tang  i  u,  (6) 

1  —  e 

indem  man  für  z  seinen  Werth  setzt. 

Diese  drei  Gleichungen  (a),  (b),  (c)  drücken,  unter  end- 
licher Form,   die  Werthe  von  /*,  nt  und  &  vermittelst  der 
veränderlichen  Hülfsgröfse  u  aus,  die  man  die  e xcen fri- 
sch e  Anomalie  nennt.    Eliminiert  man  u  aus  diesen  Glei- 
ch u  ngen ,  so  hat  man  die  zwei  Polarcoordinaten  o  und  fr  des 
Planeten  in  Functionen  der  Zeit  ausgedrückt,  und  unter  der 
Form  von  Reihen,  die  nach  den  Potenzen  der  Excentricität 
geordnet  sind,  welche  daher,  bei  den  älteren  Planeten,  sehr 
convergierend  seyn  werden.    Hat  man  diese  Reihen  gebildet, 
so  kann  man  die  Potenzen  von  cos  nt,  die  sich  in  der  Ent- 
wickelung  von  r  finden,  und  die  von  sin  nt%  welche  die  Ent- 
wickelung  von  # —  nt  enthält,  durch  die  Cosinus  und  Sinus 
der  Vielfachen  von  nt  ersetzen.    Denkt  man  sich  daher,  dafs 
man  diese  Entwickelungen  des  Radius  Vector  und  der  Mittel- 
punktsgleich ung  nach  den  Cosinus  und  Sinus  der  wachsenden 
Vielfachen  von  nt  geordnet  habe,  so  kann  man,  durch  fol- 
gende Analyse,  die  Werthe  der  Coeflicienten  dieser  beiden 
Reihen  in  Functionen  der  Excentricitat  ausgedrückt,  auf  direc- 
tem  Wege  bestimmen. 

t  1  221- 
Ich  setze 

r  =  Ax  cos«*-}-  A<iCo%2nl  -\- ...-{-  j4i  cosi/zf-f-  ... 

&—nt=B1  sinnt  +  B2  sin  2     +      -f  /?,  sin  int  +  ..., 
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A0,  Ax,  A2...  BXy  B2  ».  8.  w.  und  allgemein  Ai  und  Bi 
sind  die  Coefficienten ,  die  man  bestimmen  will. 

Sind  i  und  *"  zwei  verschiedene  ganze  positive  Zahlen, 
so  hat  man,  wenn  man  die  Integrationen  ausführt, 


n 


cos  int  cos  V  nt  d  +  nt  =  o 

o 


sin  i 


sin  i  nt  d.nt  =  o, 
und  wenn  i  =  »'  ist,  so  findet  man 

J    cos2  int  d.  nt  =z  £  i%, 

sin2  int  d .  nt  =z  l  n. 

Die  letzteren  Formeln  passen  nicht  für  den  Fall  i  =  o, 
denn  alsdann  ist  das  erste  Integral  =  n  und  das  zweite 
gleich  Null. 

Dies  vorausgesetzt,  multipliciere  ich  die  Entwickelung 
von  r  mit  cos  int  d.nt,  und  die  von  & —  nt  mit  sin  int  d.nt, 
ich  integriere  alsdann  von  nt  =■  o  bis  nt  =  n.  Es  verschwin- 
den alle  Glieder,  diejenigen  ausgenommen,  deren  CoelHcient 
Ai  oder  Bi  ist,  und  man  findet  hieraus 

2 

Ai  =  —   /    r  cos  int  d.nt 
n  J  o 

2 

Bi  —  —   /     (& —  nt)  sin  int  d.  nt. 

71  J  o 
Ist  l  =  O,  so  hat  man 

-^o  ^  —  /  rd.nt, 
n  J  o 

d.  h.  man  mufs  in  diesem  Falle  den  allgemeinen  Werth  von 
A'%  auf  die  Hälfte  reducieren.  Integriert  man  theilweise,  und 
bemerkt,  dafs  #  —  nt  an  den  beiden  Griinzen  nt  ==  o  und 
nt  =  n  Null  ist,  so  kann  der  Ausdruck  von  Bi  durch  fol- 
genden ersetzt  werden: 

2  r** 

Bi  =  t-  /     cos  intd(&  —  Bf). 
in  J  o 

Ich  substituiere  an  die  Stelle  von  r,  /zf,  ihre  in  Func- 
tionen von  U  ausgedrückten  Werthe,  die  man  aus  den  Glei- 
chungen («),  (o),  (c)  ableitet;  da 

22* 


Digitized  by  Google 


340 


—  1  —  e  cos  // , 


du         1  —  e  cos  u 9      d u 
und  da  u  =  o  und  uznn  den  Werlhen  nt=:o  und  nt  —  n 
entsprechen,  so  folgt  hieraus 

^  =  —    C*  (1  —  e  cos  u)2  cos  (*W  —  ies'm  u)  du 
n  J  o 

2      nnr  /   snlcos(iu — ieünu)du 

welche  Formeln   die  numerischen  Werthe  der  Coefficienlen 
und  Bi  angeben ,  sowohl  durch  die  Methode  der  Quadra- 
turen, als  auch  durch  die  Entwicklung  in  Reihen.  Durch 
diese  Reduclion  findet  man  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsätze 

1  _  8iu2  u  +  ^-y^  sin4/* — . . .  jcos  i  u 

-f-  (ie  slnu  — —  sin3W-f-  ...J  8Ü1ZU, 

und  es  folgen  hieraus  für  und  Bi  Reilien  von  Integralen 
in  Beziehung  auf  u,  deren  genaue  Werthe  man  alle  entweder 
unmittelbar  oder  nach  bekannten  Formeln  erhält,  so  dafs  man 
diese  Entwickelungen  von  Ai  und  Bi,  so  weit  als  man  will, 
fortsetzen*  kann.  Man  kann  auch  ihre  allgemeinen  Glieder  in 
Functionen  von  i  und  e  ausgedrückt,  erhalten,  es  ist  aber 
hier  nicht  der  Ort  länger  bei  diesem  Gegenstande  zu  verwei- 
len, dessen  Ausführung  in  die  Astronomie  gehört. 
In  Beziehung  auf  i  =  o  hat  man 

71  J  o 

wenn  man  nur  die  Hälfte  des  Werthes  von  Ai  nimmt,  der 
i  =  o  entspricht.  Dies  ist  der  einzige  der  Coefficienlen 
A0,  Ax,  A2...  Bi,  2?2...,  dessen  Werth  man  genau  er- 
halten kann. 

222. 

Nennt  man  v  die  Gesell  windigkeit  des  Planeten  am  Ende 
der  Zeit  t,  und  den  Winkel,  den  seine  Richtung  mit  der 
Verlängerung  seines  Radius  Vector  r  oder  OM  einschliefst, 
sa  hat  man  (f.  156) 

=   JT2  '    P^*  =  r  —  . 
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Eliminiert  man  dt  vermittelst  der  Gleichung  (l),  80  hat 

mau 

In  Folge  der  Gleichung  (2)  hat  man  auch 

1        i-[-ecos#      d.h  g  sin  £ 

7  ~~  «(1  — e2)  '    3#  «(1  —  e2)' 

und  hieraus  folgt 

a2(l_e2)2t,2  =  (i-}-2ecos#  +  e2)c2 

also 

a  \T i—e2 


r 

woraus  sich  ergiebt,  wie  man,  bei  der  elliptischen  Bewegung, 
die  Geschwindigkeit  und  Richtung  des  Körpers  in  jedem 
Punkte  vermittelst  des  Radius  Vector  bestimmen  kann.  Ver- 
möge des  Werthes  von  c  in  $.220,  kann  der  Werth  von  v2 
auch  auf  folgende  Weise  geschrieben  werden: 

■       T   \r  J 

Diese  Formeln,  verbunden  mit  denen  des  vorhergehenden 
{,  bestimmen  die  Bewegung  eines  Planeten,  in  der  Ebene 
seiner  Bahn,  vollständig.  Will  man  aber  zugleich  die  Bewe- 
gung verschiedener  Planeten  betrachten,  so  mufs  man  die  Lage 
eines  jeden  auf  eine  andere  Ebene  beziehen,  die  gewöhnlich 
die  Ebene  der  Ekliptik,  oder  der  Erdbahn  genannt  wird. 

223.  •  '■'  \  ■  ' 

Sey  NO  N'  (Fig.  53)  der  Durchschnitt  der  Ebene  der 
Bahn  eines  Planeten ,  mit  einer  Ebene ,  die  durch  den  Mittel- 
punkt O  der  Sonne  geht,  OE  eine  gerade  Linie,  die  in  dieser 
zweiten  Ebene  gezogen  ist,  OM'  die  Projection  des  Radius 
Vector  OM  des  Planeten  auf  dieselbe  Ebene.  Man  bezeichne 
durch  y  die  Neigung  der  zwei  Ebenen,  durch  a  den  Winkel 
NOE,  durch  w  den  Winkel  BON,  den  der  Radius  Vector 
OB,  welcher  nach  dem  Perihelium  gezogen  ist,  mit  der  "Linie 
ON  macht.    Diese  drei  Winkel  «,  y,  w,  müssen  gegeben 
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seyn  und  sie  bestimmen  die  Ebene  der  Bahn  und  die  Lage 
der  Ellipse  in  dieser  Ebene.  Seyen  auch  tp  und  %p  die  ver- 
änderlichen Winkel  MOM'  und  M'OE,  welche  der  Radius 
Vector  OM  mit  seiner  Protection  OM'  und  diese  Protection 
mit  der  Linie  OE  einschliefst ,  welche  Winkel,  in  jedem 
Augenblicke  die  Richtung  des  Radius  OM,  der  nach  dem 
Planeten  gezogen  ist,  bestimmen. 

Dies  angenommen ,  betrachte  man  den  dreikantigen  Win- 
kel ,  dessen  Spitze  in  O  liegt  und  dessen  drei  Kanten  O  M, 
OM',  ON  sind.  Die  wahre  Anomalie,  oder  der  Winkel 
MOB  heifse  noch  immer  &,  daher  sind  die  drei  Ebenenwin- 
kel dieses  dreikantigen  Winkels 

MON  =  MOB  +  BON  =  &  +  „ 
MON  =  MOE  —  NOE  =  ip  —  a 
MOM'  =  9, 

der  erste  steht  einem  rechten  Winkel  gegenüber  und  der  dritte 
dem  Winkel  y.  Nach  den  ersten  Regeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  hat  man  also 

sin  cp  SS  sin  y  sin  (&  -f-  co) 
tang  (tfj  —  et)  =  cos  y  tang  (&  -f-  w) 
und  da  der  Winkel  #  als  Function  von  t,  nach  dem  Vor- 
hergehenden bekannt  ist ,  so  ist  es,  vermittelst  dieser  Formeln, 
auch  jeder  der  Winkel  <p  und  \p. 

Wenn  die  gegebene  Ebene ,  auf  welcher  man  den  Win- 
kel ip  zählt,  die  Ekliptik  ist,  und  die  Linie  OE,  von  welcher 
aus  man,  nach  der  Richtung  der  Bewegung  der  Erde,  diesen 
Winkel  zählt,  diejenige  ist,  welche  von  der  Sonne  zum  Punkte 
der  Frühlingsäquinoctie  gezogen  ist,  so  nennt  man  die  Win- 
kel yj  und  (p  die  Länge  und  Breite  des  Planeten,  den  man 
betrachtet.  Die  Linie  N O N'  ist  die  Knotenlinie  seiner 
Bahn,  geht  der  Planet  nach  der  nördlichen  Seite,  wenn  er 
die  Ebene  der  Ekliptik  im  Punkte  N  durchschneidet,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  den  aufsteigenden  Knoten,  jV"  ist  der 
niedersteigende.  Je  nachdem  sich  der  Planet  nördlich 
oder  südlich  von  der  Ekliptik  befindet,  ist  seine  Breite  po- 
sitiv oder  negativ  und  der  Winkel  MON  oder  &  -f-  «  gröber 

oder  kleiner  als  180°      Der  Winkel  (p  erstreckt  sich  von 
—  900  bi8  zu  90o  Ulld  der  Winkel  MONj  80  wie  die  LÄ 

Jtf'O^von  Null  bis  zu  360°. 
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Nimmt  mau  slalt  des  Punktes  O  den  Mittelpunkt  der 
Erde,  und  den  Aequator  für  die  gegebene  Ebene,  auf  welcher 
man  den  Winkel  tfj  zahlt  und  als  Anfang  dieses  Winkels  die 
Linie  OE,  welche  von  diesem  Punkte  nach  dem  ersten  Punkte 
des  Widders  geht,  so  sind  alsdann  die  Winkel  und  (p  die 
gerade  Aufsteigung  und  Declination  des  Planeten. 
Wendet  man  die  vorhergehenden  Formeln  auf  die  scheinbare 
Bewegung  der  Sonne  um  die  Erde  an,  so  hat  man  a  =  of  / 
ist  die  Schiefe  der  Ekliptik  und  man  mufs  für  &  -f-  w  die 
Länge  der  Sonne  nehmen;  hieraus  folgt,  dafs,  wenn  man 
diese  Länge  mit  A  bezeichnet, 

sin  (p  =  sin/  sinA,    tang  tfj  =  cos  /  tangA, 
und  zugleich 

sin  /  tang  xlj 
bin  <p  =  —  - 

ist.  ▼  cos2  /  -f-  tang2^/ 

Die  gröfsten  nördlichen  und  südlichen  Declinationen  ent- 
sprechen A  =  90°  und  A  =  270°,  und  siud  rt:  /.  Dieser 
Winkel  /  ist  auch  der,  welchen  die  Axe  der  Erde  mit  der 
Linie  macht,  die  auf  der  Ebene  der  Ekliptik  senkrecht  steht; 
es  findet  sich  bei  demselben  eine  kleine  Ungleichheit,  die  man 
die  Nutation  nennt,  und  deren  Periode  ungefähr  18  Jahre 
ist,  und  das  Maximum  derselben  beträgt  nur  9",  4.  Seiu 
mittlerer  Werth  war  im  Anfange  von  1800 

/  =  23° 27' 55" 
und  nimmt  jährlich  um  0",  45692  ab. 

224. 

In  allem  Vorhergehenden  wurde  die  Kraft  unberücksich- 
tigt gelassen,  welche  auf  jeden  Planeten  wirkt,  dessen  Be- 
wegung, nach  den  Angaben  der  Erfahrung  und  ohne  auf  die 
Grundsätze  der  Mechanik  zurück  zu  gehen,  bestimmt  wurde. 
Jetzt  sollen  die  Gesetze  dieser  Kraft  bestimmt  werden,  wie 
früher  ({.  217)  bemerkt  worden  ist. 

Aus  dem  ersten  Kepplerschen  Gesetze  folgt,  dafs  die  Kraft, 
die  jeden  Planeten  in  seiner  Bahn  festhält,  immer  nach  dem 
Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet  ist.  Wiewohl  diese  noth- 
wendige  Folge  des  Gesetzes,  dafs  die  Flächen  den  Zeiten  pro- 
portional sind ,   schon  aus  den  Gleichungen  der  Bewegung 
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(J.  155)  abgeleitet  worden  ist,  so  wird  es  docli  nicht  über- 
flüssig seyn,  liier  einen  synthetischen  Beweis  zu  geben. 

Sey  MiM  (Fig.  54)  die  Seite  der  Trajectorie,  welche  der 
Weltkürper  während  der  unendlich  kleinen  Zeit'T  beschreibt. 
Wirkte  keine  Kraft  auf  denselben,  wenn  er  im  Punkte  M 
angekommen  ist,  so  würde  er,  in  einer  anderen  Zeit  r,  einen 
Theil  Mm  der  Verlängerung  MT  von  M1M,  der  gleich 
MXM  ist,  beschreiben.  Vermöge  der  Kraft,  welcher  er  un- 
terworfen ist,  wird  er  sich  aber,  in  diesem  zweiten  Zeiträume, 
nach  einem  anderen  Funkte  M'  hin  bewegen.  Sey  MK  die 
Richtung  dieser  Kraft  im  Punkte  M;  man  kann  annehmen, 
dafs  sie,  während  der  Zeit  % ,  mit  sich  selbst  parallel  bleibt, 
und  wenn  man  alsdann  die  gerade  Linie  mM'  zieht,  so  wird 
diese  mit  MK  parallel  seyn  (§.148).  Ist  aber  C  der  feste 
-Mittelpunkt,  um  welchen  der  Radius  Vector  CM  Flächen  be- 
schreibt, die  den  Zeiten  proportional  sind,  so  werden  die 
Dreiecke  Mi  CM  und  MCM',  welche  die  Flächen  sind,  die 
in  zwei  gleichen  Zeiträumen  besclirieben  werden,  gleich  grofs 
seyn,  die  Dreiecke  MXCM  und  MCm  sind  es  aber  auch, 
weil  ihre  Spitzen  in  demselben  Punkte  C  liegen  und  ihre 
Grundlinien  MXM  und  Mm  gleich  sind  und  auf  derselben 
Grundlinie  liegen.  Daher  sind  die  Dreiecke  MCm  und  MCM' 
gleich  grofs,  und  da  sie  dieselbe  Grundlinie  M C  haben ,  so 
mufs  die  gerade  Linie  mM',  welche  ihre  Spitzen  verbindet, 
dieser  Grundlinie  parallel  seyn.  Folglich  fällt  die  Linie  MK, 
die  m  M  parallel  ist,  mit  CM  zusammen.  In  jedem  Punkte 
M  der  Trajectorie,  ist  daher  die  Richtung  M  K  der  Kraft, 
die  des  Radius  Vector  MC,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Ist  umgekehrt  die  Kraft,  welche  auf  den  Körper,  in 
einem  beliebigen  Punkte  M  wirkt,  nach  MC  gerichtet,  so  wird 
die  gerade  Linie  mM'  diesem  Radius  Vector  parallel  seyn. 
Die  beiden  Dreiecke  M'CM  und  MCm  sind  gleich  grofs 
und  daher  auch  die  beiden  Dreiecke  M'CM  und  MXCM. 
Da  die  Flächen,  welche  der  Radius  Vector  um  den  Punkt  C, 
in  zwei  aufeinander  folgenden  uud  gleichen  Zeiträumen  be- 
schreibt, gleich  sind  und  dies  in  der  ganzen  Ausdehnung  der 
Trajectorie  statt  hat,  wenn  die  Kraft,  welche  auf  den  Kür- 

• 

per  wirkt,  immer  nach  diesem  Punkte  gerichtet  ist,  so  folgt 
daraus,    dafs  die  in  gleichen  Zeiten   beschriebenen  Flächen 
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gleich  lind,  in  beliebigen  Zeiten,  diesen  Zeiten  proportional 
seyn  -werden. 

Sey,  wie  in  f.  218,  M  die  Lage  des  Planeten  am  Ende 
der  Zeit  t  (Fig.  52).  Man  behalte  alle  Bezeichnungen  dieses  {. 
bei,  so  dafs  r  und  &  der  Radius  Vector  und  der  Winkel 
AI  OB  sind.  Man  bezeichne  aufserdem  durch  x  und  y  die 
beiden  rechtwinkligen  Coordinaten  OP  und  PM9  die  auf  die 
/ixen  Ox  und  Oy  bezogen  sind,  von  welchen  die  erste  durch 
das  Perihelium  B  geht;  alsdann  hat  man 

x  =  r  cos&,   y  =  r  sin#,    x2  -f-  y2  =  r2. 

Sey  auch  B  die,  der  Gröfse  nach  unbekannte,  beschleu- 
nigende Kraft,  welche  auf  den  Planelen  wirkt.  Diese  Kraft 
ist,  wie  man  so  eben  gesehen  hat,  nach  dem  Radius  Vector 
gerichtet,  und  wirkt  vom  Punkte  M  gegen  den  Punkt  O, 
weil  die  Trajectorie  ihre  Concavitat  nach  der  Sonne  hin  wen- 
det.    Die  Cosinus  der  Winkel,  die  sie  mit  den  Verlängerun- 

x  y 

gen  von  x  und  y  macht,  sind  daher  und  — — .  Daher 

sind  die  Gleichungen  der  Bewegung 

d2x  x      d2y  y 

dtt  =  -R7'  dT*=~     r  (1) 

Nennt  man  noch  immer  v  die  Geschwindigkeit  im  Punkte 
AI,  so  hat  man 


dx2  dy 2 
—  'dt2   +  dt2' 


2  — 


und,  wenn  man  differentiiert , 

,    „       d2x  7      .   d2y  . 

l  d.v2  =   dx  4-  -r4  dy, 

*  dt2         *  dt2  J 

folglich  findet  man,  wenn  man  die  Gleichungen  (l)  zusam- 
men addiert,  nachdem  man  sie  mit  dx  und  dy  multipliciert 
hat  und  bemerkt,  dafs  xdx  -\-  ydy  =  rdr  ist, 

\d.v2  =  —  Bdr. 
Bei  der  elliptischen  Bewegung  hat  man  aber  ({.222) 

p2  =  Hl  —  £t 
r         a  9 

wenn  man/  4?I2a3 
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setzt ;   folglich  hat  man 


woraus  hervorgeht,  dafs  die  Kraft,  welche  auf  jeden  Planeten 
wirkt,  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Ab- 
Standes  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  steht. 

Die  Grufse  dieser  Kraft  ist,  in  der  Einheit  der  Entfer- 
nung, gleich  f$\  sey  /*'  das,  was  sie  für  einen  anderen  Pla- 
neten wird,  dessen  halbe  grofse  Axe  und  Umdrehungszeit 
durch  a   und  T  bezeichnet  werden,  so  hat  man  auch 

Nach  dem  dritten  Kepplerschen  Gesetze  ist  aber 

T2  _  q* 
T'i  ~~  V*' 

woraus 

a*_         a'5         _  , 

folgt;  daher  ist  die  beschleunigende  Kraft  R ,  für  zwei  ver- 
schiedene Planeten,  in  der  Einheit  des  Abstand  es  und  allge- 
mein, in  demselben  Abstände  von  der  Sonne,  dieselbe. 

Die  bewegende  Kraft  eines  jeden  Planeten  ist  daher  von 
seiner  besonderen  Beschaffenheit  unabhängig  und  seiner  Masse 
proportional,  so  wie  dies  auch  bei  den  Gewichten,  an  der 
Oberfläche  der  Erde  der  Fall  ist.  Sie  ändert  sich  von  einem 
Planeten  zum  anderen  nach  demselben  Gesetze,  wie  von  einer 
Lage  desselben  Planeten  zu  einer  anderen,  und  wenn  zwei 
Planeten  in  demselben  Abstände  von  der  Sonne  wären  und 
sich  selbst  überlassen  würden,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit 
zu  haben,  so  würden  sie  mit  derselben  Bewegung  nach  der 
Sonne  hin  fallen  und  sie  in  derselben  Zeit  erreichen. 

Durch  die  drei  Kepplerschen  Gesetze  lernt  man  also  die 
Kraft  vollständig  kennen,  welche  die  Planeten  in  ihren  Bah- 
nen zurückhält.  Das  Gesetz  der  den  Zeiten  proportionalen 
Flächen  zeigt  uns,  dafs  diese  Kraft  beständig  nach  dem  Mit- 
telpunkte der  Sonne  gerichtet  ist,  das  der  elliptischen  Bewe- 
gung, oder  der  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit,  welchen 
man  aus  diesem  Gesetze  und  dem  vorhergehendet]  ableitet, 
zeigt  uns,  dafs  ihre  Intensität,  für  denselben  Planeten,  sich 
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im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Abstände»  von  der  Soune 
ändert.  Endlich  schliefsen  wir  aus  dem  Gesetze ,  dafs  die 
Quadrate  der  Umlaufszeiten  den  dritten  Potenzen  der  grofsen 
Axen  proportional  sind ,  dafs  die  Intensität  der  bewegenden 
Kraft,  in  gleichem  Abstände  vom  Mittelpunkte  der  Sonne,  den 
Massen  eines  jeden  Planeten  proportional  und  von  seiner  be- 
sonderen Beschaffenheit  unabhängig  ist. 

226. 

Newton  hat  die  Kepplerschen  Gesetze,  so  wie  die  daraus 
sich  ergebenden  Folgerungen  rücksichtlich  der  Kraft,  die  auf 
die  Korper  wirkt,  auch  auf  die  Kometen,  in  ihrer  Bewegung 
um  die  Sonne,  und  auf  die  Satelliten,  in  ihrer  Bewegung 
um  die  Planeten ,  ausgedehnt. 

Die  Kometen  unterscheiden  sich,  in  ihrer  Bewegung,  von 
den  Planeten  nur  dadurch,,  dafs  sie,  wegen  der  Entfernung 
ihrer  Aphelien ,  nur  zuweilen  sichtbar  sind ;  was  die  Bestim- 
mung ihrer  Bahn  sehr  schwierig  macht.  Indessen  giebt  es 
jetzt  drei  Kometen,  deren  Bahnen  und  Umlaufszeiten  man 
fast  ebenso  genau,  wie  die  der  Planeten,  kennt.  Bei  den 
anderen  Kometen,  berechnet  man  die  Bewegung  näherungs- 
weise,  indem  man  für  die  Trajectorie,  auf  der  kurzen  Strecke, 
in  welcher  jeder  Komet  sichtbar  ist,  eine  Parabel  nimmt, 
deren  Brennpunkt  im  Mittelpunkte  der  Sonne  ist,  und  die 
Voraussetzung  beibehält,  dafs  die  Flächen,  welche  der  Radius 
Vector  um  diesen  Punkt  beschreibt,  bei  jedem  Kometen,  den 
Zeiten  proportional  sind.  Dieser  Fall  ist  in  den  vorhergehen- 
den Formeln  der  elliptischen  Bewegung  enthalten,  wenn  man 

a  =  00,    «  (1  —  e)  =  b 
setzt,  wo  b  den  Abstand  des  Perihelium  OB  bezeichnet,  der 
eine  endliche  Gröfse  ist. 

Die  Massen  der  Kometen  sind  im  Verhaltnifs  zu  denen 
der  Planeten  sehr  klein  und  scheinen  ganz  anderer  Art  zu 
seyn.  In  Folge  des  dritten  Kepplerschen  Gesetzes  verhalten 
sich  die  bewegenden  Kräfte  zweier  Kometen,  oder  eines  Ko- 
meten und  eines  Planeten,  in  demselben  Abstände  von  der 
Sonne,  wie  ihre  Massen,  und  ihre  beschleunigenden  Kräfte 
sind  gleich.  Ebenso  ist  es  bei  verschiedenen  Trabanten  des-  * 
selben  Planeten,  nicht  aber  bei  Trabanten  verschiedener  Pla- 
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neten,  oder  bei  einem  Trabanten  und  einem  Planeten;  denn 
da8  Gesetz  der  Proportionalität  der  Quadrate  der  Umlaufszeilen 
und  der  dritten  Polenzen  der  grofsen  Axen  hat  nur  bei  den 
Korpern  statt,  die  sich  um  denselben  Mittelpunkt  bewegen. 
Wir  werden,  in  der  Folge,  das  Verhältnifs  nachweisen,  wel- 
ches zwischen  den  bewegenden  Kräften  zweier  Trabanten,  die 
zu  verschiedenen  Planeten  gehören,  und  zwischen  denen  eines 
Planeten  und  eines  Trabanten  statt  findet. 

Man  bemerke  noch,  dafs  man  in  der  neuesten  Zeit  die 
Gesetze  der  elliptischen  Bewegung  auf  die  Doppelsterne  aus- 
gedehnt hat,  bei  welchen  eine  drehende  Bewegung  des  einen 
Sterns  um  den  anderen  entdeckt  worden  ist,  und  dafs  ihre 
wechselseitigen  Lagen,  die  nach  diesen  Gesetzen  berechnet 
worden  sind,  so  gut,  als  es  sich  erwarten  liefs,  mit  den  beob- 
achteten Lagen  zusammen  stimmen. 

*  ■ 

227. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aenderungen  untersuchen,  welche 
der  Widerstand  eines  sehr  feinen  Aethers,  der  sich  um  die 
Sonne  herum  befindet,  auf  die  elliptische  Bewegung  der  Pla- 
neten hervor  bringen  würde.  Ihre  Abplattung  und  die  Rei- 
bung der  Flüssigkeit  gegen  ihre  Oberfläche,  könnten  ihren 
Schwerpunkt  aus  der  Ebene  ihrer  Bahn  heraus  bringen.  Ich 
werde  diese  zwei  Umstände  unberücksichtigt  lassen,  und  es 
handelt  sich  daher  nur  um  die  Bildung  der  Gleichungen  der 
Bewegung  dieses  Punktes,  wenn  man  zugleich  die  Centrai- 
kraft, die  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrates  des  Ab- 
slandes steht,  und  die  Tangentialkraft,  die  vom  Widerstande 
des  Mittels  herrührt,  berücksichtigt. 

Ich  nehme,  wie  bei  der  Bewegung  der  geworfenen  Kör- 
per in  der  Luft,  an,  dafs  dieser  Widerstand  dem  Quadrate 
der  Geschwindigkeit,  der  Dichtigkeit  des  Mittels  und  der  Ober- 
flache  jedes  Planeten  proportional  ist;  die  hieraus9  entsprin- 
gende beschleunigende  Kraft  wird  aufserdem  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  Masse  des  Körpers  stehen,  ich  bezeichne  sie 
ds2 

durch  q  -7~ indem  ich  durch  ds  das  Element  der  Trajectorie 

und  durch  p  einen  sehr  kleinen  Coefficienten  bezeichne,  der, 
für  denselben  Planeteu,  der  Dichtigkeit  des  Mittels  proportio- 
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nal  ist.  Bemerkt  man,  dafs  die  Richtung  dieser  Kraft  der 
Geschwindigkeit  des  Körpers  entgegengesetzt  ist,  und  bezeich- 
net man  noch  immer  die  Hauptkraft,  die  nach  dem  Mittel- 
punkte der  Sonne  gerichtet  ist,  durch      in  der  Einheit  des 

Abslandes  und  durch  ~  in  dem  Abstände  r,  so  müssen  die 

Gleichungen  (l)  durch  folgende  ersetzt  werden: 

d2x    ,    fix    ds  dx 

~dT2        7*   ~  ~  9  dl  dt 


(2) 


Wendet  man  die  Polarcoordinaten  an,  so  kann  man  aus 
denselben,  ohne  Schwierigkeit,  die  folgenden  Gltichungen 

"  r7^  ~<lr  "~  ~  ^2  (3) 

d.r2d&  =  —  gr2d&ds  ) 
ableiten,  die  eine  Umbildung  derselben  sind. 

228. 

Wenn  man  die  zweiten  Theile  vernachlässigt,  so  verwan- 
deln sich  die  Gleichungen  (2)  in 

d2x    .    11  x  d2y    ,    iiy  . 

und  die  Gleichungen  (3)  in  folgende: 

Diesen  Gleichungen  (5)  kann  man,  vermittelst  der  For- 
meln (a),  (b),  (c)  des  {.220  Genüge  leisten;  diese  Formeln 
sind  nicht  die  vollständigen  Integrale  derselben,  weil  sie  nur 
zwei  willkührliche  Constanten  a  und  e  enthalten.  Wenn  man 
aber  bemerkt,  dafs  die  Gleichungen  (5)  die  Veränderlichen 
&  und  t  nicht  entwickelt  enthalten,  und  dafs  nur  deren  Dif- 
ferentiale d&  und  dt  in  denselben  vorkommen,  so  -schliefst 
man  hieraus,  dafs  die  Formeln  des  angeführten  {.  auch  noch 
diesen  Gleichungen  Genüge  leisten  müssen,  wenn  man  zu  / 
und  &  beliebige  Constanten  hinzufügt.  Auf  diese  Weise  wer- 
den die  vollständigen  Integrale  der  Gleichungen  (5)  und  daher 
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auch  die  der  Gleichungen  (4)  durch  folgendes  System  von 
Formeln : 

r  5=  a  (1  — e  cosw)  *J 
+  « — w  =  m  —  esina  ! 

tang        — o>)  ==         L±l  lang 

1  —  «  J 

ausgedrückt,  wo  a,  e,  10  die  vier  willkührlichen  Constan- 
ten sind  und  n  eine  Constante  bedeutet,  die  mit  a  durch 
die  Gleichung 

a5  n2  s=  ^ 

verbunden  ist,    welche   sich  aus  ^  =  =  fj 

durch  die  Elimination  von  T  ergiebt. 

Der  Werth  Null  der  Veränderlichen  u  entspricht  immer 
dem  kleinsten  Werthe  von  r  oder  dem  Perihelium  B  (Fig.  52). 
Für  u  =  o  hat  man  #  =  w,  so  dafs  nun  #  den  "Winkel  MOE 
bezeichnet,  welcher  von  der  geraden  Linie  OE  an  gezählt 
wird,  die  einen  Winkel  BOE  =  w,  mit  05  einschliefst. 
Wird  der  Werth  von  &  in  eine  Reihe  entwickelt,  so  nimmt 
er  die  Form 

#  =  TZ*  -f-  $  #2 
an,  wenn  man  durch  #x  seinen  periodischen  Theil,  der  nach 
Sinus  der  wachsenden  Vielfachen  von  nt  -J-  «  —  w  geordnet 
ist,  bezeichnet.  Dieser  Winkel  #  ist  die  wahre  Länge  des 
Planeten,  in  der  Ebene  seiner  Bahn,  am  Ende  einer  beliebigen 
Zeit  /;  nt  -f  e  drückt  seine  mittlere  Länge  für  denselben 
Zeitpunkt  aus,  e  seine  mittlere  Lange  für  die  Epoche,  von 
welcher  an  man  die  Zeit  t  zählt  und  w  die  Länge  seines 
Periheliums. 

229. 

Kennt  man  die  vollständigen  Integrale  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  wie  die  Gleichungen  (4),  so  kann  man 
daraus  die  Integrale  eines  anderen  Systems  von  Differential- 
gleichungen, wie  die  Gleichungen  (2)  sind,  welche  sich  von 
den  ersteren  nur  durch  sehr  kleine  Glieder  unterscheiden,  ab- 
leiten, und  zwar  vermittelst  einer  Methode,  von  welcher  die 
Mathematiker  die  glücklichsten  Anwendungen  auf  die  Mecha- 
nik des  Himmels  gemacht  haben,  und  die  ich  nun,  bei 
Gelegenheit  der  Aufgabe,  die  uns  beschäftigt,  erläutern  will. 
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Die  Werthe  von  x  und  y,  die  den  Gleichungen  (4)  Ge- 
nüge leisten,  haben  die  Form 

*  =J(*>  a>  *>  *>  «0>  y  —  F($9  a,  e,  *,  o»), 
wo  j  und  F  gegebene  Functionen  sind.  Damit  diese  Werthe 
den  Gleichungen  (4)  Genüge  leisten,  so  betrachte  ich  a,  e,  e,  n 
wie  neue  Veränderlichen ,  die  bestimmt  werden  sollen.  Da 
diese  Unbekannten  aber  vier  an  der  Zahl  sind,  und  die  Glei- 
chungen (2)  nur  zwei,  so  kann  man  zwei  willkührliche  Hülfs- 
gleichungen  bilden.    Ich  setze  daher 

da  de  de  du  I 

dF  dF  dF  dF  f  ^ 

da" da  +  37  de  +  57  de  +  7u>  d(a  -  °  J 

oder,  mit  anderen  Worten,  ich  setze  die  Theile  von  dx  und 
dy,  welche  von  den  Veränderungen  von  «,  e,  e,  u  herrüh- 
ren, gleich  Null.    Auf  diese  W'eise,  6ind  die  vollständigen 

dx         dy  • 
Werthe  —  und  einfach 
dt  dt 

dx  _  dj     dy  _  dF 

dt  dt1  dt  dt 
DifTerentiiert  man  von  Neuem,  so  hat  man 
d2x  d2j  d2J  da  d2/  de  d2J  de  d2 J  dm 
dt2~~  dt2  '  dt  da  dt  '  dt  de  dt  *  dt  de  dt  *~  dt  du  dt 
d2y  d2F  d2F  da  d*F  de  d*F_  de  d2F  da 
dt2~~ dt2^ dtda  dt~*~  dtded~t*"dide  dt*"  dt  du  dt 
Es  wurde  aber  angenommen ,  dafs  die  vorhergehenden 
Werthe  .von  x  und  y  den  Gleichungen  (4)  Genüge  leisten, 
wenn  man  a,  ef  e,~u  als  willkührliche  Constanten  betrach- 
tet, man  hat  daher 

d*f   ,   px  d2F       /»y  _ 

dt2  +  r*  ~~  °'     dt2         r*  °' 

folglich  hat  man,  wenn  man  die  vollständigen  Werthe  von 

d2x  d2y 

und  -j~  in  die  Gleichungen  (2)  substituiert: 

d2f  ,  d*f  .  ,   d2f   ,  .   d2f,  dsdx7} 

dtda  dt  de  1   dt  de         dt  du  vdt  dt  I 

d2I !  .  rfa.F,  ,  tf2/?  .  ,  a?*F  ^rfv,  Kc) 

dtda  1  dtde  1  d/rf*  1  dtdu  x  dt  dt 
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und  das  System  dieser  vier  Gleichungen  (A)  und  (c)  dient  dazu, 
die  Grüfsen  a,  e,  e,  w,  in  Functionen  von  t  ausgedrückt, 
zu  bestimmen. 

230. 

-  Im  Allgemeinen  würde  diese  Ersetzung  der  zwei  Glei- 
chungen (2),  die  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  durch  vier 
Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung,  gar  keinen  Vor- 
theil bringen.  Da  aber  die  Werthe  von  da,  de,  de,  dm, 
die  man  aus  den  Gleichungen  (6)  und  (c)  ableitet,  den  Coeffi- 
cienten  q  des  Widerstandes,  der  eine  sehr  kleine  Grüfse  ist, 
zum  Factor  haben,  so  sind  die  veränderlichen  Theile  von 
a,  e,  e,  (o  ebenfalls  sehr  klein,  und  wenn  man  das  Quadrat 
von  q  vernachlässigt,  so  kann  man  a,  e,  e,  m,  in  den  Aus- 
drücken für  da,  de,  de,  dio,  als  Conslanten  ansehen,  wo- 
durch die  Berechnung  der  veränderlichen  Theile  von  a,  e,  e,  vt 
auf  die  Quadraturen  zurückgeführt  wird.  Durch  die  Methode 
der  alimälichen  Annäherungen,  erhält  man  daher  Werthe 
dieser  Grüfsen,  die  nach  den  Potenzen  von  q  geordnet  und 
so  genau  sind  als  man  will.  Wir  wollen  bei  der  ersten  Po- 
tenz von  q  stehen  bleiben. 

Die  Gleichungen  (a)  geben,  wenn  man  die  veränderlichen 
Wrerlhe  von  a,  e,  e,  (a  in  dieselben  substituiert  hat,  wie  bei 
der  elliptischen  Bewegung,  die  Werthe  von  r  und  &  in  Func- 
tionen der  Zeit  ausgedrückt.  Die  Trajeclorie  ist  noch  immer, 
eine  Ellipse,  deren  Elemente  sich  aber  immerfort  andern. 
Nimmt  man  an,  dafs  man  in  jedem  Augenblicke  die  constante 
Ellipse  conslruiert,  welche  den  Werthen  der  Elemente  in  die- 
sem Augenblicke  entspricht,  so  sind  die  Ordinaten  x  und  y 
und  ihre  Differentiale  dx  und  dy,  in  Folge  der  Gleichungen 
(6) ,  dieser  Ellipse  und  der  Trajectorie  gemeinschaftlich ,  welche 
daher  alle  die  constanten  Ellipsen  berühren  wird.  Aus  dem- 
selben Grunde  sind  auch  die  Ausdrücke  für  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  und  deren  Seitengeschwindigkeiten,  bei  der 
elliptischen  und  bei  der,  durch  den  Widerstand  des  Mittels 
geänderten  Bewegung  dieselben,  und  werden  durch  die  For- 
meln (d)  des  {.222  bestimmt, 

231. 

Man  bemerke,  dafs  man  identisch 

nt  zzfndt  +ftdn 
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hat,  wenn  man  daher  das  Integral  ftdn  in  der  unbekannten 
Grüfse  e  mit  begreift,  so  kann  man  daher  statt  der  zweiten 
Gleichung  a  schreiben 

fruit  -j-  6  —  (o  r=  u  —  e  sin  w  (r/) 
Alsdann  mufs  man  zu  gleicher  Zeit,  wenn  man  in  den 
Gleichungen  der  elliptischen  Bewegung  die  Conslanten  a,e,e,(a 
in  ihre  veränderlichen  Werthe  umwandelt,  auch  fit  durch 
das  Integral  J'ndt  ersetzen,  welches  wir  gleich  Null  setzen, 
wenn  tz=o  ist.  Die  Grüfse  n,  die  es  enthält,  kann  aus  a, 
vermittelst  der  Formel 

n  — 

«  y  a 

abgeleitet  werden,  die  durch  die  Gleichung  a5//2  —  ^  des 
{.  228  gegeben  ist.  Dieses  Integral  Jndt  drückt  die  mittlere 
Bewegung  des  Planeten  aus  (§.219),  wenn  sie  durch  den 
Widerstand  des  Mittels  geändert  ist,  und  das  Differential  der 
mittleren  Bewegung  ist  demnach,  ebensowohl  bei  der  gestör- 
ten als  bei  der  elliptischen  Bewegung,  gleich  ndt. 

Im  Perihelium  ist  der  Winkel  S  —  w  gleich  Null  oder 
einem  Vielfachen  von  360°,  und  in  Folge  der  ersten  Gleichung 
(aj  ist  dies  auch  bei  dem  W  inkel  u  der  Fall ;  daher  wird 
die  Grüfse  fiult  -f-  *  —  während  des  zwischen  auf  ein- 
ander folgenden  Rückkehren  des  Planeten  zum  Perihelium 
verlliefsenden  Zeilraums,  um  360°  zunehmen,  wodurch  mau 
diesen  Zeitraum  bestimmen  kann,  wenn  man  n,  e,  w  in 
Functionen  von  t  ausgedrückt,  kennt.  Die  Umlaufszeit,  d.h. 
der  Zeitraum,  der  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Rückkehren  des  Planeten  zu  demselben  festen  Punkte  ver- 
flicfst,  ist  diejenige,  welche  einem  solchen  Zuwachse  der 
wahren  Länge  #  entspricht. 

232. 

Wir  können  die  Gleichungen  (b)  und  (r)  durch  andere 
gleichgellende  Gleichungen  ersetzen,  aus  welchen  man  leicht 
die  W'erthe  von  da,  de,  de,  dm  ableiten  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  bemerke  man,  dafs,  wenn  eine  belie- 
bige Gleichung 

(p  (nt,  r,  <&,  a,  e,  e,  w)  —  o 
bei  der  elliptischen  Bewegung  statt  hat,  sie  auch  noch  bei 

23 
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der  durch  den  Widerstand  des  Mittels  geänderten  Bewegung 
Matt  finden  wird,  wenn  man  a,  e,  e,  cw  als  Veränderliche, 
die  durch  die  Gleichungen  (b)  und  (c)  bestimmt  sind,  betrach- 
tet, und  fndt  an  die  Stelle  von  nt  setzt.  Das  Differential 
der  Function  (p  ist  daher  Null,  sey,  dafs  man  es,  im  ersten 
Falle,  in  Beziehung  auf  nt,  r,  &,  oder,  im  zweiten,  in  Be- 
ziehung auf  fndt,  r,  &,  a,  e,  €,  w  nimmt.  Da  aber  r 
und  &  Functionen  von  x  und  y  sind,  so  sind  ihre  DifFeren- 
tiale  in  beiden  Fällen,  vermöge  der  Gleichungen  (1>),  dieselben. 
Lafst  man  daher,  in  dem  vollständigen  Integrale  von  den 

Theil  d.nt  +  j£  dr  +         dO,  welcher  für  sich 

Null  ist,  weg,  so  hat  mau 

Hat  man  demnach,  in  der  Gleichung  (2)  des  f.  218,  #  —  « 
statt  &  gesetzt,  so  findet  man  hieraus 

r  +  re  co8(#  —  w)  =  a(i  —  e2). 
Diflerentiiert  man,  wie  so  eben  gesagt  wurde,  so  hat  man  daher 
rcos  ^c/.ecosw  +  r  sin  d  d  .  e  sin  o>  =  d.a(t  — e2)  (e) 

Ich  differentiiere  ebenso  die  erste  Gleichung  (a)  und  die 
Gleichung  (c?);   dies  giebt 

(1  —  e  cosw)  da  —  a  cos  ude  -\-ae  s'mudu  =  o 

de  —  dio  +  sin  ude  —  (1  —  e  cos  u)  du  z=z  o 

wenn  man  u  wie  eine  Function  von  a,  e,  e,  o>  betrachtet. 

Ich  eliminiere  du  aus  diesen  zwei  Gleichungen,  so  er- 
giebt  sich 

(l  —  e  cos u)2da  -f-  a{e  —  cos u)  de  -f-  ae  sin u  {dt — do))=zo. 
Setzt  man  aber  in  den  Formeln 

1  —  fang2  \  u       .               2  taug  \  u 
cos  u  =  —  sin  u  =  —  

1  +  tang2  >  u'  i  +  tang2  \  u 

an  die  Stelle  von  tang  £  u  seinen  Werth,  der  durch  die  dritte 
Gleichung  («)  gegeben  ist,  so  hat  man 

cosu  =  e  +  COS^-°>\,    sin  u  =  V^T^sin^-*,) 

l  +  ecos(#— w)  l+ecos^-w) 
wodurch  die  vorbeigehende  Gleichung  in 


Digitized  by  Google 


355 


übergeht  Was  wir  in  Beziehimg  auf  die  Gleichung  9,  =  o 
sagen,  läfst  sich  aucli  auf  den  Fall  anwenden,  wenn  die  Func- 
tion tp  erste  Differentiale  von  r  und  &  enthalt.  So  hat  man 
hei  der  elliptischen  Bewegung 

dr2  +  r2d&2       2^  fc 
dt2  r    ~~  ~  ~a~ 

r2d&  =z  yT /tia(t—e2)di 

wenn  man  yTfta  statt  a2n  in  den  Werth  von  r2d&  des 
f.  220  setzt.  Da  aber  die  Differentiale  dr  und  d&,  so  wie 
r  und  &,  dieselben  bleiben,  wenn  a,  e,  e,  w  veränderlich 
werden,  so  folgt  daraus,  dafs  diese  zwei  Gleichungen  auch 
noch  bei  dieser  Annahme  bestehen  werden.  Vergleicht  man 
demnach  ihre  vollständige  Differentiale  mit  den  Gleichungen 
(3)  des  f.  228,  so  findet  man 

d.  —  =  2  o  (—  —  — ^  ds  1 

a  L_y    aJ   ig) 

d.V  «(1—  e2)  =  —  Q>f  a(l  —  e2)ds) 

Nun  kann  man   aus  den  vier  Gleichungen  (e),  (/),  (g) 

sehr  leicht  die  Werthe  von  da,  de,  de,  dw  finden;  setzt  mau 

für  /  seinen  Werth,  nemlich 

a(l— e2) 
/•  —  _  

1  -f-  e  cos  (&  —  w) 
um  sie  nur  als  Functionen  des  Winkels  &  auszudrücken ,  so 
findet  man 

da  =  —  [i  +  2ecos(#  —  io)  +  e2]ds 

1  —  e* 

de  =  —  2  q  [e  -f-  cos  (&  —  w)] rfo 
crfw  «-2(i  [sin      —      </s  /  '  ' 

,  ,    2  oe  sin     —  «)  [_\T  1  — e2  -  e2— e  cos(fl-— w)] 

««  —  H  ;  

[l  +  e  cos(#  —  «)]  (1  +  V  1  — e2) 
der  Werth  von  <J$,  den  man  in  diese  Formeln  substituieren 

■ 

mufs,  ist   

ds  «  f^r2+  djLd&, 

23* 
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und  wenn  man  in  diesen  Ausdruck  den  Werth  von  r  sub- 
sumiert, so  wird  er     

a(l~-e2)\T  l  +  2ecos  (fr  —  a)  +  e2 
dS  -  [1  +  e  cos  (*  -  m)P 

Man  integriert  die  zweiten  Tlieile  der  Gleicliungen  (&), 
indem  man  rt,  e,  e,  w  als  Constanten  betrachtet,  wie  früher 
bemerkt  worden  ist,  und  wenn  der  Cocfficieut  q  als  Function 
von  r  gegeben  seyn  wird,  und  folglich  auch  als  Function 
von  so  kann  man  daraus,  nach  der  Methode, der  Quadra- 
turen, oder  durch  die  Auflösung  in  eine  Reihe,  die  veränder- 
lichen YVerthe  von  a,  e,  f  ,  w  ableiten,  die  in  die  Gleichun- 
gen, der  elliptischen  Bewegung  substituiert  werdeü  müssen. 

233. 

Wenn  die  Excentricität  e  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist ,  so 
werden  die  Formeln  (//),  wenn  man  sie  auf  ihren  wesent- 
lichsten Theil  reduciert, 

da  =  —  2oa2d&,  de  =  —  2  ort  cos(#— -  w)d& 
edoa  =  — 2  oa  sin  (S — w)d&,  de  =  2  gae  sin  (S — w)d&, 
und  man  kann  in  denselben  den  Coefficienten  q  als  eine  con- 
stante  Gröfse  ansehen.  Integriert  man,  und  bezeichnet  durch 
£a,  de,  da),  de  die  veränderlichen  Theile  von  rt,  e,  t,  w,  so 
hat  man  daher 

da  =  —  2q(i25 
de  =  —  2  ort  sin  (ß  —  w) 
edw  =       2  ort  cos  (3  —  w) 
=  —  2  gae  cos (3  — w). 
Bezeichnet  man  durch  6*«  den  entsprechenden  Theil  von 

w  ,  oder  von    —7c  ,  so  dafs  man 
«  y  rt 

=  _  - 

2alsf  rt 

hat,  so  folgt  hieraus 

dn  =  3  Qan$. 
Man  sieht  also,  dafs  die  Wirkung  des  Widerstandes  eines 
t^hr  dünnen  Mittels  auf  die  Bewegung  eines  sehr  wenig  ex- 
zentrischen Planeten   darin  besteht,    dafs  er  die  grofse  Axe 
fortwährend  vermindert,  die  Winkelgeschwindigkeit  n  fort« 
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wahrend  vermehrt  und  in  jeder  der  drei  Grofsen  e,  (o,  e 
eine  Ungleichheit  hervor  bringt,  deren  Periode  dieselbe  ist 
wie  die  Umlaufszeit  des  Planeleu.  Nicht  blos  die  Winkel- 
geschwindigkeit, sondern  auch  die  absolute  Geschwindigkeit 
wird  immer  mehr  beschleunigt.  Denn  sie  ist  ungefähr  an 
gleich,  daher  ist  ihr  Zuwachs  aOtn  -f-  nda,  welche  Gröfse 
positiv  und  gleich  Qa2,nd'  ist. 

Vernachlässigt  man  die  Excentricität  ganzlich,  so  hat  mau 
r  =  a,  d=zJnclt-\-€i 
bezeichnet  man  daher  durch  JV  und  ftfr  die  Theile  des  Radius 
Vector  und   der  Lange,  welche  vom  Widerstände  des  Mittels 
herrühren,  so  hat  man,  mit  demselben  Grade  von  Anuäherung, 
dr  =  —  2  oa23,         =  1  Qcid2. 

In  Folge  dieser  fortwahrenden  Verminderung  des  Radius 
Vector,  die  sich  bei  jedem  Umlauf  des  Planeten  auf  4yzoa2 
belauft,  mufs  der  Planet  nothwendig  zuletzt  die  Oberfläche 
der  Sonne  erreichen. 

Wenn  es  übrigens  im  Räume  einen  Aether  giebt,  welcher 
einen  Einflufs  auf  die  Bewegung  der  Wehkörper  ausübt,  so 
kann  dieser  EinÜufs  nur  bei  den  Kometen  merkbar  werden, 
weil  ihre  Masse  sehr  klein  ist  und  der  CoefTicient  p,  wenn 
alles  Uebrige  gleich  ist,  im  umgekehrten  Verhältnisse  der 
Masse  des  Körpers  steht.  W  irklich  hat  man  bis  jetzt  keine 
Spur  eines  Widerslandes  des  Aelhers  in  der  Bewegung  der 
Planeten  und  Trabanten  entdeckt;  dagegen  scheint,  nach  Enke's 
Berechnungen,  dieser  Widerstand,  auf  eine  sehr  merkliche 
Weise,  auf  die  Bewegung  des  in  neuerer  Zeit  entdeckten 
Kometen  einzuwirken,  dessen  Umlaufszeit  ungefähr  1200  Tage 
beträgt. 

« 

III.    Bewegung  eines  materiellen  Punktes,  der  einer  Central- 

kraft  unterworfen  ist. 

234. 

Die  Aufgabe,  die  wir  nun  auflösen  wollen,  ist  das  Um- 
gekehrte der  des  vorhergehenden  §.  Dort  nahm  man  an,  dafs 
die  Trajeclorie  und  das  Gesetz  der  Bewegung  durch  die  Beob- 
achtung gegeben  sey ,  und  es  sollte  die  Kraft,   von  welcher 
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diese  Bewegung  herrührt,  ihrer  Gröfse  und  Richtung  nach, 
bestimmt  werden.  Nun  nimmt  man  an,  dafs  eine  constanto 
Kraft  nacli  einem  festen  Mittelpunkte  gerichtet  und  als  Func- 
tion des  Abstandes  des  Korpers  von  diesem  Punkte  gegeben 
scy,  und  man  will  daraus  die  Trajectorie  und  das  Gesetz 
der  Bewegung  finden. 

Diese  krumme  Linie  DMB  (Fig.  55)  sey  in  der  Ebene 
enthalten,  die  durch  den  festen  Punkt  C  und  durch  die  Rich- 
tung DA  der  Anfangsgeschwindigkeit  geht.  Ich  ziehe  in  die- 
ser Ebene  und  durch  den  Punkt  C  zwei  rechtwinklige  Axen 
Cx  und  Cy,  von  welchen  die  erste  durch  den  Anfangspunkt 
D  des  Körpers  geht  und  welche  die  Coordinatenaxen  seyn 
werden.  Am  Ende  der  Zeit  t,  welche  von  diesem  Ausgange 
an  gerechnet  wird,  soll  der  Körper  in  M  seyn;  ich  bezeichne 
durch  x  und  y  seine  Coordinaten  CP  und  CM,  durch  r  sei- 
nen Radius  Veclor  CM  und  durch  R.  seine  beschleunigende 
Kraft,  welche  von  M  nach  C  gerichtet  und  als  Function  von 
r  gegeben  ist.  Die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  alsdann 
d2x  x  d2y  y 

dT*=  -  ~7R'  dt*  ~  ~  TR<  W 

und  wenn  die  Kraft  R  nach  der  Verlängerung  von  CM  ge- 
richtet wäre,  so  brauchte  man  nur  die  Zeichen  der  zweiten 
Theile  dieser  Gleichungen  zu  ändern. 

Man  kann  hieraus  unmittelbar  die  zwei  ersten  Integralo 

dx2  -4-  dy  2 

xdy  —  ydx  =  celt,    ■   -  ^  J    =  —2fRdr  +  b 

ableiten,  in  welchen  b  und  c  die  willkührlichen  Constanten 
siud  und  wenn  man  &  den  Winkel  MCx  nennt,  so  dafs  man 

x  —  r  cos  d ,  y  =  r  sin  d 
hat,  so  werden  diese  Integrale 

dr2  4-  r2dd2 
r*dS  =  cdt,   ^  =  -  2/Rdr  +  b,  (2) 

t 

aus  welchen  man  die  Werthe  von  dt  und  d& ,  uuter  der 
Form 

dt  =  Jrdr,   dd  =  Frdr 

ableiten  kann,  die  man  nur  noch  genau  oder  näheruugswciso 
integrieren  mufs. 
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Eliminiert  mau  dt  aus  den  Gleichungen  (2),  so  hal  man 

+  S +  */**'-*•  W 

als  Differentialgleichung  der  Trajectorie.  Nennt  man  v  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  im  Punkte  M,  so  hat  mau 

f2  =  6  —  2/Rdr,  (4) 
und  wenn  man  durch  d  den  Winkel  bezeichnet ,  den  sciue 
Richtung  mit  MC  einschliefst,  so  sind  seine  Seitengeschwin- 
digkeiten 

„co»*  =  - — ,  nm^r^, 

nach  iT/C  und  nach  jlf/Z,  welche  Linie  senkrecht  auf  diesem 
Radius  Veclor  steht. 

Die  zwei  Conslauten  b  und  c,  und  diejenigen,  welche 
durch  die  Integration  der  Werthe  von  dt  und  d&  eingeführt 
werden,  lassen  sich  nach  der  Lage  und  anfanglichen  Geschwin- 
digkeit des  Körpers  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  bezeichne 
ich  durch  y  den  anfänglichen  Abstand  CD,  durch  a  den 
Winkel  CDA,  der  spitz  oder  stumpf  seyn  kann,  und  durch 
h  die  Höhe,  welche  zur  Anfangsgeschwindigkeit  gehört,  so 

dafs  diese  V~ 2g h  ist,  wenn  man  die  Schwere  g  nennt. 
Nimmt  man  an,  dafs  das  Integral  fRdr,  welches  in  den 
vorhergehenden  Formeln  vorkommt,  Null  ist,  wenn  r  =  y 
ist,  so  hat  man 

b  =  2gh 

vermöge  des  Werthes    von  i>2.     In   Folge   der  Gleichung 

c 

r2d&  ss  cdt,  ist  der  Werth  von  v  sin  <)  derselbe,  wie  ~ , 

folglich  hat  man   

c  =  y  >f  2gk.*\M  «. 
Was  die  beiden  anderen  willkührlichen  Constanten  betrifft, 
so  bestimmt  man  sie  auf  die  Weise,  dafs  man      =  o  und 
r  SS  y  hat,  wenn  t  =  o  ist,  und  die  Aufgabe  ist  alsdann 
vollständig  gelöst. 

■ 

235. 

Wenn  die  Kraft  R  dem  Abstände  /'  proportional  ist,  so 
sind  die  Veränderlichen  in  den  Gleichungen  (1)  getrennt,  und 
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man  braucht  nicht  auf  die  Polarcoordinaten  und  die  Glei- 
chungen (2)  zurück  zu  gehen. 

Sey  ncinlich  k  der  Werth  von  B,  welcher  r  =  y  ent- 
spricht, und 

r 

sein  allgemeiner  Werth.    Die  Gleichungen  (l)  werden 
\  d2k    kx      d2y  Icy 

dt*  ~~~  ~  dt2    ~  ~~  Y' 

und  ihre  vollständigen  Integrale  sind 

x  =  A  cos  t  f/L  +  Af  8ili  t  I^IL 

r  y 

y  =  B  cos*  lS  1  +  B'  sin*  fST 

y  y 

wo'i,  A\  B,  B'  die  vier  willkührlichen  Constanten  sind. 
Um  sie  zu  bestimmen ,  hat  man ,  nach  den  vorhergehenden 
Annahmen, 

x  =  r,  y  =  o,  ——^T 2gh.co%a,  =  V° 2ghua*, 
wenn  t  =  o  ist;   hieraus  folgt 

A  =  y,    A'  {/ L  ~  —  y/~2 gh  cos  « 

J5  =  o,    B'  / L  =  S^hsina, 

r 

und  dalier 

^  =  ^co5^  /^I  -  ^EÜ  cos  a  sin  f  I^L\ 
\  r  kr  yJ 

y  =  y  l/lll  sin  a  sin  *  f^L. 

ky  Y 

Diese  Formeln  zeigen  uns,  dafs  die  Umläufe  des  Körpers 
um  den  Punkt  C  gleichzeitig  sind  und  ihre  gemeinschaftliche 

Dauer  =  2  n  fr   21  ist.    Hieraus  findet  man 

k 

sin  t  f/^L  =  y  i 


y  sin  a  sin 

y  sin  a  cos  /  ff  L  =  *  sin  «  +  j)  cos  «. 


Y 
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Hieraus  folgt,  als  Gleichung  der  Trajectorie, 
hy 

— <-j  y2  +  (.v  sin«.-j-y  cos«)2  =  y2  sin2«, 

welche,  wie  man  sieht,  eine  Ellipse  ist,  deren  Mittelpunkt 
im  Punkte  C  liegt.  Damit  diese  Ellipse  ein  Kreis  sey,  raufe 
«  =  90°  und  hyz=z2gh  seyn.  In  diesem  Falle  ist  die  Be- 
wegung gleichförmig,  denn  nach  den  Werthen  von  x  und  y 
hat  man  , 

£  =  -  *fS*  »ff    %  -  A-Tco.  ,  f/I, 

was  fur  die  Geschwindigkeit  t>  giebt.    Die  Centraikraft 

v2 

R  und  die  Gentrifugalkraft  —  sind  conslante  Gröfsen  und 

r 

zwar  beide  ==  h. 

Ist  7?  eine  abstofsende  Kraft  statt  einer  anzielienden,  wie 
es  bisher  angenommen  wurde,  so  mufs  man  b  in  —  b  in  den 
vorhergehenden  Formeln  andern.  Die  Trajectorie  ist  alsdann 
eine  Hyperbel  und  die  Bewegung  keine  umdrehende  mehr. 


236. 

Man  nehme  jetzt  an,  dafs  die  Kraft  JR  im  umgekehrten 
Verhältnisse  der  dritten  Potenz  der  Abstände  stehe,  und  be- 
zeichne sie  durch 

R  —  TT' 

wo  k  noch  immer  ihren  Werth  im  Punkte  D  bedeutet. 
Wir  haben,  nach  dieser  Hypothese, 

2/Rdr  -  ky  Q  -  £), 

weil  das  Integral  verschwinden  mufs ,  wenn  /'  =  y  ist.  Be- 
rücksichtigt man  die  Werthe  von  b  und  c  und  setzt 

y  yd.±  dz 

7  8=8  Z)   ~rt~o~  =  Tis' 

so  wird  die  Gleichung  (3) 

dz2   .    r  hy       N  1  ky 


<  r 


+  (x  *z  V»=  —  ^— . 

V        2g7/aiii2«y  sin2«  2ghrin2a 


/ 
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Der  Coefficient  von  z2  kann  positiv  oder  negativ  seyn, 
ich  setze  daher 


woraus  sich 


und  folglich 


1  £     /,  2 

2gkmi2a  9 

dz2 

——  zb  n2z2  =z  cot2«  -±i  n2 

ndz 


cot2«  ifa  n2  =p  /i2z2 
ergiebu 

Im  Falle  wenn  die  oberen  Zeichen  gelten,  hat  mau 

n3  =  arc  ^ sin         72  g         ^  —  arc  (sin  =   \ 

V.     V  cot2«  +  «2/.  V         V  cot2«+W 

und,  wenn  die  unteren  Zeichen  gelten, 


.  nz  +  yf  cot2«  —  n2-\-n 

nJ  =  log  ;  L 

n  -f-  cot  a 


2*2 


wenn  man  bemerkt,  dafs  r  —  y  und  z  =  1  ist,  wenn  3"  =  o  ist. 

Aus  dem  ersten  Werthe  von  n&  findet  man 
nz  =  cot «  sin  n d  -j-  /z  cos  /2 3  *). 

Das  Maximum  von  z  oder  das  Minimum  von  r  ent- 
spricht dem  Werthe  von  &,  der  sich  aus  der  Gleichung 
dz  =  o  oder 

1 

tang  nd  ==  — •  cot  « 
/* 

ergiebt,  für  welchen  man 


*  =  £  1+1  cot2« 

findet.  Bei  einem  grofseren  Werthe  von  #  entfernt  sich  der 
Körper  immer  weiter  vom  Punkte  C  und  sein  Radius  r  wird 


*)  Wenn  man  nemlich  zuerst 


—z — =     _  =  sin    nd  +  arc  (sin  =    .      *  —\ 

VcOt2«+A/2  VC0t2«  +  /i2'J 

setzt  und  dann  den  zweiten  Tlieil  dieser  Gleichung  nach  der  bekannten  Formel 

sin  (a      b)  =  sin  a  cos  b      cos  a  sin  b 
entwickelt  Aumcrk.  des  Uebcrs. 
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unendlich  grofe,  wenn  &  den  kleinsten  Werlli  bat,  den  man 
aus  der  Gleichung  z  =  o  oder 

lang  n$  =  —  n  tang  a 
findet,  welchen   Werth  aber   &  nur  nach  einer  unendlich 
grofsen  Zeit  erreichen  kann.     Setzt  man,  in  der  ersten  Glei- 

chung  (2),  den  Werth  von  —  an  die  Slelle  von  r,  so  findet 

z 

man  daraus,  ohne  Schwierigkeit,  t  als  Function  von  $ 
ausgedrückt. 

Hat  n&  einen  logarithmischen  Werth,  so  hat  man,  wenn 
man  zu  den  Zahlen  übergeht,  und  durch  e  die  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen  bezeichnet,  ' 

nz  +  \Tcot2«  —  n2+n2z2  cot  «)  en& 

und  hieraus  findet  man 

woraus  hervorgeht,  dafs  r  unbegränzt  abnimmt;  so  dafs  der 
Körper  eine  Spirale  um  den  Punkt  C  beschreibt,  und  diesen 
Punkt  nach  einer  unendlichen  Zahl  von  Umläufen  erreichen 
wird. 

Setzt  man,  zur  Vereinfachung  «  =  90,  so  hat  man 

r  =        '  27 

als  Gleichung  dieser  Spirale.    Die  ersle  Gleichung  (2)  wird 

V  2  Wi  dt  «  

und,  wenn  man  integriert,  so  hat  man 


237. 

Als  letztes  Beispiel  nehme  mau ,  wie  es  in  der  Natur 
der  Fall  ist,  an,  dafs  die  Kraft  R  im  umgekehrten  Verhält, 
nisse  des  Quadrates  der  Abstände  stehe,  so  dafs  man 
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hat,  wo  k  die  Intensität  dieser  Kraft  im  Punkte  D  ist,  für 
den  der  Werth  des  Integrals  gleich  Null  gesetzt  worden  ist. 
Setzt  mau 

1  =  p,  2ky-b=zß, 
so  wird  die  Gleichung  (3)  der  Trajectorie 

woraus  man 

cid  =  CdQ 


f/fr*       .      skr*  V 

r  —  -  ß  -       -  cQ ) 

*  » 

findet.  Integriert  man,  und  bezeichnet  durch  w  die  willkühr- 
liche  Constante,  so  hat  man  daher 

/•  ky2  —  c2o  x 

O'  =  w  -f-  arc  [  cos  z=    ■  ] , 

^  V  k2y  +  —c2ßJ 

woraus  sich 

hy2r  =  c2  —  r  yf  k2y+  —  c2ß  cos^  —  w)  (a) 
ergiebt,  wenn  man  w  -{-  tt  an  die  Stelle  von  o>  setzt,  damit 
<u  der  Werth  von  #  ist,  welcher  dem  kleinsten  Werthe  von 
/•,  d.  h.  dem  Punkte  der  Trajectorie  entspricht,  wo  der  Kör- 
per C  am  nächsten  ist. 

Um  daraus  die  Gleichung  der  krummen  Linie,  in  recht- 
winkligen Coordinaten  ,  abzuleiten ,  setze  ich 

x  =  r  cos     —  w) ,    y '  =  /*  sin  (3  —  w) ; 
x'  und  y'  werden  die  Coordinaten  des  Körpers  seyn,  die 
auf  die  Axen  Cx'  uud  Oy'   bezogen   sind,   so   dafs  man 
x'  Cx=iü  hat.    Auch  ist 

und  wenn  man  beide  Theile  der  Gleichung  (a)  der  Trajec- 
torie auf  das  Quadrat  erhebt,  so  ergiebt  sich 

k*y+y'*  +  ßc2x2  =  c4  —  2c2*'  \T  P  y*  —  c*ß. 
Aus  dieser  Form  erhellt ,  dafs  die  Gleichung  zu  einem 
Kegelschnitte  gehört,  welcher  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel seyn  wird,  je  nachdem  die  beständige  Grüise  ß  posi- 
tiv, negativ  oder  Null  seyn  wird.  Auch  sieht  man,  dafs,  in 
allen  Fällen,  der  Punkt  C  der  Brennpunkt  dieser  krummen 
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Linie  seyn  wird;  denn,  nach  der  Gleichung  («),  ist  der 
Radius  Vector  r  eine  lineare  Function  der  Abscisse  x'y  was, 
bei  den  drei  Kegelschnitten,  nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  der 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  einer  ihrer  Brennpunkte  ist. 

Da  b  —  2  g h,   so  hat  man 

ß  2ly  —  2gh, 
hieraus  folgt  also,  dafs  das  Zeichen  von  ß  und  folglich  die 
Beschaffenheit  des  Kegelschnittes,  welchen  der  Körper  be- 
schreibt, nur  von  seinem  anfänglichen  Abstände  und  seiner 
Anfangsgeschwindigkeit,  nicht  aber  von  der  Richtung  dieser 
Geschwindigkeit  abhängt.  Verschiedene  materielle  Punkte,  die 
von  demselben  Punkte  D,  mit  derselben  Geschwindigkeit,  aus- 
gehen, werden  daher  Kegelschnitte  von  derselben  Beschaf- 
fenheit beschreiben,  wie  auch  immer  ihre  anfänglichen  Rich- 
tungen gewesen  sind.  Hat  man  z.  B.  k  =  g,  so  ist  die  be- 
schriebene krumme  Linie  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel, 
je  nachdem  die  Höhe,  welche  zur  Anfangsgeschwindigkeit 
gehört,  kleiner  wie  CD,  ihm  gleich ,  oder  gröfser  seyn  wird. 

238. 

Ist  die  Trajectorie  eine  Kllipse,  so  zeigt  die  Gleichung 
(a),  dafs  der  gröfste  und  kleinste  Werth  von  r  bezüglich 
den  Werthen  &  =z  u  -{-  n  und  #  =  o)  entspricht;  bezeichnet 
man  sie  durch  a  (1  -f-  e)  und  a  (l — e),  so  dafs  a  die 
halbe  grofse  Axe  und  e  die  Excentricität  ist,  so  hat  man  also 

(jfcy»  —  v^T*^6  V) a  C1  + e)  =  C* 

(i y 2  +  \T kzy  +  —  c2ß)  a  (1  —  e)  =  c% 
oder,  was  dasselbe  ist, 

ßa(l+e)  =  ky2  +  V  k2y+  —  c2ß 

ßa(l—e)  =  ky2—\T  t2y4—c2ß. 

Addiert  man  diese  Gleichungen,  und  multipliciert  man 
ihre  ersten  und  zweiten  Theile  mit  einander,  so  findet  man 
ßa=zhy2,    ßa2(i  —  e2)  =  c2., 

Setzt  man  für  ß  und  c  ihre  Werlhe 

ß  =  2  (iy  —gh),     c  =  y  \I~2gk  sin  a, 
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so  findet  man'  daraus 

2  {ky  —  gh)  a  =z  k y* 

yh  >f  i  —  e8  =  2  \T gh  (ky  —  gh)  sin  a 
wodurch  man  die  halbe  grofse  Axe  und  die  Excentricitat  er- 
fahrt. Man  bestimmt  den  Winkel  w,  indem  man,  zu  gleicher 
Zeit,  in  der  Gleichung  (a),  #=o  und  r =  y  setzt.  Auf 
diese  Weise  werden  die  Dimensionen  der  Ellipse  und  die 
Lage  ihrer  grolsen  Axe  vollkommen  bestimmt  seyn,  sobald 
man  die  anfängliche  Lage,  Geschwindigkeit  und  Riclitung  des 
Körpers  kennt.  Was  seine  Bewegung  auf  dieser  krummen 
Linie  betrifft,  so  ist  sie  durch  die  Formeln  (a),  (6),  (c)  des 
f.  220  bekannt. 

Das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  in  einem  gewissen  Au- 
genblicke ist,  nach  der  Formel  (4)  des  {.  234, 

2  k  v2 

v2  =  2gh  —  2ky+ 
oder,  was  dasselbe  ist, 

wenn  man  den  so  eben  gefundenen  Werth  von  a  berücksich- 
tigt und  ky2=z  /i  setzt,  so  dafs  /tt  hier,  wie  in  der  Formel 
des  {.  225 ,  die  Intensität  der  Centraikraft  in  der  Einheit  des 
Abslandes  bezeichnet. 

239. 

Es  ist  nicht  ohne  Nutzen,  die  parabolische  Bewegung  be- 
sonders zu  betrachten,  welche  man  näh erungs weise  für  die 
der  Kometen,  während  der  Dauer  ihrer  Sichtbarkeit,  nimmt. 

Da  man  in  diesem  Falle  ß  —  o  oder  ky=gh  hat,  so 
geben  die  Gleichungen  (b) ,  az=00  und  e=l,  was  wirklich 
bei  der  Parabel  der  Fall  ist.    Die  Formel  (c)  reduciert  sich  auf 


nennt  man  u  die  Geschwindigkeit  in  einem  Kreise,  dessen 
Halbmesser  r  ist,  so  hat  man  vermöge  dieser  Forme} 


daher  verhält  sich,  in  gleichem  Abstände  von  der  Sonne,  die 


Digitized  by  Google 


367 

Geschwindigkeit  eines  Kometen,  zu  der  eines  Planeten,  wel- 
cher einen  Kreis  beschreibt,  wie  y^2  zu  1. 
Im  Allgemeinen  geben  die  Gleichungen  (b) 

kya  (1  —  e)  (1  -j-      =  2ghy  sin2«*, 
wenn  man  beide  Theile  der  letzten  Gleichung  auf  das  Quadrat 
erhebt  und  mit  denen  der  ersten  multipliciert.    Nennt  man 
daher  p  den  kürzesten  Abstand  des  Kometen  von  der  Sonne, 
so  dafs  man 

p  =  a  (1  —  e) 
hat,  und  6etzt  man  hy  zzz  gh  und  e  =  1,  so  hat  man 

p  =  y  «n2«, 

wodurch  der  Abstand  des  Periheliuins  vermittelst  des  anfäng- 
lichen Abstandes  und  der  anfänglichen  Richtung  des  Körpers, 
die  man  als  bekannt  voraussetzt,  bestimmt  wird. 

Ich  setze,  in  der  Gleichung  (a),  ß  =  o  und  hyzzigh 
und  nehme  statt  c*  seinen  Werth  2 ghy2  sin2 «,  so  wird  dies« 
Gleichung 

r  =  2y  6inft  a  —  r  cos  (&  —  w) , 
und  hieraus  folgt 

r=  IE  

1  -f-  cos  (&  —  (o) 
als  Gleichung  der  Trajectorie.    Setzt  mau  #  =  o  und  r  =  y 
so  findet  man  daraus 

(1  -f-  cos  w)  =  2p,    cos  Ja)  =  sin  a, 
wodurch  der  Winkel  w  bestimmt  wird,  welchen  der  Radius 
Vector  des  Periheliums  mit  demjenigen  einschliefst,  der  nach 
dem  Ausgangspunkte  des  Körpers  gezogen  ist. 

Ich  substituiere  die  Wierthe  von  c  und  r  in  die  erste 
Gleichung  (2)  des  f.  234  und  setze,  zur  Abkürzung, 


hieraus  folgt 


P2 

4d3 


n  \f  2  dt. 


[1  +  cos(3  +  w)]* 
Bemerkt  man,  dafs 

1  +  cos  (3  —  w)       2  cos«  i  (3-  —  ») 
ist,  und  setzt  man 

d  —  vj  =  2y,   dS  mk  2dy, 
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so  ergiebt  sich 

d\ü  ndt 
cos  4  tp  2  '  ■ 

■woraus  man,  wenn  man  integriert,  und  die  willkührliche 
Conslanle  durch  e  bezeichnet, 

3  nt 

-   (3  +  tang»  tang  tf>  +  e  = 

findet.  Um  diese  Constante  zu  bestimmen,  hat  man  zu  glei- 
cher Zeit 

t  —  o ,    fr  —  O,    Tjj  —  —  i  w , 
und  da  cos  £  w  =  sin  a  ist,  so  folgt  hieraus 

€  =  (3  -f-  cot2  a)  cot  a. 

Nennt  man  t'  die  Zeit,  welche  seit  dem  Ausgange  des 
Körpers  bis  zu  seinem  Durchgange  durch  das  Periheliuin 
verllossen  ist,  so  hat  man  zu  gleicher  Zeit 

t  z=.  t\    &  ss  w,    ^  ss  09 

und  daher 

,  _  €  2 

t    —  —  . 

3/i 

Dies  vorausgesetzt ,  bezeichne  man  durch  t  die  Zeit, 
welche  vom  Augenblicke  dieses  Durchgangs  an  gezahlt  wird, 
so  dafs  man  t  =  t'  -f-  i  hat,  so  ergiebt  sich 

[3  +  tang2  i     —  »)]  tang  *  (#  -  w)  =         •  (*) 

lofst  man  diese  Gleichung  des  dritten  Grades  auf,  so  hat  mau 
daher  tang  J  —  to)  als  Function  von  t  ausgedrückt,  und 
daher  auch  /*  und  &  für  einen  beliebigen  Augenblick.  Die 
Zeit  %  ist  nach  dem  Durchgange  durch  das  Periheliuin  positiv 
und  vor  diesem  Durchgange  negativ. 

Da 

ghy  —  ky*  =  [x,    yfy  sin  a  =  \f  />, 
so  ist  der  vorhergehende  Werth  von  n  derselbe,  wie 

n   —    ^  g 

er  ist  daher,  nach  der  Gleichung  a5n2  ss  ^  des  f.  228,  die 
mittlere  Winkelgeschwindigkeit  eines  Planeten,  dessen  halbe 
grofse  Axe  gleich  p  ist,  und  wenn  man  /  die  der  Erde  und  / 
ihre  halbe  grofse  Axe  nennt,  so  dafs  man 
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hat,  so  finde»  man  hieraus 

fl    =   y*r- 

PVP 

für  den  Werlh  von  n. 

240. 

Diese  Analyse  zeigt,  dafs  man,  wenn  man  die  Bestim- 
mung der  Bewegung  eines  Kometen  als  eine  dynamische  Auf- 
gabe ansieht  und  daher  voraussetzt,  dafs  seine  anfangliche 
Lage,  Richtung  und  Geschwindigkeit  bekannt  sey,  aus  diesen 
Angaben  den  Abstand  p  der  Spitze  der  Parabel  vom  Brenn- 
punkte, den  Augenblick  des  Durchganges  des  Körpers  durch 
diese  Spitze,  oder  den  Werlh  von  t'  und  die  Lage  der  Axe, 
die  vom  Winkel  w  abhängt,  ableiten  kann.  Die  Gleichungen 
(c) ,  (d)  und  (e)  geben  alsdann  die  Geschwindigkeit  des  Ko- 
melen  und  seine  Lage  auf  der  Trajcclorie  für  jeden  beliebigen 
Augenblick  an,  und  da  die  Ebene  der  krummen  Linie  dieje- 
nige ist,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  und  die 
Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  geht,  so  folgt  daraus, 
dafs  die  Bewegung  vollkommen  bestimmt  ist.  Die  astronomische 
Aufgabe  ist  aber  eine  andere.  Entdeckt  man  einen  Kometen, 
so. geben  die  Beobachtungen  nicht  unmittelbar  die  Ebene  seiner 
Balm,  seinen  Abstand  von  der  Sonne,  seine  Geschwindigkeit 
und  seine  Pachtung,  für  den  Augenblick,  in  welchem  er 
sichtbar  wird;  so  dafs  also,  wenn  man  seine  Lage,  in  diesem 
Augenblicke,  als  Ausgangspunkt  nimmt,  die  Constanten  y,  //,  a 
nicht,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  gegeben  sind. 
Die  Frage  besieht  alsdann  darin,  aus  den  Beobachtungen  die 
Werlhe  von  fünf  Grofsen,  nemlich:  die  Neigung  der  Bahn 
und  die  Länge  ihres  aufsteigenden  Knotens  auf  der  Ebene 
der  Ekliptik,  wodurch  die  Ebene  der  Bahn  bestimmt  wird, 
die  Länge  des  Periheliums  und  seinen  Abstand  von  der  Sonne, 
welche  Slücke  die  Lage  der  Bahn  in  ihrer  Ebene  angeben  und 
endlich  die  dem  Durchgange  des  Kometen  durch  sein  Perihelium  • 
entsprechende  Zeit  zu  finden.  Wenn  diese  fünf  unbekannten 
Gröfsen  bestimmt  sind,  so  geben  die  Gleichungen  (c),  (d)  und 
(e)}  wie  früher,  die  Bewegung  des  Kometen  in  seiner  Ebene. 

24 
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Jede  Beobachtung  des  Kometen  giebt  aber  seine  gerade  Auf- 
steigung und  seine  Deklination ;  drei  Beobachtungen  geben  also 
sechs  Data,  und  daher  sechs  Gleichungen ,  die  mehr  als  hin- 
reichend sind,  um  die  fünf  Unbekannten  zu  bestimmen.  Daher 
kann  man  zwei  dieser  Gleichungen  durch  ihre  Verbindung 
ersetzen,  welche  am  geeignetsten  ist,  den  Einflufs  der  Beob- 
achtungsfehler zu  ersetzen.  Hat  man  die  Näherungswerthe  der 
fünf  angegebenen  Elemente  auf  diese  Weise,  aus  den,  zur  Zeit 
der  Erscheinung  des  Kometen,  angestellten  Beobachtungen,  ge- 
funden, so  dienen  alsdann  die  folgenden  Beobachtungen  dazu, 
diese  ersten  Werthe  zu  verbessern  und  die  Formeln  (d)  und 
(e)  zu  bestätigen. 

Wir  können  hier  diese  astronomische  Aufgabe,  von  welcher 
man  mehrere  Auflösungen  hat,  nur  andeuten, 
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Siebente*  Kapitel. 
Digression  über  die  allgemeine  Anziehung, 

241. 

Die  materiellen  Punkte  aller  Rur  per  ziehen 
»ich  wechselseitig,  im  di reden  Verhältnisse  der 
Massen  und  im  umgekehrten  des  Quadrates  der 
Abstände,  an. 

Dieses  grofse  Naturgesetz,  welches  Newton  entdeckt  hat, 
ist  eine  nothwendige  Folge  der  Beobachtungen  und  des  Cal- 
culs.  Man  kann  in  Laplace's  "Exposition  du  systemd  du 
monde"  sehen,  wie  man,  wenn  man  von  der  Erfahrung  aus- 
geht, ohne  Hypothese  und  durch  eine  Reihe  strenger  Schlüsse 
auf  das  Princip  der  allgemeinen  Anziehung  geführt  wird. 
Die  Ent Wickelungen  dieses  Priucips  sind  der  besondere  Zweck 
der  Mechanik  des  Himmels.  In  diesem  Kapitel  beschränke 
ich  mich  darauf,  die  wesentlichsten  Folgen  desselben  in  der 
Kürze  zu  erläutern. 

242. 

Die  Kraft,  welche  die  Planeten  iu  ihren  Bahnen  zurück 
hält,  ist  die  Mittelkraft  der  Anziehung,  die  durch  alle  ma- 
teriellen Punkte  der  Sonne  auf  alle  eiue6  jeden  Planeten  aus- 
geübt wird.  Wegen  der  Kleinheit  der  Dimensionen  der  Sonne 
und  der  Planeten  im  Verhältnisse  zu  den  Abständen ,  die  sie 
trennen ,  können  diese  Anziehungen ,  mit  hinlänglicher  Ge- 
nauigkeit, in  der  ganzen  Ausdehnung  eines  Planeten,  als  pa- 
rallele und  gleiche  Kräfte  angesehen  werden.  Ihre  Mittelkraft 
ist  alsdann  ihrer  Summe  gleich  und,  wenn  der  Abstand  der- 
selbe bleibt,  so  ist  die  bewegende  Kraft  eines  jeden  Planeten 
dem  Produkte  aus  seiner  Masse  in  die  der  Sonne  proportional, 
was,  wegen  der  fast  kugelförmigeu  Gestalt  dieser  zwei  Kör- 
per, noch  genauer  wird,  wenn  man  für  ihren  Abstand  den 
ihrer  Schwerpunkte  nimmt  (f.  99). 

Man  nehme  daher,  um  die  Intensität  dieser  Kraft  in 
Zahlen  auszudrücken,  an,  dafs  mau  einen  gewissen  Absland, 
z.  B.  den  der  Sonne  von  der  Erde ,  als  lineare  Einheit  be- 
trachte; man  wähle  sich  eine  bestimmte  Masse  und  einen  be- 

24* 


,J72 

glimmten  Zeitraum  als  Einheiten  dieser  Art  von  Gröfsen,  und 
nehme  not  Ii.  wie  in  f.  118,  uls  Einheit  der  Kraft,  die  be- 
ständige beschleunigende  Kraft,  welche  in  der  Zeileinheit  eine 
der  Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  hervorbringt.  Man 
denke  sich  jetzt  zwei  Körper,  deren  Massen  derjenigen  gleich 
sind,  welche  man  für  die  Einheit  genommen  hat,  und  die 
in  einem  Abstände  von  einander  stehen,  welcher  der  Längen- 
einheit gleich  ist.  Sey  /'  die  anziehende  Kraft,  welche  einer 
dieser  Körper  auf  den  anderen  ausübt,  d.  h.  das  numerische 
Verhältnifs  seiner  Intensität  zu  der  der  Kraft,  die  als  Einheit 
angenommen  worden  ist.  Ferner  seyen  M  und  m  die  Masse 
der  Sonne  und  die  des  Planeten;  die  bewegende  Kraft  des 
Planeten  wird,  in  der  Einheit  des  Abstandes,  fMm  seyn,  und 

wird  im  Abstände  r  gleich  wlü?  . 

r2 

Der  Werth  der  Gröfse,  die  wir  mit  /  bezeichnen,  hängt 
von  der  anziehenden  Kraft  ab,  welche  die  Materie  besitzt; 
diese  Kraft  ist,  bei  gleicher  Masse  und  gleichem  Abstände, 
für  alle  Körper  in  der  Natur  dieselbe.  Nichts  läfst  bis  jetzt 
vermuthen,  dafs  sie  mit  der  Zeit  zu-  oder  abnimmt,  und  man 
hat  Grund  zu  glauben,  dafs  sie  immer  dieselbe  war  und 
seyn  wird, 

243. 

Die  bewegende  Kraft  der  Masse  M,  die  von  der  Masse 
m  herrührt,  wird  ebenfalls  durch       ^     dargestellt,  so  dafs 

die  Wirkung,  welche  jeder  Planet  auf  die  Sonne  ausübt,  der 
Wirkung  der  Sonne  auf  den  Planeten  gleich  und  entgegenge- 
setzt ist.    Da  aber  die  bewegende  Kraft  die  auf  die 

r 

zwei  Massen  M  und  m  wirkt,  ihnen  in  jedem  Augenblicke  un- 
endlich kleine  Geschwindigkeiten  mittheilt,  welche  diesen  Massen 
umgekehrt  proportional  sind,  so  sind  ihre  beschleunigenden 

Kräfte  £^  und  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  diese  beiden 

Körper,  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  zu  haben,  ihrer  wechsel- 
seiligen Anziehung  überlassen  sind,  sie  sich  einander  nähern 
werden,  indem  sie,  in  derselben  Zeit,  Räume  durchlaufen, 
die  im  umgekehrten  Verhältnisse  ihrer  Massen  stehen.  Sie 


Digitized  by  Google 


373 

in- UV n  im  Schwerpunkte  von  M  und  m  zusammen ,  welcher 
ihren  anfänglichen  Abstand  in  zwei  Tbeile  theilt ,  die  den 
Massen  unigekehrt  proportional  sind. 

Hat,  im  Allgemeinen,  der  Planet  im  Räume  eine  Bewe- 
gung nach  einer  gewissen  Richtung  angenommen,  und  will 
man  seine  scheinbare  Bewegung  um  den  Mittelpunkt  der  Sonne, 
den  mau  als  fest  ansieht,  bestimmen,  so  mufs  man  annehmen, 
dafs  man  derselben,  in  jedem  Augenblicke,  eine  unendlich 
kleine  Geschwindigkeit  mittheilt,  die  derjenigen,  welche  von 
der  Anziehung  des  Planeten  herrührt,  gleich  und  entgegenge- 
setzt ist.  Um  aber  die  relative  Bewegung  dieser  zwei  Körper 
nicht  zu  andern,  mufs  man,  zu  gleicher  Zeit,  diese  Geschwin- 
digkeit dem  Planeten  mittheilen,  was  darauf  zurück  kommt, 
dafs  man  eine  beschleunigende  Kraft  an  denselben  anbringt, 
welche  der  der  Sonne  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Bei 
der  Bewegung,  die  wir  hier  betrachten,  ist  daher  die  beschleu- 
nigende Kraft  des  Planeten  m  immer  gegen  die  Sonne  M  ge- 

f  AI    1  m 

lichtet  und  der  Summe  der  beiden  Kräfte        ,  —  gleich. 

Will  man  daher  dieselbe,  wie  in  {.225,  durch  ~  ausdrücken, 
so  mufs  man 

/*  =  /  {M  +  m) 

setzen. 

Diesen  Werth  mufs  man  daher  in  die  verschiedenen  Glei- 
chungen der  elliptischen  Bewegung,  welche  früher  gegeben 
worden  sind,  substituieren;  die  Gleichung 

4 n2a* 

des  angeführten  f.  giebt  also 

T2  4   .  (i) 

«3  -  j  (M  +  m)' 
wo  T  noch  immer  die  Umlaufszeit  des  Planeten  und  a  die 
halbe  grofse  Axe  seiner  Bahn  ist. 

Das  Verhältnis  welches,  wie  man  sieht,  von  der 

a 

Grüfse  m  abhängt,  wird  daher  bei  zwei  Planeten,  deren 
Massen  ungleich  sind,  verschieden  seyn ,  so  dafs  man  nicht 
annehmen  kann,  dafs  es  bei  allen  Planeten  genau  dasselbe  ist. 


Digitized  by  Google 


374 

Indessen  zeigen  die  Beobachtungen,  welche  zum  dritten  Kepp- 
lerschen  Gesetze  führen,  dafs  dieses  Verhältuifs  fast,  wenn 
auch  nicht  ganz  genau,  beständig  ist.  Man  mufs  hieraus  schlie- 
fsen,  dafs  die  Massen  der  Planeten,  im  Verhältnifs  zu  der 

T2 

Masse  der  Sonne  sehr  klein  sind,  so  dafs  das  Verhaltnifs  — - 

a  * 

des  Quadrates  der  Zeit  zur  dritten  Potenz  des  nuttleren  Ab- 
Standes sich  nur  sehr  -wenig  von  einem  Planeten  zum  anderen 
ändert.  Die  Masse  des  Jupiters,  welche  unter  allen  die  be- 
trächtlichste ist,  beträgt  weniger  als  ein  Tausendlel  der  Masse 
der  Sonne. 

244. 

Aus  diesem  Grunde  bringt  die  wechselseitige  Anziehung 
der  Planeten  nur  sehr  langsame  oder  sehr  unbeträchtliche  Stö- 
rungen in  der  elliptischen  Bewegung,  welche  von  der  Anzie- 
hung der  Sonne  herrührt,  hervor.  Denn  wenn  die  Massen 
zweier  Planeten  m  und  mi  sind,  so  ist  der  Ausdruck  der 
bewegenden  Kraft,  die  von  dem  einen  nach  dem  anderen  ge- 

/  771  771 

richtet  ist,  im  Abstände  p  gleich  - — ^ :  die  beschleunigende 

Q 

Kraft  von  m,  welche  von  der  Anziehung  von  m\  herrührt, 

ist  daher  da  der  Abstand  o  niemals  im  Verhältuifs 

zu  dem  Abstände  r,  in  welchem  771  von  der  Sonne  steht, 
sehr  klein  wird,  so  folgt  hieraus,  dafs,  wenn  mi  ein  sehr 
kleiner  Bruch  von  M  ist,  die  Bewegung  von  m,  welche  durch 
die  Anziehuug  der  Sonne  hervorgebracht  wird,  durch  die  An-» 
ziehung  von  7nx  nur  sehr  wenig  modificiert  werden  kann. 

Die  planetarischen  Störungen  können  daher  durch  die 
Methode  der  Variation  der  will  kührlichen  Constanten ,  die 
früher  (§,220)  erklärt  worden  ist,  bestimmt  werden.  Sie 
bestehen  aus  zwei  verschiedenen  Arten.  Die  einen  nemlich 
sind  periodische  Ungleichheiten,  die  im  Allgemeinen 
sehr  klein  sind  und  deren  Perioden,  in  der  Regel,  nur  sehr 
unbeträchtliche  Vielfache  der  Umläufe  des  gestörten  und  stö- 
renden Planeten  enthalten.  Wenn  jedoch  ihre  mittleren  Be- 
wegungen beinahe  commensurabel  sind,  so  können  diese  Perio- 
den viel  länger  und  die  Ungleichheiten  viel  bedeutender  werden. 
So  z.  B.  verhalten  sich  die  mittleren  Bewegungen  des  Saturn 
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und  Jupiter  beinahe  wie  »2  zu  5,  und  wirklich  hat  Laplace 
gefunden,  dafs  aus  der  wechselseitigen  Anziehung  dieser  zwei 
Planeten  eine  Ungleichheit  entspringt,  deren  Periode  929  Jahre 
ist,  und  deren  Maximum  ungefähr  48'  in  der  Länge  des 
Saturn  und  20'  in  der  Länge  des  Jupiter  beträgt. 
Die  übrigen  Störungen  der  Planeten  sind : 

1)  Die  progressiven  Bewegungen  des  Periheliums  und 
der  Knoten  ihrer  Bahnen,  in  welchen  diese  Punkte  den 
ganzen  Umring  in  sehr  langen  Zeiten,  die  viele  tausend 
Jahre  betragen  können,  durchlaufen. 

2)  Die  säcularen  Aenderungen,  welche  die  Excentrici- 
täten  und  die  Neigungen  ihrer  Bahnen  andern,  so  wie  auch 
die  mittleren  Längen  der  Planeten ,  deren  Perioden  den 
vorhergehenden  ähnlich  sind,  und  deren  wenig  beträchtliche 
Weiten  noch  nicht  völlig  bekannt  sind. 

Während  aber  diese  verschiedenen  Elemente  der  ellipti- 
schen Bewegung,  in  Folge  der  planetarischen  Anziehung,  sich 
zu  gleicher  Zeit  ändern ,  so  ändert  diese  Kraft  merkwürdiger 
Weise  die  grofsen  Axen  der  Bahnen  und  die  mittleren  Be- 
wegungen der  Planeten  nicht,  welche  daher  zu  allen  Zeiten 
dieselben  seyn  werden ,  ebenso  wie  die  Umlaufszeiten,  die 
durch  die  Gleichung  (1)  mit  den  grofsen  Axen  verbunden  sind. 

Jedoch  bringen  die  säcularen  Aenderungen  der  mittleren 
Längen  ähnliche  Aenderungen  in  den  Zeiträumen,  die  zwischen 
zwei  auf  einander  folgenden  Rückkehren  zu  demselben  festen 
Punkte  verflielscn,  hervor.  Sie  sind  bei  der  Bewegung  der 
Planeten  unmerklich,  nicht  aber  bei  der  der  Trabanten  und 
besonders  des  Mondes ,  welche  aus  diesem  Grunde  mit  jedem 
Jahrhunderte  schneller  wird. 

Da  die  beschleunigende  Kraft,  welche  von  der  Anziehung 
eines  Planeten  ml9  die  auf  einen  anderen  Planeten  "*  aus- 
geübt wird,  von  der  Masse  m  unabhängig  und  der  Masse  mx 
proportional  ist,  so  ergiebt  sich,  dafs  die  Störungen,  welche 
von  dieser  Kraft  herrühren  und  bei  der  Bewegung  von  m 
um  die  Sonne  beobachtet  werden ,  dazu  dienen  können,  das 
Verhältnils  der  Masse  m1  zu  der  der  Sonne  zu  bestimmen. 
So  z.  B.  hat  man  aus  der  grofsen  Ungleichheit  des  Saturn«, 
die  durch  die  Wirkung  des  Jupiter  hervorgebracht  wird,  ge- 
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funden,  dafs  die  Masse  dieses  letzteren  Planeten    von 

1070 

der  der  Sonne  ist.  Ich  werde  sogleich  ein  anderes  Mittel 
angeben,  wie  man  die  Masse  der  Planeten  berechnen  kann, 
wenn  sie  von  einein  oder  mehreren  Trabanten  begleitet  werden. 

Die  Kometen  bringen,  wegen  der  Kleinheit  ihrer  Massen, 
gar  keine  bemerkbare  Einwirkung  auf  die  Planeten  hervor. 
Dagegen  werden  ihre  Bewegungen  durch  die  planetarischen 
Anziehungen  gestört  und  man  bestimmt  auch,  durch  die  Me- 
thode des  {.  229,  ihre  Störungen,  welche  sehr  bedeutend  auf 
die  Epochen  der  Wiedererscheinung  eines  jeden  Kometen,  d.  h. 
auf  den  Zeitraum,  welcher  zwischen  zwei  auf  einander  fol- 
genden Durchgängen  durch  das  Perihelium  enthalten  ist,  ein- 
wirken. 

245. 

Seyen  m  und  m  die  Massen  eines  Trabanten  und  seines 
Planeten  und  r*  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte;  die  bewe- 
gende Kraft  des  Trabanten,  welche  nach  dem  Mittelpunkte 
des  Planeten  gerichtet  ist,  wird  ebenfalls,  in  diesem  Abstände 

— r^—  ausgedrückt,  wo  der  Coeüicient  f  derselbe 
r  • 

ist,  wie  früher. 

Die  beschleunigende  Kraft  des  Trabanten,  in  seiner  schein- 
baren Bewegung   um  den  Planeten,    hat  den  Werth  -4^, 

r  2 

wenn  man 

/*'  =  f(m  +m') 

setzt. 

Ich  bezeichne  durch  a  die  halbe  grofse  Axe  der  Bahn 
des  Trabanten  und  durch  T  seine  Umlaufszeit;  wendet  man 
die  Gleichung  (1)  auf  seine  Bewegung  an,  so  hat  man 

—  —  4n* 
a'5  *  f(m+my 

und  wenn  man  in  diesen  zwei  Gleichungen  die  ersten  und 

zweiten  Theile  mit  einander  dividiert,  um  den  Coeilicicnten  J 

zu  eliminieren,  so  hat  man 

T'2   «3  MJfm' 
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Mit  Ausnahme  des  Mondes  sind  aber  die  Massen  der 

Trabanten  sehr  klein  im  Verhältnis  mit  denen  ihrer  Planeten. 

Die  Masse  eines  Jupilcrlrabanten  z.  B.  ist  nicht  der  zehntau- 

sende  Theil  von  der  dieses  Planeten.    Man  kann  daher  m  au 

die  Stelle  von  m  +  m    in  diese  letztere  Gleichung  setzen, 

und  da  a,  a\   2)  T'  durch  die  Beobachtung  gegeben  sind, 

so  kann  sie  dazu  dienen ,  das  Verhältnifs  von  m  zu  M  zu 

bestimmen.    Auf  diese  Weise  hat  Newton  gefunden,  dafs  die 

1 

Masse  des  Jupiter  ■—-  der  Masse  der  Sonne  ist,  was  nur 

1Uo7 

1 

wenig  von  dem  Werthe  verschieden  ist,  den  man  nach- 

her durch  ein  anderes  Mittel  gefunden  hat  *). 

246. 

Die  wechselseitige  Anziehung  der  Trabanten  eines  und 
desselben  Planeten,  wenn  er  deren  mehrere  hat,  und  die  Un- 
gleichheit der  Wirkung,  welche  die  Sonne  auf  jeden  Traban- 
ten und  seinen  Planeten  ausübt,  bringen  in  den  elliptischen 
Bewegungen  der  Trabanten  ganz  ähnliche  Störungen  hervor^ 
wie  wir  sie  für  die  Planeten  gefunden  haben.  Die  Störungen, 
welche  von  der  Wechselwirkung  der  Planeten  herrühren,  ge- 
ben die  Verhältnisse  ihrer  Massen  zu  der  des  Planeten  an, 
dessen  Wirkung  ihre  elliptische  Bewegung  hervorbringt.  Da 
dieses  Mittel  aber  bei  dem  Monde  nicht  anwendbar  ist,  so 
mufa  man,  um  seine  Masse  zu  bestimmen,  andere  Betrachtun- 
gen anwenden,  von  welchen  ich  hier  nur  die  Wirkung  dieses 
Trabanten  auf  das  Meer  hervorheben  will. 

Sey  C  (Fig.  56)  der  Mittelpunkt  der  Erde,  A  der  des 
Mondes,  M  ein  beliebiger  Punkt  des  Erdsphäroids,  man  setze 

CA  =  a,    AM  =  q,    CM  =  r, 
und  bezeichne  den  Winkel  ACM  durch  X,  so  hat  man 

o2  =  a2  —  2ar  cosA  +  7'2> 

  » 

*)  In  der  neuesten  Zeit  hat  man  jedoch  gefunden,  dafs  die  Masse  des 
Jupiter  noch  um  ein  Beträchtliches  gröfser  ist    Airy  hat  dieselbe  zu 

j047  6g  bestimmt  (Memoirs  of  the  Roy.  Astron.  Society  Vol.  6).  Man 

vergleiche  auch  einen  Aufsatz  von  Olbers   in  Hardings  astronom. 
in  für  das  Jahr  1834.  S.  122  ff. 

Anmerk.  des  üebers 
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und  wenn  man  vom  Punkte  M  die  senkrechte  MB  auf  die 
Linie  AC  fällt,  so  hat  man  auch 

MB  =  r  sin  X ,    -^J5  =  a  —  r  cos  X. 

Im  Punkte  M  ist  der  Werth  der  beschleunigenden  Kraft, 
die  von  der  Anziehung  des  Mondes  herrührt  und  nach  MA 

f ITL 

gerichtet  ist,  « — r-,  indem  man  durch  m  die  Masse  des  Tra- 

r 

bunten  und  durch  /  denselben  Coefficienten ,  wie  früher,  be- 
zeichnet. Die  Seitenkräfte  dieser  Kraft,  welche  nach  der 
senkrechten  Linie  MB  und  der  mit  AC  parallelen  MD  ge- 
richtet sind,  werden  daher 

jm'r  %mX      jm  a        fm'r  cos  X 

seyn.  Ich  substituiere  den  Werth  von  o  in  diese  Ausdrücke, 
und  da  der  grüfste  Werth  von  r,  d.  h.  der  Halbmesser  der 

1 

Erdkugel  nur  ungefähr  —  von  cc  ist,   so  vernachlässige  ich 

60 

das  Quadrat  von  r.    Setzt  man  daher 

fm'r  sinA  2  f mr  cos  X  , 

—  =  v>   ^  = 

so  sind  die  zwei  Seitenkräfte  der  Anziehung  des  Mondes 

Es  werden  daher  alle  Punkte  der  Erde,  parallel  mit  CA, 

/  r 

durch  eine   beständige  Kraft,    die  gleich  J—r-  ist,  getrieben 

werden,  und  aufserdem  durch  die  Kräfte  (p  und  (p \  deren 
Mittelkraft  sich,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  von  einem 
Punkte  M  zum  anderen  ändert  und  im  Mittelpunkte  C  Null 

ist.    Es  ist  aber  offenbar,  daTs  in  Folge  der  Kraft  die 

a* 

ganze  Masse  der  Erde,  mit  einer  allen  Punkten  gemeinschaft- 
lichen Bewegung,  nach  dem  Monde  hin  gezogen  wird,  ohne 
dafs  die  Punkte  des  flüssigen  Theils  ihre  relativen  Lagen  ändern; 
daher  sind  es  die  an  die  verschiedenen  Punkte  ties  Meeres 
angebrachten  Kräfte  tp  und  r/,  welche  die  durch  die  Einwir- 
kung de6  Mondes  entstehende  Ebbe  und  Fl  Ulli  hervorbringen. 
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Ist  die  Masse  der  Sonne  M  und  ihr  Absland  von  der 
Erde  a,  und  bezeichnet  man  aufserdem,  durch  ^f,  y,,  y  y 
das,  was  X,  <p,  q>'  in  Beziehung  auf  die  Sonne  werden,  so 
hat  man  auch 

/ M  r  sin  ft        ,       2  f  Mr  cos 

V  =   5 — ->  v>  =  i — - 

a3  a3 
als  Seitenkrafle  der  Kraft,  die  von  der  Wirkung  der  Sonne 
herrührt,  welche  ebenfalls  zu  der  Erscheinung  der  Ebbe  und 
Fluth  beitragen.  Vergleicht  man  sie  mit  den  Kräften  tp  und 
fp,  so  sieht  man,  dafs  für  einen  Punkt  des  Meeres,  dessen 
Radius  Vector  r  denselben  Winkel  X  oder  fi  mit  dem  Radius 
Vector  des  Mondes  oder  der  Sonne  einschliefst,  die  Wirkungen 
dieser  beiden  Weltkörper,  welche  die  Schwankungen  des 
Meeres  hervorbringen,  sich  zu  einander  verhalten,  wie  ihre 
Massen,  dividiert  durch  die  dritte  Potenz  ihrer  Abstände  von 
dem  Mittelpunkte  der  Erde.  Man  sieht  aber,  dafs,  wenn 
sonst  alles  gleich  ist,  die  Gröfsen  dieser  Schwankungen  sich 
zu  einander  verhalten,  wie  die  entsprechenden  Kräfte.  Be- 
zeichnet man  daher  durch  co  das  Verhältnifs  der  durch  den 
Mond  verursachten  Fluth  zu  der  durch  die  Sonne  verursach- 
ten, für  denselben  Ort  der  Erde  und  ähnliche  Lagen  beider 
Weltkörper,  so  hat  man 

m 1        w  M 

a5         «3  9 

in  welcher  Gleichung  man  für  «  und  a  die  mittleren  Ab- 
slände des  Mondes  und  der  Sonne  von  der  Erde  nehmen 
mufs  und  woraus  man 

m'  «3  M 

m  a 3  m 

findet,  wenn  man  m  die  Masse  der  Erde  nennt.  . 

Man  kann  wirklich  die  von  dem  Monde  und  die  von 
der  Sonne  herrührenden  Fluthen,  durch  die  verschiedenen 
Gesetze,  die  sie  befolgen,  von  einander  unterscheiden  und  ihr 
Verhältnifs  an  jedem  Orte  der  Erde  bestimmen.  Das  Miltel 
aus  einer  grofsen  Anzahl  von  Beobachtungen ,  die  im  Hafen 
von  Brest  angestellt  worden  sind,  giebt  *) 

w  =  2,3533  ' 

*)  Mecanique  Celeste  T.  V.  pg.  206. 
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als  Werth  dieses  Verhältnisses.  Der  Abstand  a  ist  ungefähr 
400  mal  so  grofs  als  der  Abstand  «  und  die  Masse  M ,  wie 
man  sogleich  sehen  wird,  ungefähr  'das  355000  fache  der 
Masse  m.    Vermittelst  dieser  Werthe  findet  man  nach  der 

vorhergehenden  Formel,  dafs  die  Masse  des  Mondes  ~  der 

Masse  der  Erde  ist. 

Die  Wirkungen  des  Mondes  und  der  Sonne  bringen,  ab- 
gesehen von  den  Schwankungen  des  Meeres,  auch  in  der  Be- 
wegung des  Erdspharoids  um  seinen  Schwerpunkt,  wegen  sei- 
ner Abplattung,  Störungen  hervor,  die  ich  auseinander  setzen 
werde,  wenn  von  der  drehenden  Bewegung  eines  festen  Kör- 
pers die  Rede  seyn  wird. 


247. 

Man  bemerke,  dafs  die  nach  der  Verlängerung  ME  des 
Halbmessers  CM  gerichtete  Seitenkraft  von  (p  und  y>'  gleich 
fp   cos  X  —  <p  sin  X  ist,  so  dafs  ihr  Werth 

(2  cos2*  -  sin2*)^ 
V  '  75  a5 

beträgt.    Dies  ist  die  Verminderung  der  Schwere  im  Punkte 

M,  welche  die  Wirkung  des  Mondes  hervorbringt.  Nimmt 

man  aber  an,  dafs  M  ein  Punkt  der  Oberfläche  der  Erde  ist, 

und  bezeichnet  durch  g  die  Schwerkraft  in  diesem  Punkte,  so 

hat  man  auch  beinahe  / m  =  g  r2.    Ferner  entspricht  das 

Maximum  von  2  cos 2  X  —  sin 2  X  dem  Werthe  X  =  o  und 

ist  =  2.    Der  gröfste  Werth  dieser  Verminderung  der  Schwere 

2  gr*  1 

ist  daher  -f— welche  Gröfse  beinahe    von  g  be- 

75  a3  8000000  6 

•  et 

trägt,  wenn  man  —  z=  60  setzt.    Man  müfste  daher,  wenn 

der  Einflufs  der  Wirkung  des  Mondes  auf  die  Länge  des 
Secundenpendels  mefsbar  werden  sollte,  die  Genauigkeit  bis 
zur  zweiten  Decimale  nach  den  Huudcrüausendteln  treiben 
können,  wo  man  gewöhnlich  bei  der  Bestimmung  seiner 
Länge  stehen  bleibt.  Dieser  Einflufs  würde  im  Zeitmafse  eine 
Ungleichheit  hervorbringen,  die  sich  nach  der  Bewegung  des 
Mondes  richtete,  und  deren  Maximum  in  einem  Tage  nicht 
über  den  hunderten  Theil  einer  Secunde  betragen  würde. 
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248. 

Die  Schwere,  welche  wir  an  der  Oberflache  der  Erde 
beobachten,  ist,  abgesehen  von  der  Centrifugalkraft,  die  von 
der  Umdrehung  der  Erde  herrührt,  die  Mittelkraft  der  Anzie- 
hungen, welche  durch  alle  Punkte  des  Spharoids  auf  jeden 
.  materiellen  Punkt  ausgeübt  werden,  welche  Mittelkraft  nur  von 
der  Lage  und  der  Masse  dieses  Punktes,  nicht  aber  von  der 
Natur  des  Körpers,  dem  er  angehört,  abhängt;  dies  hat  auch 
die  Erfahrung  vollständig  bestätigt.  Die  Intensität  dieser  Kraft  * 
mufs  abnehmen,  so  wie  man  sich  über  die  Oberfläche  der 
Erde  erhebt,  und  dies  folgt  auch  aus  den  Pendelversuchen, 
die  in  verschiedenen  Höhen  angestellt  worden  sind.  Ferner 
mufft  die  Schwerkraft  an  der  Erde,  wenn  man  sie  im  Ver- 
hältnisse  des  Quadrates  des  Erdhalbmessers  zum  Quadrate  des 
Halbmessers  der  Mondbahn  vermindert,  die  beschleunigende 
Kraft  seyn,  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  zurückhält. 
Da  aber  der  Abstand  des  Mondes  ungefähr  das  Sechzigfache 
des  Halbmessers  der  Erde  beträgt,  so  folgt  hieraus,  dafs  der 
Mond,  wenn  er  gar  keine  Geschwindigkeit  hätte,  sich  in  einer 
Minute  durch  denselben  Raum  nach  der  Erde  hin  bewegen 
müfste,  den  irgend  ein  Körper  an  der  Oberfläche  der  Erde 
in  einer  Secunde  durchlauft.  Diese  Gröfse  ist  nichts  Anderes 
als  der  Sinus  versus  des  Bogens ,  den  der  Mond  in  seiner 
Bahn  in  einer  Minute  beschreibt,  oder  beinahe  das  Quadrat 
dieses  Bogens  dividiert  durch  den  Durchmesser  dieser  krum- 
men Linie.  Da  nun  der  Umfang  der  Bahn  sechzigmal  so 
viel  als  der  der  Erde  beträgt,  so  findet  man  hieraus,  dafs  die 

60  7i 

erwähnte  Gröfse  40  Millionen  Meter,  multipliciert  mit  — 5-, 

beträgt,  wenn  man  durch  n  die  Anzahl  der  Minuten  bezeich- 
net, welche  die  Umlaufszeit  des  Mondes  enthält.  Dieses  Pro- 
dukt mufs  daher,  vermöge  des  Werthes  von  g,  den  man 
durch  die  Pendel  versuche  gefunden  hat,  beinahe  gleich  4,90 
Meter  seyn;  man  findet  wirklich  4,88  Meter,  wenn  man 
bemerkt ,  dafs  n  =  39343  ist.  Der  Unterschied  würde  noch 
unbedeutender  seyn,  wenn  man  verschiedene  Umstände,  die 
vir,  um  den  Beweis  zu  vereinfachen,  weggelassen  haben, 
berücksichtigen  wollte. 

Die  Schwere  an  der  Oberfläche  der  Erde  ist  daher  ein 
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besonderer  Fall  der  allgemeinen  Anziehung  und  man  nennt 
daher  auch  diese  allgemeine  Kraft  die  allgemeine  Schwere 
oder  Gravitation. 

■ 

249. 

Da  die  Erde  sich  wenig  von  der  Kugelgestalt  entfern«, 
so  ist  die  Anziehung,  welche  sie  auf  einen  Punkt  ihrer  Ober- 

f?n 

fläche  ausübt,  ungefähr  — — ,  wie  die  einer  Kugel,  wenn  man 


r 


durch  m  ihre  Masse,  durch  r  ihren  Halbmesser  und  durch  f 
den  Coefllcienten  der  allgemeinen  Anziehung  bezeichnet.  Die- 
ser genäherte  Werth  mufs  für  die  Punkte,  welche  einem  ge- 
wissen Parallelkreise  angehören,  genau  richtig  seyn  und  nach 
der  Theorie  der  Anziehung  der  Sphäroide,  die  wenig  von 
einer  Kugel  verschieden  sind,  ist  dieser  Parallelkreis  derjenige, 
bei  welchem  das  Quadrat  des  Sinus  der  Breite  \  beträgt. 
Auf  diesem  Parallelkreise  ist  das  Maafs  der  Schwere  9"»,  79386 
(§.  193),  um  es  aber  der  Anziehung  der  Erde  gleich  zu  setzen, 
mufs  man  es  zuerst  noch  um  die  verlicalc  Seitenkraft  der 
Centrifugalkraft  vermehren,  welche  Seiteukraft,  unter  diesem 

2 

Parallelkreise,  dem  Bruche    der  Schwerkraft  gleich  ist 

3.289 

(f.  178).    Setzt  man  daher 

g  =  (9«,  79386)  (l  +  =  9", 81645, 

so  kann  man  diesen,  so  modificierten ,  Werth  der  Schwere, 
als  der  Anziehung  der  Erde  gleich  ansehen  und 

im 

setzen. 

Multipliciert  man  die  beiden- Theile  dieser  Gleichuug  mit 
denen  der  Gleichung  (1)  des  f.  243,  die  auf  die  Bewegung 
der  Erde  um  die  Sonne  angewandt  wird ,  so  findet  man  daraus 

m       _  gT2r*j 
M  +  rn  "~   An2a*  ' 
welche  Formel  dazu  dient,   das  Verhaltnifs  der  Masse  der 
Erde  zu  der  der  Sonne  zu  bestimmen. 

Denkt  man  sich  ein  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Grund- 
linie der  Halbmesser  der  Erde  und  dessen  Hohe  sein  Abstand 
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von  der  Sonne  ist,  so  ist  der  kleine  Winkel,  welcher  der 
Grundlinie  gegenüber  Hegt,  die  Parallaxe  der  Sonne,  die 
man  direct  durch  astronomische  Beobachtungen  bestimmen 
und  auch  aus  einer  gewissen  Ungleichheit,  welche  in  der 
Beweguug  des  Mondes  durch  die  Wirkung  der  Sonne  hervor- 
gebracht wird,  und  die  parallak tische  Ungleichheit 
heifst,  bestimmen  kann.  Die  Gröfse  der  Parallaxe  ändert  sich 
mit  dem  Halbmesser  der  Erde  und  ihrer  Entfernung  von  der 
Sonne ;  für  den  mittleren  Abstand  a  und  den  Halbmesser  r, 
der  nach  dem  Parallelkreise  gezogen  ist,  dessen  Sinus  der 
Breite  yf\  beträgt,  ist  ihr  Werth  8",  60.    Daher  hat  man 

~  =  tang  8",  60,     a  =  (23984)  r. 
a 

Unter  demselben  Parallelkreise  und  wenn  man  die  Ab- 
plattung der  Erde  gleich  ~  setzt ,  hat  man 

r  =  6364551«. 
Die  Zeit  des  Umlaufs  der  Erde  um  die  Sonne,  in  Secun- 
den  ausgedrückt,  ist 

T  =  (86400)  (365,256374). 

Vermittelst  dieser  Werthe  und  des  Werthes  von  g,  der 
ebenfalls  für  die  Voraussetzung  bestimmt  ist,  dafs  man  die 
Secunde  als  Zeiteinheit  genommen  hat,  ist 

—  M 
m  ~  354592  * 

250. 

Die  Sonne  ist  eine  Kugel,  deren  Halbmesser  110  mal  so 
grols  als  der  der  Erde  ist.  Man  kennt  daher  das  Verhältnifs 
der  Volumina  dieser  zwei  Körper  und  das  ihrer  Massen ;  hier- 
aus findet  man  unmittelbar  das  Verhältnifs  ihrer  mittleren 
Dichtigkeiten.  Die  mittlere  Dichtigkeit  der  Sonne  ist  ungefähr 
der  vierte  Theil  von  der  der  Erde.  An  der  Oberfläche  der 
Sonne  ist  die  Gröfse  der  Anziehung 

.fM 
A2 ' 

wenn  man  ihren  Halbmesser  A  nennt.  Da 

R  ss  Hör,"  g  =  j£ 


m 

so  ist  diese  Grofsc  dasselbe  wie 

gM 

und  ihr  Werth,  vermöge  des  Wertlies  von  —  gleich  (29, 5)  g. 

Da  die  Dauer  der  Umdrehung  der  Sonne  um  ihre  Axe  25,5 
J  age  ist,  so  ist  die  Centrifugalkraft  an  ihrem  Aequator  nur  der 
sechste  Theil  des  Werthes,  den  diese  Kraft  am  Aequator  der 
Erde  hat.  Vernachlässigt  man  daher  die  Verminderung,  die 
sie  in  der  Schwere,  an  der  Oberfläche  der  Sonne,  hervorbringt, 
so  sieht  man,  dafs  das  Gewicht  eines  Körpers,  an  dieser  Ober- 
fläche, 29^  mal  das  Gewicht  desselben  Körpers  an  der  Ober- 
fläche der  Erde  ist  und  dafs  die  Körper  dort  ungefähr  145 
Meter  in  der  ersten  Secunde  ihres  Falles  durchlaufen.  Wan- 
det man  allmälich  die  Gleichung  (l)  des  J.  243  auf  die  Erde 
und  einen  anderen  Planeten  an  und  setzt  voraus,  dafs  die 
Gröfsen  m,  a,  T  in  Beziehung  auf  die  Erde,  m\f  a\,  Tly 
in  Beziehung  auf  den  Planeten  werden,  so  fiudet  man  hieraus 

Ol*        M  +  7tt!  gl» 

«3  —  M  +  m  T* 
durch  die  Elimination  von  /.  Kennt  man  den  Werth  von  a, 
vermöge  der  Beobachtung  der  Sonnenparallaxe  oder  eines  än- 
deren Mittels,  so  wie  die  Masse  m  der  Erde  und  die  Dauer 
T  des  siderischen  Jahres,  so  dient  diese  Gleichung  dazu,  den 
Werth  der  halben  grofsen  Axe  ax  eines  Planeten  zu  bestim- 
men, wenn  man  seine  Masse  m  und  seine  Umlaufszeit  21 
kennt.  Das  in  f.  245  gezeigte  Verfahren  zur  Bestimmung  die- 
ser Masse  setzt  blos  voraus,  dafs  man  einen  Nahem ngs wer th 
der  halben  grofsen  Axe  kennt. 

251. 

Die  Anziehung,  welche  an  der  Oberfläche  der  Erde  durch 
eine  betrachtliche  Masse,  wie  z.B.  durch  einen  hohen  Berg, 
ausgeübt  wird,  lenkt  die  schweren  Körper  von  der  verticalen 
Richtung  ab,  und  die  Verlängerung  des  Bleiloths  trifft  als- 
dann den  Himmel  nicht  mehr  im  Zenith.  Vielmehr  wird 
sie  sich  auf  beiden  Seiten  des  Berges  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  davon  entfernen,  so  dafs,  wenn  auf  beiden  Sei- 
ten Alles  gleich  ist,  sowohl  die  Gestalt  des  Berges,  als  die 
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Entfernung  des  Bleilotlis,  der  Winkelabstand  zweier  Sterne 
durch  welche  die  Verlängerung  des  Bleilotlis  geht,  das  Dop- 
pelte der  Ablenkung  seyn  wird.  Diese  Thalsache  ist  von  den 
Astronomen  in  Peru  und  Schottland  beobachtet  worden;  weil 
aber  die  Massen  der  höchsten  Berge,  im  Verhältnisse  zur 
Masse  der  Erde,  noch  immer  sehr  klein  sind,  so  sind  auch 
die  Ablenkungen,  von  welchen  hier  die  Rede  ist,  sehr  unbe- 
trächtlich und  können  nur  eine  kleine  Anzahl  von  Secunden 
betragen.  Es  folgt  hier  ein  Beispiel  der  Berechnung  der  Ab- 
lenkung, die  ein  Bleiloth  durch  die  Anziehung  einer  gegebenen 
Masse  erleidet. 

Sey  A  (Fig.  57)  der  Mittelpunkt  einer  gleichartigen  Kugel, 
die  am  Ende  eines  unausdehnbaren  und  unbiegsamen  Fadens 
aufgehängt  ist,  dessen  anderes  Ende  an  den  festen  Punkt  C 
angeknüpft  ist.  Sey  auch  O  der  feste  Mittelpunkt  einer  an- 
deren gleichartigen  Kugel,  welche  auf  die  erste  wirkt.  Der 
Faden  CA  wird  sich  von  der  Verticalen  CB  entfernen,  ohne 
aus  der  Ebene  herauszutreten ,  die  durch  diese  gerade  Linie 
und  die  Linie  CO  geht,  und  in  der  Lage  des  Gleichgewichtes 
mufs  die  Mittelkraft  des  Gewichtes  der  ersten  Kugel  und  der 
Anziehung  der  zweiten  durch  den  festen  Punkt  C  gehen. 
Diese  zwei  Kräfte  sind  aber  an  den  Punkt  A  angebracht, 
die  eine  nach  der  Verticalen  AD,  die  andere  nach  AO,  und 
sie  suchen  den  Faden  CA  in  entgegengesetzter  Richtung  um 
den  Punkt  C  zu  drehen.  Damit  ihre  Mittelkraft  durch  den 
Punkt  O  geht,  müssen  ihre  Momente,  in  Beziehung  auf  diesen 
Punkt,  gleich  seyn  (f.  46)  ;  daher  hat  man,  wenn  man  P 
und  Q  das  Gewicht  der  ersten  Kugel  und  die  ganze  Anziehung 
der  zweiten  nennt  und  durch  p  und  q  die  senkrechten  Linien 
CB  und  CF  bezeichnet,  die  vom  Punkte  C  auf  die  Verlän- 
gerungen von  DA  und  OA  gefällt  sind, 

Pp  =  Qq 

als  Gleichung  des  Gleichgewichtes,  welche  dazu  dient,  die 
unbekannte  Ablenkung  BCA  zu  bestimmen. 

Ich  nenne  diesen  Winkel  x  und  y  den  gegebenen  Winkel 
BCOy  a  und  c  die  ebenfalls  gegebenen  Abstände  CA  und 
CO,  und  y  den  unbekannten  Abstand  AO ,  so  hat  man 

y 2  =  a2  +  c2  —  2  ac  cos  {y  —  *) 
und  aufserdem 

25 

r  y 
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a  sin  (y  —  x)  ac  sin  fy  —  x) 

y  y 

Man  nenne  auch  fit  die  blasse  der  Erde,  rn1  die  der  be- 
weglichen Kugel,  m  die  der  anziehenden  Kugel.  Bezeichnet 
man  noch  immer  durch  /  den  Coefißcienten  der  allgemeinen 
Anziehung  und  durch  r  den  Halbmesser  der  Erde,  so  sind 
die  Werthe  der  bewegenden  Kräfte  P  und  Q 

jmmx     n  _  fm'mi 

F  =  — 2->  u  —  -pr > 

und  wenn  o  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde,  q'  die  der  an- 
ziehenden Kugel  und  r  deren  Halbmesser  ist,  so  hat  man  auch 


m  = 


mg  r  3 


gr5 


Vermittelst  dieser  verschiedenen  Werthe  geht  die  Gleichung 

Pp  =  Qq 

in  folgende  über: 

gry5  sin  x  =  q'  r'5c  sin  (y —  x), 
wo  man  nur  noch  den  Werth  von  y  substituieren  mufs ,  um 
alsdann  den  Werth  von  x  daraus  zu  finden. 

Ich  nehme  an,  wie  dies  immer  der  Fall  ist,  dafs  die 
Länge  CA  des  Bleiloths  im  Verhältnisse  zum  Abstände  CO 
sehr  unbeträchtlich  ist.  Vernachlässigt  man,  in  den  Werthen 
von  y,  a  im  Verhältnisse  zu  c,  so  hat  man  y  =  c ,  und 
hieraus  folgt 


Bin  x  g  r  5 


sin  (y  —  x)  Qi'c2 
Wenn  die  Dichtigkeit  q  und  der  Halbmesser  r'  der  an- 
ziehenden Kugel  immer  dieselben  bleiben,  so  ist  der  Werth 
von  a,  den  man  aus  dieser  Gleichung  findet,  desto  gröfser,  je 
kleiner  der  Abstand  c  ist  und  der  Winkel  y  wird  sich  immer 
mehr  einem  rechten  nähern.  Da  nun  c  nicht  kleiner  als  der 
Halbmesser  r'  seyn  kann,  so  folgt  hieraus,  dafs  man  das 
Maximum  der  Ablenkung  des  Bleiloths,  welche  die  Anziehung 
einer  gegebenen  Kugel  hervorbringen  kann,  haben  wird,  wenn 
man  c  =  r'  und  y  =z  9C°  setzt,  wodurch  die  vorhergehende 
Gleichung  in 

o'  r' 

tang  .v  =  

übergeht.  ^ 
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Setzt  man  z.  B.  q'  =  o  und  fragt,  wie  grof»  der  Halbmesser 
r  seyn  mufs,  damit  die  Ablenkung  x  eine  Secunde  betrage, 
so  hat  man  r  =  r  tang  l"  und  da  der  Umring  2nr  der  Erde 
40  Millionen  Meter  beträgt,  so  folgt  hieraus  r '  ==  30»»,  856  . . . 
Eine  gleichartige  Kugel  von  ungefähr  31  Meter  im  Durchmesser, 
deren  Dichtigkeit  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  gleich 
ist,  bringt  daher  nur  eine  Ablenkung  von  höchstens  einer 
Secunde  in  der  llichtung  des  Bleiloths  hervor,  und  um  diese 
hervorzubringen,  mufs  sie  das  untere  Ende  dieses  Lothes  be- 
rühren und  ihr  Mittelpunkt  mufs  in  der  horizontalen  Ebene 
liegen,  die  durch  dieses  Ende  geht. 

252. 

Aus  der  Ablenkung  des  Bleiloths,  welche  die  Anziehung 
der  Berge  hervorbringt,  hat  man  die  mittlere  Dichtigkeit  der 
Erde  zu  vier  bis  fünf  mal  so  grofs,  als  die  Dichtigkeit 
des  Wassers,  bestimmt.  Cavendish  hat  sie  5|  mal  so  grofs, 
als  diese  letztere  Dichtigkeit  gefunden,  indem  er  sie  aus  der 
Anziehung  ableitete,  die  zwei  Bleikugeln  von  acht  Zoll  engl, 
im  Durchmesser  ausübten,  welche  Anziehung  er  durch  die 
Drehwage  merkbar  zu  machen  gewufst  hat.  Ohne  hier  in 
alle  Einzelnheiten  dieses  interessanten  Versuches  einzugehen, 
oder  die  verschiedenen  erforderlichen  Vorsichten  und  die  Rech- 
nungen, die  man  anstellen  mufs,  um  ein  genaues  Resultat  zu 
finden,  aus  einander  zu  setzen,  will  ich  blos  die  wesentlichsten 
Punkte  dieser  Rechnungen  angeben. 

Die  Drehwage  ist  das  genaueste  Instrument,  welches  wir 
haben,  um  sehr  kleine  Kräfte  zu  messen.  Coulomb,  dem  man 
ihre  Erfindung  verdankt,  hat  sie  besonders  angewandt,  um  die 
Anziehungen  und  Abstofsungcn  der  elektrisierten  Körper  zu 
messen  und  sie  ist  ebendeswegen,  in  der  Physik,  unter  dem 
Namen  elektrische  Wage  bekannt.  Sie  besteht  im  We- 
sentlichen in  einem  sehr  feinen  verticalen  Metallfaden,  der  an 
einen  festen  Punkt  angebracht  und  an  dessen  Ende  ein  hori- 
zontaler Hebel  aufgehängt  ist.  Man  nehme  an,  dieser  Hebel 
bestehe  aus  einem  sehr  dünnen  Stiele  ACJl  (Fig.  58),  welcher 
am  Aufhängepunkt  C  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt  ist  und 
an  dessen  Enden  zwei  sehr  kleine  Kugeln  angebracht  sind, 
deren  Mittelpunkte  A  und  Ä  seyn  sollen.    Aus  dein  Punkte 

25* 
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C  als  Mittelpunkte  und  mit  einem  Halbmesser,  der  gleich  CA 
ist,  beschreibe  man  den  horizontalen  Kreis  BAB'A',  dessen 
Umring  in  eine  grofse  Anzahl  gleicher  Theile  getheilt  seyn 
soll.    Dreht  sich  der  Hebel  um  den  Punkt  C,  so  durchlaufen 
seine  Enden  A  und  A'  diesen  Umring,  und  die  Theilungs« 
punkte,  welchen  sie  in  jedem  Augenblicke  entsprechen,  geben 
die  Bogen  an,  die  sie  durchlaufen  haben.    So  lange  der  Fa- 
den, der  bis  zum  Punkte  C  reicht,  nicht  gedreht  wird,  bleibt 
der  Hebel,  in  einer  gewissen  Lage,  in  Ruhe.    Ich  nehme  an, 
dafs  er  alsdann  der  Linie  BCB'  entspricht;  entfernt  man  J 
von  dieser  Linie,  um  ihn  in  eine  andere  beliebige  Lage  AC 
tax  bringen,  so  wird  der  Faden  gedreht,  und  diese  Drehung 
strebt,  den  Hebel  zur  Linie  BCB'  zurück  zu  führen.  Um 
ihn  in  der  Richtung  ACÄ  zurück  zu  halten,  nehme  man  an, 
es  würden  an  seine  beiden  Enden  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kräfte  angebracht,  die  in  der  horizontalen  Ebene  wirken  und 
auf  dieser  Richtung  senkrecht  stehen.    Der  gemeinschaftliche 
Werth  dieser  beiden  Kräfte  wird  das  Maafs  der  Drehkraft 
seyn,  welche  mit  ihnen  im  Gleichgewichte  ist.  Couloinb's 
Versuche  haben  aber  gezeigt,  dafs,  wenn  der  Aufhängefaden 
derselbe  bleibt,  diese  Drehkraft  dem  Winkel  BCA  propor- 
tional ist.    Nimmt  man  daher  den  rechten  Wiukel  als  Einheit, 
nennt  h  die  Drehkraft,  welche  diesem  rechten  Winkel  ent- 
spricht, und  bezeichnet  durch  &  den  Winkel  BCAf  so  wird 
diese  Kraft,  in  der  Lage  ACA'  des  Hebels,  gleich  h&  seyn. 
Die  Drehung  des  Aufhängefadens  wird  daher  zweien  an  die 
Punkte  A  und  A'  angebrachten  Kräften,  die  gleich  h&,  hori- 
zontal und  auf  ACA'  senkrecht  sind  und  den  Hebel  zu  der 
Ruhelinie  BCBf  zurück  zu  bringen  streben,  gleich  seyn. 

Dies  vorausgesetzt,  nähere  man  dem  Hebel  zwei  gleich- 
artige Kugeln,  die  aus  demselben  Stoffe  bestehen,  denselben 
Durchmesser  haben  und  symmetrisch  auf  beiden  Seiten  der 
Linie  BCB'  liegen.  Seyen  O  und  O'  ihre  Mittelpunkte,  die 
in  der  horizontalen  Ebene,  welche  der  Hebel  enthält,  in  glei- 
chem Abstände  von  C  und  auf  der  durch  diesen  Punkt  gezo- 
genen Linie  OCO'  liegen.  Die  Anziehung  dieser  beiden  Kör- 
per  entfernt  den  Hebel  von  der  Linie  BCB',  und  da  alles 
um  den  Punkt  C  herum  gleich  ist,  so  dreht  sich  die  Lin,\ 
ALA   um  diesen  Punkt,  der  in  Ruhe  bleibt.    So  wie  sich 
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der  Hebel  von  der  Ruhelime  entfernt,  nimmt  die  Drehkrafl 
zu.  In  einer  gewissen  Lage  wird  diese  Kraft  mit  der  Anzie- 
hung beider  Kugeln  im  Gleichgewichte  seyn,  da  aber  der 
Hebel  diese  Lage  mit  einer  unterdessen  erlangten  Geschwin- 
digkeit erreicht,  so  geht  er  darüber  hinaus  und  macht,  auf 
beiden  Seiten  derselben,  Schwingungen,  ebenso  wie  ein  hori- 
zontales Pendel.  Die  Beobachtung  giebt  die  Dauer  einer  gan- 
zen Schwingung  an.  Vergleicht  man  die  Lange  dieses  Pendels 
mit  der  Länge  eines  gewöhnlichen  Pendels ,  welches  seine 
Schwingungen  in  derselben  Zeit  vollbringen  würde,  so  kann 
man  daraus  das  Verhältnis  der  Anziehungskraft  jeder  der  Ku- 
geln zu  der  Schwere  finden,  und  daher  auch  das  Verbal tui Ts 
der  blasse  dieser  Kugel  zu  der  der  Erde.  Es  ist  leicht,  die 
Gleichung  zu  bilden,  welche  dieses  Verhällnifs  zu  bestimmen 
dient,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll. 

253. 

Da  die  beiden  beweglichen  Kugeln,  deren  Mittelpunkte 
in  A  und  A'  sind,  durch  dieselben  Kräfte  getrieben  werden, 
und  dieselbe  Bewegung  um  den  festen  Punkt  C  haben,  so  ist 
es  hinreichend,  die  Bewegung  des  Mittelpunktes  einer  derselben 
zu  betrachten,  z.B.  des  Punktes  A,  Sey  daher,  wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe, 

CA  =  a,   CO  =  c,  BCOz=y, 
772 '  sey  die  Masse  der  anziehenden  Kugel,  deren  Mittelpunkt 
in  O  liegt,  und  f  der  Coefficient  der  allgemeinen  Anziehung. 
Am  Ende  einer  beliebigen  jZeit  t  bezeichne  man  den  Winkel 
ACB  durch  &  und  den  Abstand  AO  durch  z,  so  hat  man 

z2  =  a2  +  c2  —  2ac  cos  (7  —  &), 
und  die  beschleunigende  Kraft,    welche  von  der  nach  AO 

im ' 

gerichteten  Anziehung  herrührt,  wird  — —  seyn.    Ich  zerlege 

sie  in  zwei  andere  Kräfte,  von  welchen  eine  nach  der  Ver- 
längerung CA,  die  andere  senkrecht  auf  CA  wirkt.  Diese 

letztere  Seitenkraft  wird  gleich  J—£  sin  CA O,  d.h.  gleich 


fm '  c 

  sin  (y  —       seyn ,  wenn  man  statt  sin  CA O  seinen, 

z 

aus  dem  Dreiecke  COA  abgeleiteten,  Werth  setzt.  Zieht 
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man  von  dieser  Seitenkraft,  welche  die  Trajectorie  berührt, 
die  Drehkraft  h&,  die  ihr  gerade  entgegen  gesetzt  ist,  ab, 
und  bemerkt,  dafs  der  durch  den  Punkt  A  beschriebene  Bo- 
gen BA  gleich  a&  ist,  so  hat  man 

d2&       f  tri  c  .  7 

als  Gleichung  der  Bewegung  (f.  152). 

Da  die  Anziehung  der  Masse  m  eine  sehr  kleine  Kraft 
ist,  so  ist  der  Winkel  &,  um  welchen  sie  den  Hebel  ACA' 
von  der  Ruhelinie  entfernt,  sehr  klein.  Nennt  man  den  Ab- 
stand BO,  oder  den  Werth  von  z,  welcher  &  =  o  entspricht, 
b,  so  dafs  man 

b2  =  a2  +  c2  —  2ac  cos  y 
hatr  und  entwickelt  nach  den  Potenzen  von  &,  so  hat  man 

»ipfr-*>  ==  ^-[(a»  +  c«)co8y-2«c-ac«bV]n  +  .. 

Setzt  man  daher,  zur  Abkürzung, 

[(a2  +  c2)  cos  y  —  2ac- ac  sin2y]  -y-j-  -\-  h  =  g' 
fm'c  sin  y  , 

und  vernachlässigt  die  Potenzen  von  die  höher  als  die 
erste  sind,  so  wird  die  Gleichung  der  Bewegung 

"dl*  ~  8  ß      8  *' 
woraus  man,  wenn  man  integriert, 

findet,  wo  h  und  h'  die  beiden  willkührlichen  Constanten 
bedeuten. 

Vermqge  dieses  Wierthes  von  &,  ist  die  kleinste  und 
gröfste  Entfernung  des  Hebels  ACA'  von  der  Linie  BCB', 
ß  -f-  h  und  ß  —  k,  und  wenn  man  die  Linie  DCD'  zieht, 
so  dafs  B  CD  gleich  ß  ist,  so  wird  der  Hebel,  nach  beiden 
Seiten  dieser  geraden  Linie,  gleiche  und  gleichzeitige  Schwin- 
gungen machen,  deren  Weite  die  Constante  h  seyn  wird. 
Man  bestimmt  den  Wriukel  ß  durch  die  Erfahrung,  indem 
man  die  kleinste  und  gröfste  Entfernung  des  Hebels  mifst  und 
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die  halbe  Summe  dieser  äufsersten  Werthe  vou  #  für  diesen 
Winkel  nimmt.  Die  gerade  Linie  DCD' ,  welche  dem  Werthe 
&  —  ß  entspricht,  ist  die  Lage  des  Hebels,  in  welcher  er  im 
Gleichgewichte  bleiben  würde,  wenn  er,  ohne  erlaugte  Ge- 
schwindigkeit, dorthin  käme.  Die  Dauer  einer  ganzen  Schwin- 
gung des  Hebels,  zu  beiden  Seiten  dieser  Linie,  ist  die  Zeit, 

während  welcher  der  Winkel  t   tr        4-  V  um  180°  zu- 

nimmt.    Bezeichnet  man  ihn  durch  T,  so  hat  man  daher 

s 

und  diese  Dauer  T  ist  ebenfalls  durch  die  Beobachtung  ge- 
geben. 

Nennt  man  nun  g  die  Schwere  und  /  die  Länge  des  ein- 
fachen Pendels,  welches  seine  unendlich  kleinen  Schwingungen 
in  der  Zeit  T  macht,  so  hat  man  (f.  182) 

8 

daher  ist 

ga  =  g'l'j 

folglich,  da 

Jm  _Jm'c*ny 

so  haben  wir  schliefslich 

vi    _  ßab* 

m         c  l  r  2  sin  y  ' 
wo  m  die  Masse  der  Erde  und  r  ihren  Halbmesser  bedeutet. 

Alle  Gröfsen,  welche  in  dieser  Formel  enthalten  sind, 
sind  bei  jedem  Versuche  bekannt ;  sie  dient  daher  dazu ,  das 
Verhältnifs  der  Masse  m  zu  der  der  Erde  anzugeben,  und 
wenn  man  aufserdem  die  Volumina  beider  Körper  und  die 
Dichtigkeit  von  m  kennt,  so  kann  man  hieraus  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde  finden. 

i&'jp  :  j'  '  v- 

254. 

In  der  Mechanik  des  Himmels  wird  bewiesen,  dafs 
es,  für  das  dauernde  Gleichgewicht  des  Meeres,  nothwendig 
und  hinreichend  ist,  dafs  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 
die  des  Wassers  übertreffe.     Weil  diese  Bedingung  wirklich 
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erfüllt  ist,  bringen  die  Kräfte,  welche  von  der  gleichzeitigen 
Wirkung  des  Mondes  und  der  Sonne  herrühren,  nur  kleine 
Schwingungen  hervor.  Wäre  sie  nicht  erfüllt  und  die  Erde 
z.  B.  bei  derselben  Dichtigkeit,  von  einem  Quecksilbermeere 
bedeckt,  so  würde  die  Wirkung  der  kleinsten  fremden  Kräfte 
in  dieser  Flüssigkeit  eine  progressive  Bewegung  hervorbringen, 
so  dafs  das  Meer,  statt  hin  und  her  zu  schwanken,  die  ganze 
Oberflache  der  Erde  durchlaufen  würde. 

Auch  kann  man,  durch  verschiedene  Betrachtungen,  be- 
weisen ,  dafs  die  Dichtigkeit  der  concentrisclien  Lagen  des 
Erdsphäroids  zunehmen  mufft,  wenn  man  von  der  Oberfläche 
nach  dem  Centrum  hin  geht;  hieraus  folgt,  dafs  die  mittlere 
Dichtigkeit  die  der  obersten  Schichte  übertreffen  mufft,  welche 
Bedingung  wirklich  erfüllt  ist.  Denn  wenn  man  die  Metalle 
ausnimmt,  die  sich  nur  in  geringer  Anzahl  in  dieser  Schichte 
finden ,  so  sind  die  Dichtigkeiten  aller  übrigen  Substanzen, 
aus  welchen  sie  besteht,  viel  kleiner  als  5\  mal  die  Dichtig- 
keit des  Wassers.  Es  ist  jedoch  wichtig  zu  bemerken,  dafs 
diese  Zunahme  der  Dichtigkeit  keinesweges  das  Vorbanden- 
seyn  von  Stoifen  voraussetzt,  die  von  denen,  welche  wir  an 
der  Oberfläche  sehen,  ganz  verschieden  sind  und  deren  Dich- 
tigkeit sehr  grofs  wäre.  Man  kann  annehmen,  dafs  alle  Schich- 
ten der  Erde  aus  demselben  Stoffe,  der  ein  wenig  zusammen- 
drückbar ist,  oder  einem  Gemenge  verschiedener  Stoffe,  wie 
an  der  Oberfläche,  zusammen  gesetzt  sind,  und  in  dieser  Vor- 
aussetzung, welche  die  natürlichste  zu  seyn  scheint,  würde 
die  Zunahme  der  Dichtigkeit  von  der  Verdichtung  herrühren, 
welche  in  jeder  Lage  durch  den  Druck  der  oberen  Schichten 
hervorgebracht  wird,  welcher  von  der  Oberfläche  nach  dem 
Mittelpunkte  hin  zunimmt.  Im  Inneren  der  Erde  hängt  das 
Gesetz  der  Anziehung  von  dem  unbekannten  Gesetze  der 
Dichtigkeiten  ab.  Aufscrhalb  derselben  ändert  es  sich  auf  der 
Verlängerung  eines  jeden  Halbmessers  ungefähr  im  umgekehr- 
ten Verhältnisse  des  Quadrates  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte, 
und  von  einem  Halbmesser  zum  anderen  erleidet  es  zu  glei- 
cher Zeit  eine  Aenderung,  welche  dem  Quadrate  des  Cosinus 
des  Winkels  proportional  ist,  welchen  jeder  Halbmesser  mit 
der  Axe  der  Figur  des  Erdsphäroids  einschliefst.  Aus  dieser 
letzten  Aenderung  folgt,  dafs,  bei  gleichem  Abslande  vom  Mil- 
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telpunkte  der  Erde,  die  Kraft,  welche  an  den  Mittelpunkt  des 
Mondes  angebracht  ist  und  von  der  Anziehung  dieses  Sphäroids 
herrührt,  nicht  in  allen  Richtungen  des  Radius  Vector  dieselbe 
ist,  so  dafs  man  diese  Kraft  als  aus  zwei  anderen  zusammen- 
gesetzt betrachten  kann,  deren  eine  von  dem  kugelförmigen 
Theile  der  Erde  herrührt  und  beständig  ist,  oder  sich  nur  im 
Verhältnisse  des  Abstandes  vom  Mittelpunkte  ändert,  die  an- 
dere dagegen  von  der  Bauchung  der  Erde  am  Acquator  her- 
rührt und  sich  mit  der  Richtung,  die  der  Radius  gegen  die 
Axe  der  Pole  hat,  ändert.  Laplace  hat  die  kleine  Ungleich- 
heit in  der  Länge  und  Breite,  welche  diese  zweite  Kraft  in 
der  Bewegung  des  Mondes  hervorbringt,  bestimmt.  Man  sieht 
leicht  ein,  dafs  ihre  Grofse  von  der  Abplattung  der  Erde  ab- 
hängen mui's,  und  wenn  man  sie  mit  derjenigen,  welche  die 

Beobachtung  giebt,  vergleicht,  so  findet  man  daraus  die  Ab- 
1 

plattung  ^jT->  welche  wenig  von  der  verschieden  ist,  die 

sich  aus  den  Pendelversuchen  und  Gradmessungen  ergiebt. 

An  der  Oberfläche  der  Erde  folgt  die  Aenderung  der 
Schwere,  die  vori  der  der  Anziehung  und  der  Centrifugalkraft 
herrührt,  demselben  Gesetze,  wie  in  einem  beliebigen  Abstände 
vom  Mittelpunkte,  d.  h.  sie  ist,  wie  wir  es  schon  ({.  178)  ge- 
sagt haben,  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite  proportio- 
nal. Um  aber  dieses  Gesetz  durch  Messungen  des  Secunden- 
pendels  zu  bewahrheiten,  dürfen  die  Schwingungen  nicht  in 
der  Nähe  eines  Berges  beobachtet  werden,  denn  so  wie  die 
horizontale  Seitenkraft  der  Anziehung  das  Pendel  in  seiner 
Lage  des  Gleichgewichtes  von  der  Verlicalen  ablenkt,  so  ver- 
mindert die  verticale  Seitenkraft  dieser  Kraft  die  Schwere  und 
folglich  auch  die  Länge  des  einfachen  Pendels.  Vermeidet 
man  diese  Quelle  von  Unregelmäfsigkeiten,  so  findet  man,  dafs 
sich  an  gewissen  Orten  die  Länge  des  Secundenpendels  den- 
noch von  dem  Gesetze  der  Aenderung,  welches  die  Theorie 
angiebt,  entfernt;  was  man  dem  Umstände  zuschreiben  mufs, 
dafs  an  diesen  Orten  die  Dichtigkeit  des  umliegenden  Theils 
der  Erde,  in  einer  beträchtlichen  Weite  und  Tiefe,  viel  grö- 
fser  oder  viel  kleiner  als  die  allgemeine  Dichtigkeit  der  obersten 
Schichte  ist.  Hieraus  ergiebt  sich  eine  Vermehrung  oder  Ver- 
minderung der  ganzen  Schwere  und  daher  auch  der  Länge 
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des  Secundenpendels,  die  ihrer  Intensität  proportional  ist. 
Das  Pendel  ist  daher  auch  ein  geologisches  Instrument,  wel- 
ches, durch  seine  U n rege! mäfsigk eilen  die  Aenderungen  in  der 
Natur  des  Bodens,  auf  eine  grofse  Strecke  hin,  anzeigt. 

Uebrigens  mufs  man  bemerken,  dafs  das  Gesetz,  nach 
welchem  die  Schwere,  dem  Quadrate  des  Cosinus  der  Breite 
proportional,  wenn  man  vom  Pole  nach  dem  Aequator  hin 
geht,  abnimmt,  voraussetzt,  dafs  man  die  Verlängerung  der 
Meeresfläche  für  die  Oberfläche  der  Erde  nimmt,  und  da  die 
Oerter  des  Festlandes,  wo  die  Beobachtungen  angestellt  werden, 
verschiedene  Höhen  über  dieser  FJäche  haben,  so  mufs  man 
die  beobachteten  Längen  auf  diejenigen  zurückführen,  welche, 
auf  jeder  Verticalen,  an  dieser  Fläche  selbst  statt  haben  wür- 
den. Diese  Reduction  geschieht  gewöhnlich,  indem  man  die 
Schwere  und  die  Länge  des  Secundenpendels  in  dem  Verhält- 
nisse des  Quadrates  der  Entfernung  des  Beobachtungsortes  vom 
Mittelpunkte  der  Erde  zum  Quadrate  derselben,  um  die  Höhe 
dieses  Ortes  über  der  Meeresfläche,  verminderten  Entfernung 
vergröfsert;  was  darauf  hinauskommt,  dafs  man  die  Anzie- 
hung der  zwischen  der  Oberfläche  des  Bodens  und  der  Ver- 
längerung der  Meeresfläche  enthaltenen  Erdschichte  vernach- 
lässigt. Man  wird  aber  im  folgenden  f.  sehen,  dafs  diese 
Correction  fast  um  die  Hälfte  zu  grofs  ist. 

255. 

Sey  JM'B  (Fig.  59)  die  Oberfläche  des  Festlandes, 
DAMBE  die  Meereslläclie  oder  deren  Verlängerung  und  C 
der  Mittelpunkt  der  Erde.  Sey  auch  M'  der  Beobachtungs- 
ort und  M  der  Punkt,  wo  der  Halbmesser  CM'  diese  Verlän- 
gerung trifft,  so  wird  M'  M  die  Höhe  des  Punktes  M  über 
der  Meereslläclie  seyn,  welche  ich  durch  h  bezeichne  und 
welche  durch  Nivellierung  oder  Barometermessungen  gegeben 
seyn  wird.  Ist  M'  sehr  nahe  bei  dem  Meere,  so  kann  die 
Schwere  ein  wenig  vermindert  und  ihre  Richtung  ein  wenig 
geändert  seyn,  weil  die  Dichtigkeit  des  Wassers  geringer  als 
die  des  Erdbodens  ist.  Ich  werde  aber  voraussetzen,  dafs  dies 
nicht  der  Fall  sey,  und  zugleich  annehmen,  dafs  die  Ober- 
fläche des  Bodens  um  den  Punkt  M'  horizontal  oder  fast 
senkrecht  auf  dem  Radius  CM'  sey  und  ferner,  dafs  ihre 
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Dichtigkeit  gleichförmig  sey.  Es  mufs  daher  die  Anziehung 
berechnet  werden,  die  durch  die  Schichte  j4M'BM,  die  sich 
über  die  Meeresfläche  erhebt,  auf  den  Punkt  M'  ausgeübt 
wird.  Bei  dieser  Rechnung  kann  man  von  der  Krümmung 
dieser  Schichte  und  den  Aenderungen  in  ihrer  Dicke  abseben, 
oder,  mit  anderen  Worten,  man  kann  die  Dicke  dieser  Schichte, 
iu  der  ganzen  Ausdehnung,  in  welcher  sie  eine  merkliche 
Anziehung  ausübt,  als  eine  constante,  die  gleich  h  ist,  ansehen. 
Ich  bezeichne  den  Halbmesser  dieser  Ausdehnung  durch  c  und 
die  Dichtigkeit  der  Schichte  durch  g'. 

Dies  vorausgesetzt,  sey  K  ein  beliebiger  Funkt  der  an- 
ziehenden Schichte,  man  bezeichne  durch  z  und  y  seine  Ent- 
fernung von  der  Oberfläche  des  Bodens  und  dem  Halbmesser 
CM'  und  beschreibe  zwei  cylindrische  Oberflächen ,  deren  ge- 
meinschaftliche Axe  M  M '  und  deren  Halbmesser  y  und 
y  -}-  dy  sind.  Das  zwischen  diesen  zwei  Oberflächen  ent- 
haltene Volumen  hat  die  Grundfläche  2nydy  und  die  Höhe 
dz,  und  wenn  man  es  in  horizontale  Ringe  zerlegt,  die  eine 
unendlich  kleine  Dichtigkeit  haben,  so  ist  das  Volumen  des 
Ringes,  der  dem  Punkte  K  entspricht,  2nydydz  und  seine 
Masse  2tiq'  ydy  dz.  Die  Anziehung,  welche  dieser  Ring  auf 
einen  materiellen  Punkt  ausübt,  der  in  M'  liegt,  reduciert 
sich  auf  eine  Kraft,  die  nach  MM'  gerichtet  und  der  Summe 
der  verlicalen  Seitenkräfte  der  Anziehungen  aller  seiner  Punkte 
gleich  seyn  wird.    Da  man  nun  für  irgend  einen  Punkt  K 

-  KM'  =  V  y2  +  z*,    cos  KM'M  =       =  =- 

hat,  so  ist  der  Werth  der  beschleunigenden  Kraft,  die  von 
der  Anziehung  des  ganzen  Ringes  herrührt, 

v  2  71 J  q  y  zdydz 

wo  /  noch  immer  der  Coelticient  der  allgemeinen  Anziehung 
ist.  Um  daher  die  Anziehung  der  Schichten,  die  wir  betrach- 
ten, zu  erhalten,  mufs  man  diese  Formel  von  z  =  o  bis 
z=z  h  und  von  y  =  o  bis  y  =■  c  integrieren ,  woraus  sich 

h'  =  2nrQ      +     -  V~ c2-M2) 
ergiebt,  wenn  man  diese  Kraft  durch  V  bezeichnet. 
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Iin  Allgemeinen  ist  aber  die  verticale  Dicke  der  anzie- 
henden Schichte,  im  Verhältnisse  zu  ihrem  horizontalen  Halb- 
messer sehr  klein;  vernachlässigt  man  daher  h2  im  Verhält- 
nisse zu  c2,  so  hat  man  einfach 

V  =2nfQ'h. 

Sey  h  die  Anziehung ,  welche  auf  den  Punkt  M,  durch 
den  Theil  der  Erde  ausgeübt  wird,  der  bis  zu  der  Meeres- 
fläche reicht  und  r  der  Halbmesser  CM,  so  wird  diese  An- 
ziehung im  Funkte  M' 

lr2 
(r  +  h)2 

seyn.  Bezeichnet  man  die  Schwere  und  die  verticale  Seiten- 
kraft der  Centrifugalkraft  am  Punkte  M  durch  g  und  y,  und 
am  Punkte  M'  durch  g'  und  y\  so  hat  man  daher 

Ich  entwickele  das  erste  Glied  von  gr  nach  den  Potenzen 
von  A,  ziehe  alsdann  g'  von  g  ab  und  lasse  das  Quadrat  von 
h  und  den  kleinen  Unterschied  y  —  y  weg,  so  ergiebt  sich 

t        2  Jsh 

g  —  g   =  k\ 

r 

7t 

Da  der  Bruch  —  sehr  klein  ist,  so  kann  man  im  ersten 

r 

Gliede  dieser  Formel  k  =  g'  setzen;  auch  kann  man  in  der 
unbeträchtlichen  Gröfse  i' 

,  _  4  reg/r 

6  3 

setzen ,  wenn  man  durch  q  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde 

bezeichnet,  und  für  ihr  Volumen  tjLül  8et2t.  Hieraus  folgt 
alsdann 

und  daher  2^ 

\  r  2grJ 

Man  mufs  also  durch  den  in  Klammern  eiugeschlossenen 

Factor,  und  nicht  durch  den  Factor  t +— ,  wie  dies  gc- 

f 
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wohnlich  geschieht,  die  Schwere  g' ,  die  auf  dem  Fegtlande 
in  einer  Hohe  h  über  der  Meeresllache  statt  hat,  multiplicie- 
ren,  um  sie  auf  diese  Fläche  zu  reduoieren.  Im  Allgemeinen 
kann  man  q   auf  die  Hälfte  von  q  sehätzen  und  daher  für 

5  h  • 

diesen  Factor  1  -4-  —  nehmen.    In  Paris  ist  die  Höhe  h  des 

4  r 

Punktes  des  Observatoriums,  wo  das  Barometer  steht,  63 
Meter;  hieraus  folgt,  dafs  die  Schwere  und  die  Länge  des 
Secundenpendels  dort,  im  Verhältnisse  von  1  zu  1,000125 
kleiner  sind,  als  an  der  Meeresllache. 
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Drittes  Buch. 


Statik. 

Zweiter  Theil. 


Erstes  Kapitel. 
Vom  Gleichgewichte  eines  festen  Körpers. 

256. 

Es  giebt  keinen  Körper  in  der  Natur,  der  nicht  mehr 
oder  weniger  zusammendrückbar  ist,  und  nicht  seine  Ge- 
stalt ändert,  wenn  er  Kräften  unterworfen  ist,  die  sich  im 
Gleichgewichte  halten.  Wenn  aber  der  feste  Körper,  den 
wir  betrachten  wollen,  die  passende  Gestalt  angenommen  hat, 
so  kann  man  die  Angriffspunkte  der  Kräfte,  die  auf  ihn  wir- 
ken, als  ein  System  von  unveränderlicher  Gestalt  ansehen  und 
diesem  Zustande  entsprechen  die  Coordinaten  dieser  verschie- 
denen Punkte,  welche  man  als  bekannt  voraussetzt  und  die 
in  der  Gleichung  des  Gleichgewichtes  vorkommen. 

Sey  M,  M',  M"  dieses  System  von  materiellen  Punkten. 
Bei  jedem  Punkte  kommen  sieben  Gröfsen  in  Betrachtung, 
nemlich,  seine  drei  Coordinaten,  die  Kraft  die  ihn  treibt  und 
die  drei  Winkel,  welche  seine  Richtung  bestimmen.  Ich  be- 
zeichne durch  P  die  Kraft,  die  an  den  Punkt  M  angebracht 
ist  und  deren  Richtung  die  gerade  Linie  MD  seyn  wird 
(Fig.  60) ;  durch  x,  y,  z  die  drei  Coordinaten  OG,  GH,  HM 
des  Punktes  M,  welche  auf  die  rechtwinkligen  Axen  Ox,  Oy, 
Oz  bezogen  sind,  und  durch  et,  ß,  y  die  spitzen  oder  stumpfen 
Winkel,  welche  die  Linie  MD  mit  den  Linien,  die  durch 
den  Punkt  M,  parallel  mit  diesen  Axen  gezogen  sind,  ein- 
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schliefst.  Rücksichtlich  der  anderen  Punkte  M\  M"  u.  8.  w. 
bezeichne  ich  die  analogen  Gröfsen  durch  dieselben  Buchsta- 
ben mit  Accenten. 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir,  ehe  wir  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  der  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P"...  su- 
chen, dieses  System  von  Kräften  in  drei  andere  verwandeln, 
von  welchen  eins  aus  den  Kräften  zusammengesetzt  seyn  soll, 
die  mit  der  Axe  Ox,  das  andere  aus  den  Kräften,  die  mit 
der  Axe  O y  parallel  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthal- 
ten sind,  und  das  dritte  aus  den  Kräften,  die  nach  der  Axe 
Ox  gerichtet  sind. 

257. 

Man  zerlege  jede  der  Kräfte  P,  P',  P"  u.  s.  w.,  ohne 
ihren  Angriffspunkt  zu  ändern,  in  drei  Kräfte,  die  den  Axen 
der  x,  yt  z  parallel  sind,  P  cos  a,  P'cos  a',  P"  cos 
werden  die  mit  der  Ox  parallelen  Kräfte  seyn,  P  cos  ß, 
P'  cos  ß\  P"  cos  ß ". . .  die  mit  der  Axe  Oy  und  P  cos  y, 
Pcosy',  P"cos;>"...  die  mit  der  Axe  Oz  parallelen  Kräfte. 
Man  kann  also  die  gegebenen  Kräfte  durch  diese  drei  Grup- 
pen paralleler  Kräfte  ersetzen. 

Es  ist  erlaubt,  ohne  das  System  der  Kräfte,  die  man 
betrachtet,  zu  ändern,  an  denselben  Punkt  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte  anzubringen.  Ich  bringe  daher  an  den 
Punkt  M  zwei  Kräfte  an,  die  gleich,  entgegengesetzt  und 
mit  der  Axe  Oz  parallel  sind  und  welche  ich  durch  g  und 

 g  bezeichne.    Ich  setze  die  Kraft  g,  die  nach  MC  wirkt, 

mit  der  Kraft  P  cos  a,  die  nach  MA,  parallel  mit  Ox  ge- 
richtet ist,  zusammen.  Sey  ME  die  Richtung  ihrer  Mittel- 
kraft  und  K  der  Punkt,  wo  ihre  Verlängerung  die  Ebene  der 
x  und  y  trifft.  Ich  verlege  den  Angriffspunkt  in  diesen  Punkt 
K,  zerlege  alsdann  diese  Kraft  in  zwei  andere,  die  mit  den 
Axen  der  x  und  z  parallel  sind,  wodurch  die  Kräfte  P  cos  a 
und  g  wieder  zum  Vorschein  kommen;  jedoch  ist  jetzt  die 
Kraft  P  cos  cc  nach  der  Projection  ihrer  ersten  Richtung  auf 
die  Ebene  der  x  und  y  gerichtet,  und  »die  Kraft  g  ist  senk- 
recht auf  diese  Ebene,  an  den  Punkt  K  dieser  Projection 
angebracht,  dessen  Coordinaten  leicht  zu  bestimmen  sind. 

Da  nemlich  H  die  Projection  des  Punktes  M  auf  die 
Ebene  der  x  und  y  ist,  so  sind  seine  Coordinaten  x  und  y, 
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und  man  hat  y  und  x  —  KH  für  die  des  Funkies  K ,  weil 
diese  zwei  Punkte  auf  derselbeu,  mit  der  Axe  der  x  parallelen, 
Linie  liegen.  Betrachtet  man  aber  das  Rechteck  KNMHy 
dessen  Diagonale  KM  die  Richtung  der  Mittelkraft  der  Kräfte 
g  und  P  cos  a  ist,  die  nach  KN  und  KH  wirken,  so  hat 
man  das  Verhältnifs 

KH       P  cos« 


woraus  man 


HM  g  9 

KH  =  tPc0sa 


g 

findet,  da  HM  =  z  ist.  Die  Coordinaten  des  Angriffspunktes 
K  der  Kraft  g,  in  der  Ebene  der  x  und  y,  sind  also 

z  P  cos  a 
y  und  x   


g 


Verfährt  man  auf  dieselbe  Weise  mit  den  Kräften  P  cos  ß 
und  —  g  f  so  wird  die  erslere  in  die  Ebene  der  x  und  y 
nach  der  Projection  ihrer  ursprünglichen  Richtung  versetzt 
und  die  Coordinaten   des   neuen  Angriffspunktes   der  Kraft 

—  g,  in  derselben  Ebene,  werden 

,    s  P  cos  ß 
y  _J_  .  und  x 

g 

seyn. 

Man  kann,  durch  dasselbe  Mittel,  alle  Kräfte  P'  cos 
P"  cos P'cosß',  P"co&ß"...  in  die  Ebene  der  x 
und  y  versetzen ;  jede  dieser  Kräfte  wirkt  nach  der  Projec- 
tion ihrer  ursprünglichen  Richtung  auf  diese  Ebene,  welche 
Richtung  über  oder  unter  dieser  Ebene  liegen  kann,  und  man 
hat  aufserdem   so   viel  Kräftepaare  g'  und  —  g\   g"  und 

—  als  Punkte  M' ,  M" . ..  vorhanden  sind.  Die  Coor- 
dinaten der  Angriffspunkte  dieser  letzteren  Kräfte,  in  der 
Ebene  der  x  und  y,  können  aus  denjenigen  abgeleitet  wer- 
den, welche  den  Kräften  g  und  —  g  entsprechen,  indem  man 
die  Buchstaben  x,  y,  z,  g,  P,  a,  ß  accentuiert. 

258. 

Nun  kann  man,  durch  eine  ähnliche  Operation,  die  Kräfte 
P  cos  a,  P'  cos  a',  P"  cos  «"...,  die  der  Axe  der  x  paral- 
lel und  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind,  in  zwei 
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Gruppen  von  Kräften  umbilden,  von  weicheu  eine  au«  Kräften 
besteht,  die  der  Axe  Oy  parallel  sind,  und  die  andere  aus 
Kräften,  die  nach  der  Axe  Öx  gerichtet  sind.  Im  Punkte  H 
(Fig.  61),  wo  die  Kraft  P  cos  a  nach  der  Richtung  HF  wirkt, 
bringe  ich  Kräfte  an,  die  mit  Oy  parallel  sind  und  durch  h 
und  — h  bezeichnet  werden.  Ich  setze  die  Kraft  h,  die  nach 
HB  gerichtet  ist,  mit  der  Kraft  P  cos  u.  zusammen,  verlege 
den  Angriffspunkt  ihrer  Mittelkraft  in  den  Punkt  Q,  wo  die  ' 
Verlängerung  ihrer  Richtung  HK  die  Axe  Ox  trifft.  Alsdann 
zerlege  ich  sie  nach  den  rechtwinkligen  Richtungen  Qx  und 
Qy,  wodurch  die  Kräfte  P  cos  a  und  h  in  diesem  Punkte 
Q  wieder  zum  Vorschein  kommen.    Aufserd  cm  hat  man 

QG  :  GH  =  P  cos  «  ;  7i, 
und  da  OG  =  x  und  GH  =  y,  so  findet  man  hieraus 

II 

als  Abscisse  des  Punktes  Q. 

Die  Kraft  P  cos  a ,  deren  Richtung  HF  war,  wird  daher 
durch  eine  Kraft  P  cos  a  ersetzt  seyn,  welche  nach  der  Axe 
Ox  wirkt,  und  durch  zwei  Kräfte  h  und  —  A,  die  senk- 
recht auf  diese  Axe  und  an  die  Punkte  Q  und  G  angebracht 
sind,  deren  Lagen  bekannt  sind.  Ebenso  ist  es  bei  den  an- 
deren Kräften  P'  cos  et',  P"  cos  die  mit  der  Axe  der 
x  parallel  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind, 
welche  ebenfalls  durch  die  nach  der  Linie  Ox  gerichteten 
Kräfte  P  cos  a  ,  P"  cos  et".. .  und  die  Kräftepaare  Ii  und 
—  h',  h"  und  — 7t"...,  die  mit  der  Axe  Oy  parallel  sind, 
ersetzt  werden. 

259. 

Wir  sehen  also,  dafs  die  gegebenen  Kräfte,  durch  diese 
zwei  auf  einander  folgenden  Operationen,  wie  früher  gesagt 
wurde,  in  drei  Gruppen  von  Kräften  verwandelt  sind,  die 
theils  nach  der  Axe  der  x  gerichtet,  oder  auf  ihr  senkrecht 
sind  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  liegen ,  theils  senkrecht 
auf  dieser  Ebene  stehen. 

Bei  dieser  Verwandlung  ist  jede  Kraft  P  durch  sechs 
andere  Kräfte  ersetzt,  nemlich 

1)  durch  die  drei  Kräfte  P  cos  y ,  g  und  —  g ,  die  der 
Axe  der  z  parallel  sind,  und  deren  Angriffspunkte  auf  der 

26 

r' 
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Ebene  der  x  und  y  folgende,  auf  die  Axen  Ox  und  Oy 
bezogene,  Coordinaten  haben;    nein  lieh  der  Angriffspunkt 

i  j  ii  z  P  cosa 
der  ersten,  x  und  y,   der  der  zweiten,  X  —  

P  ^ 
und  y  ,   der  der  drillen ,  x  und  y  -f-  . 

g 

2)  Durch  die  zwei  Kräfte  P  cos  ß  —  h  und  //  ,  welche 
der  Axe  der  y  parallel  und  in  der  Ebene  der  x  und  y  ent- 
halten sind,  und  die  man  sich  an  die  Axe  der  X  angebracht 
denken  kann  ;   die  erste  nenilich  in  dem  Abstände  x  vom 

Funkte  O,  und  die  zweite  in  dem  Abstände  x  —  - — ^°$  a  . 

h 

3)  Durch  die  Kraft  P  cos  «,  die  nach  der  Axe  der  x 
gerichtet  ist  ^  und  deren  Angriffspunkt  man  nach  O  verle- 
gen kann. 

260.  - 

Es  ist  jetzt  leicht,  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
der  gegebenen  Kräfte  P,  P'f  P"...  oder  der  drei  Gruppen 
von  Kräften,  die  an  ihre  Stelle  gesetzt  worden  sind,  zu  bilden. 

Zuerst  bemerke  man,  dafs  dieses   Gleichgewicht  nicht 
statt  haben  kann,  wenn  es  nicht  in  jeder  einzelnen  dieser 
drei  Gruppen  besteht.    Denn  wenn  die  mit  der  Axe  der  z 
parallelen  Kräfte  sich  nicht  aufhüben,  und  dennoch  das  Gleich- 
gewicht  aller   gegebenen   Kräfte   möglich   wäre,   so  könnte 
man,  ohne  dieses  Gleichgewicht  zu  stören,  eine  Linie,  die  in 
der  Ebene  der  x  und  y  gezogen  wäre,  fest  machen.  Alsdann 
würden  aber  die  in  dieser  Ebene  enthaltenen  Kräfte  aufgeho- 
ben seyn,  weil  sie  entweder  diese  feste  Axe  treffen,  oder  mit 
ihr  parallel  seyn  würden.    Man  könnte  also  diese  Kräfte  ganz 
unbeachtet  lassen;  alsdann  würde  aber,  gegen  die  Voraus- 
setzung, das  Gleichgewicht  gestört  seyn,  weil  Nichts  die  auf 
der  Ebene  der  x  und  y  senkrechten  Kräfte  hindern  würde, 
den  festen  Körper  um  diese  feste  Axe  zu  drehen.    Daher  ist 
das  Gleichgewicht  anmöglich,   so   lange  sich  diese  letzteren 
Kräfte  nicht  unter  sich  selbst  aufheben.    Dies  vorausgesetzt, 
sieht  man  auch,  dafs  das  Gleichgewicht  nicht  unter  den  Kräf- 
ten bestehen  kann ,  die  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten 
sind,  ohne  dafs  die  der  Axe  der  y  parallelen  Kräfte  sich  ein- 
ander aufheben.    Denn  wenn  es  wirklich  bestände,  ohne  dafs 
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diese  Bedingung  erfüllt  wäre,  so  konnte  man  einen  Punkt 
der  Axe  der  x  fest  machen,  wodurch  alle  nach  dieser  geraden 
Linie  gerichteten  Kräfte  aufgehoben  würden;  alsdann  würde 
aber  Nichts  mehr  die  auf  dieser  Linie  senkrecht  stehenden 
Kräfte  hindern,  das  System  um  diesen  Punkt  zu  drehen,  so 
dafs  das  Gleichgewicht  durch  Hinzufügung  eines  festen  Punk- 
tes aufgehoben  würde,  was  ungereimt  ist. 

Ist  also  der  Körper,  den  wir  betrachten ,  völlig  frei ,  so 
mufs  (}.  57),  wenn  die  parallelen  Kräfte  Pcosy,  P'cosy', 
P"cos  g  und  — g}  g'  und  — g' ,  g"  und  — g"  im 

Gleichgewichte  seyn  sollen,  ihre  Summe  Null  seyn.    Dies  giebt 

.  P  cosy  +  P'  C08/  +  P"  cos/'  -{-  ...  =  o. 

Aufserdem  müssen  die  Summen  ihrer  Momente  in  Bezie- 
hung auf  die  Ebene  der  x  und  z  und  auf  die  der  y  und  z, 
die  diesen  Kräften  parallel  sind,  ebenfalls  Null  seyn.  In  Be- 
ziehung auf  die  erste  Ebene  hat  man  aber 

y  P  cosy  -f-  y'  P'  cos/'  -f-  y"  P"  cos/"  -f-  .... 
als   Summe   der  Momente    der  Kräfte    Pcos  y,  P'  cos  y\ 
P"cosy"...;  die  der  Momente  der  Kräfte  g,  g' ,  ist 

gy  +  g'y'  +  g"y"  +  •••> 

und  der  Werth  der  Summe  der  Momente  der  Kräfte  — g, 

—  g>  ist 

S  zP  COS  ß\  ,S    ,         z'  P'  COS  fi\ 

-g{y  +  — — )-g  [y  + — jr-z*)-*»» 

vermöge  der  Coordinaten  der  Angriffspunkte  dieser  verschie- 
denen Kräfte.  Man  hat  daher,  wenn  man  diese  drei  Sum- 
men zusammen  addiert  und  reduciert, 

P(y  cos  y —  s  cos^)  -f-  P'  (y'  cosy' —  z  cosßf)  -f-  ...  z=o, 
und  ebenso  findet  man,  wenn  man  die  Summe  der  Momente 
dieser  Kräfte,  in  Beziehung  auf  die  Ebene  der  y  und  z, 
nimmt  und  sie  gleich  Null  setzt, 

P  {x  cosy  —  z  cos  a)  -f-  P*  (x'  cosyf  —  z'  cos  a)  -f"  •••  ^  °* 
Was  die  Kräfte  P  cos  ß  —  h,  P'  cos  ß'  — h\  P"cosßn 

—  h"  ...  und  7i9  h',  /&"...,  die  mit  der  Axe  der  x  parallel  • 
und  sämmtlich  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind, 
betrifft,  so  hat  man  nur  zwei  Gleichungen  des  Gleichgewich- 
tes (f. 57),  es  ist  nemlich  hinreichend,  dafs  ihre  Summe  gleich 
Null  sey,  was 

26* 
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P  cos  ß  +  P'  cosß'  +  P"  cosft"  +  ...  =o 
giebt,  und  dafs  die  Summe  ihrer  Momente,  in  Beziehung  auf 
die  Ebene  der  y  und  z,  ebenfalls  gleich  Null  sey.    In  Bezie- 
hung auf  diese  Ebene  ist  aber  die  Summe  der  Momente  der 
ersteren  Kräfte 

*(P  cos —      +  x  '(P*  cos/?'  —h')  +  ...  =o, 
die  der  Momente  der  Kräfte  h,  Ii,  h". . .  ist,  zu  gleicher  Zeit, 
*        Py  cos  c*N  ,  s  ,      P'y'  cos  a  \ 

0°  — — ;  + h  k*  — v — ;  + 

vermöge  ihres  Abstandes  von  der  Axe  der  y ;  wenn  man 
daher  ihre  ganze  Summe  gleich  Null  setzt,  so  hat  man 
P(xcosß — ycosa)  -f-  P'  (x'  cosß' — y'  cos  u)  +  =°* 
Endlich  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte,  die  nach 
der  Axe  der  x  gerichtet  sind,  hinreichend,  dafs  ihre  Summe 
gleich  Null  sey,  hieraus  folgt 

P  cos  a  -f-  P'  cos  «'  +  P"  cos  a"  +  •     =  o 
Dies  sind  die  sechs    nothwendigen  und  hinreichenden 
Gleichungen  für  einen  völlig  freien  festen  Körper,  der  von 
beliebigen  Kräften  getrieben  wird  und  im  Gleichgewichte  seyn 
soll. 

261, 

Setzt  man  zur  Abkürzung 
P  cos  a  +  P'  co8  « 1  +  P"  cos  a "  +  ...  =  X 
Pcosß  +  P'cosß'  +  P"cosß,f  +  ...  =  Y 
Pcosy  -f  P'cos/  +  P"  cos/'  -f-  ...  =  Z 
P(x  cosß — y  cos«)  -f-  P\xf  cosß'  — y'  cos«')  -f-  ...  = 
P  (z  cos  a  — x  cos -f-  P'  (s'  cos«'  —  x'  cos/)  4"  •••  =  ^ 
P(ycosy  —  z  cosß)  +  P'(y'  cos y'  —  z  cos ß')  +  ...  =  A7 
so  werden  diese  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 

X  =  o,-Y=o,  Z  =  o,   L  =  o,  M  =  o,  2V  =  o.  (1) 
Man  bemerke,  dafs  diese  Gröfsen  Ly  M,  N,  so  wie 
Z,  Y,  X,  nach  der  Regel  des  {.  22,  aus  einander  abgeleitet 
werden  können. 

Diese  sechs  Gleichungen  enthalten  die  Bedingungen  des 
Gleichgewichtes,  die  allen  Systemen  völlig  freier  materieller 
Punkte  gemeinschaftlich  sind.  Denn,  wie  auch  ein  solches 
System  oder  die  wechselseitige  Verbindung  der  Punkte,  aus 
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welchen  es  besteht,  beschaffen  sey,  so  ist  es  immer  einleuch- 
tend, dals  man  ihr  Gleichgewicht  nicht  sturen  wird,  wenn 
man  ihre  Abstände  unveränderlich  macht,  ohne  ihre  Coordi- 
naten  oder  die  sie  bewegenden  Kräfte  zu  ändern.  Die  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes  eines  Systems  von  unveränder- 
licher Gestalt,  die  bei  diesen  Gröfsen  statt  finden,  müssen 
daher  auch  für  jedes  andere  System  gelten.  Alsdann  sind  sie 
aber  nicht  mehr  hinreichend,  und  man  mufs  noch,  für  jedes 
besondere  System,  besondere  Bedingungsgleichungen  hinzufü- 
gen, welche,  wie  man  in  der  Folge  sehen  wird,  dazu  dienen, 
die  Lagen  seiner  verschiedenen  Punkte,  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes  zu  bestimmen. 

262. 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  alle  unter  sich  parallel  sind, 
so  sind  die  Winkel,  welche  sie  mit  jeder  der  Axen  Ox,  Oy,  Oz 
einschliefsen ,  gleich,  oder  ergänzen  sich  zu  180°,  je  nachdem 
diese  Kräfte  in  demselben,  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
wirken.  Man  kann  sie  gleich  setzen,  wenn  man,  zu  gleicher 
Zeit,  die  Kräfte,  die  nach  einer  Richtung  wirken,  als  positive, 
und  diejenigen,  die  nach  der  anderen  Richtung  wirken,  als 
negative  ansieht  ($.  11).    Alsdann  hat  man 

a  =  «'  =  c*  "...    ß  —  ß'  ~  ß"  >  •  •    /  —       —      •  ••> 
wodurch  sieh  die  drei  ersten  Gleichungen  (1)  in  eine  einzig« 
verwandeln ,  nemlich 

p  +  p'  +  p"  +  ...  =  o, 

und  die  drei  anderen  werden 

(Px+P'x'+P"x"+  ...)co8^  =  (Py  +  />y+Py'+.-.)«o»« 
(Pz  +  P'z'+P"z"+...)cosaMP*  +  IJ  a/+PV'+...)cos^ 
(Py+py+py'+„.)C0Sy=(Pz+P'z'+P"z''+  ...)cos/f. 

Da  aber  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  paralleler 
Kräfte  nur  drei  sind,  so  müssen  sich  die  drei  letzten  Glei- 
chungen auf  zwei  reducieren,  und  wirklich,  wenn  man  sie 
addiert,  nachdem  man  sie  mit  cos  y,  cos/?,  cos  «  multipliciert 
hat,  so  liudet  man  eine  identische  Gleichung,  so  dafs  eine  der- 
selben eine  Folge  der  zwei  übrigen  ist. 

Wenn  alle  gegebenen  Kräfte  in  derselben  Ebene  liegen, 
so  kann  man  diese  Ebene  für  die  der  .v  und  y  nehmen,  als- 
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dann  sind  die  Winkel  y,  /,  rechte  Winkel  und  die 

Coordinaten  z,  z z" ...  gleich  Null,  wodurch  die  dritte  Glei- 
chung und  die  zwei  letzteren  Gleichungen  (1)  verschwinden. 
In  diesem  besonderen  Falle,  wie  bei  den  parallelen  Kräften, 
gicbt  es  daher  nur  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichtes, 
neinlich 

X  =  o,    Y  =  o,    Z  =  o. 
263. 

Wenn  die  gegebenen  Kräfte  sich  nicht  im  Gleichgewichte 
halten,  so  kann  man  nach  der  Bedingung  fragen,  die  sie  er- 
füllen müssen .  um  eine  einzige  Mittelkraft  zu  haben,  und 
welche  diese  Mittelkraft  ist. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  bezeichne  ich  diese 
Kraft  durch  R,  durch  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  ihre 
Richtung  mit  Linien,  die  mit  den  Axen  Ox9  Oy,  Oz  parallel 
und  durch  einen  ihrer  Punkte  gezogen  sind,  den  mau  für 
den  Angriffspunkt  nimmt,  und  dessen,  auf  dieselben  Axen 
bezogenen,  Coordinaten  durch  xx,  ylf  zx  bezeichnet  werden, 
einschliefsen.  Diese  Kraft,  im  entgegengesetzten  Sinne  ihrer 
Richtung  genommen,  hält  den  gegebenen  Kräften  das  Gleich- 
gewicht. Die  Gleichungen  (1)  werden  statt  haben,  wenn  man 
zu  den  Kräften  P,  Pf,  P"...  noch  eine  Kraft  hinzufügt,  welche 
gleich  R  und  ihm  entgegengesetzt  ist,  folglich  hat  man 

X  =  R  cos a,  Y  =  R  cos  b,  Z  =  R  cos  c,  (2) 
und  aufserdem 

L  =  R  (xx  cos  b  —  y1  cos  d) 
M  =  R  (zi  cos  a  —  xx  cos  c) 
JV  =  R  (yx  cosc  —  Z\  cos  6), 
d.  h.  in  Folge  der  drei  ersten  Gleichungen , 

Xyi  —  Yx1  +  L  =  o  j 
Zxx  —  Xz1  +  M  =  o  t  (3) 
Y*t  -  Zyx  +  N  =  o  ) 

Da  die  Coordinalen  xx ,  yx ,  zx  einem  beliebigen  Punkte 
der  geraden  Linie  angehören  können,  nach  welcher  die  Mit- 
telkraft gerichtet  ist,  so  sind  diese  drei  letzten  Gleichungen 
die  ihrer  Projectionen  auf  die  Coordinatenebenen.  Damit  diese 
gerade  Linie  vorhanden  sey ,  müssen  sie  sich  daher  auf  zwei 
zurückführen  lassen,  oder,  wenn  man  sie  addiert,  nachdem 
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man  sie  mit  Z,  Y,  X  multipliciert  hat,  so  verschwinden  die 
drei  Veränderlichen  xx ,  yx ,  zi  und  man  hat 

ZL  +  YM  +  XN  =  o,  (4) 
es  ist  daher  nothwendig  und  hinreichend,  dafs  diese  Gleichung 
(4)  statt  finde,  damit  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Mit- 
telkraft haben;  wenn  sie  statt  hat,  so  ist  diese  Kraft,  der 
Grüfse  und  Richtung  nach,  durch  die  Gleichungen  (2)  bestimmt. 

Wenn  die  drei  Summen  X,  Y,  Z,  der  den  Axen  der 
x,  y ,  z ,  parallelen  Seitenkräfte,  Null  sind,  so  ist  der  Glei- 
chung (4)  Geniige  geleistet;  alsdann  ist  die  Mittelkraft  eine 
unendlich  kleine  Kraft,  die  in  einem  unendlich  grofsen  Ab- 
slande von  den  Angriifspunkten  der  gegebenen  Kräfte  liegt, 
oder,  genauer  ausgedrückt,  es  werden  sich  diese  Kräfte  auf 
zwei  reducieren,  die  gleich  und  parallel  sind  und  in  entgegen- 
gesetztem Sinne  wirken ,  aber  nicht  auf  eine  einzige  zurück- 
geführt werden  können  ($•  44). 

Wenn  die  drei  Summen  37,  A7  Null  sind,  so  wird 
der  Gleichung  (4)  ebenfalls  Genüge  geleistet,  und  man  sieht, 
durch  die  Gleichung  (3),  dafs  die  Mittelkraft  durch  den  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  gehen  wird. 

264. 

Wenn  die  durch  die  Gleichung  (4)  ausgedrückte  Bedin- 
gung nicht  erfüllt  ist,  so  kann  man  derselben  Genüge  leisten, 
wenn  man  zu  den  gegebenen  Kräften  noch  eine  passende  Kraft 
hinzufügt.  Ich  nehme  zur  grüfseren  Einfachheit  an,  sie  gehe 
durch  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  bezeichne  sie  durch 
Q9  und  durch  A,  /f,  v  die  Winkel,  welche  sie  mit  den  Axen 
Ox,  Oy,  Oz  einschliefst.  Die  Grofsen  L,  M,  N  ändern 
sich  nicht  durch  Hinzufügung  dieser  Kraft  und  die  Summen 
X9  Y,  Z  werden  um  die  Glieder  Q  cos  A,  Q  cos  fi,  Q  cos  v 
vermehrt.  Daher  wird  die  Gleichung  (4) 
Q{L  cosv  +  M  cos /*  +  N  cos  A)  +  LZ  +  M  Y  +  NZ  =  o, 
so  dafs  man  ihr  auf  unendlich  viel  Arten,  vermittelst  der 
Kraft  Q  und  der  Winkel  A,  p,  v,  die  ihre  Richtung  bestim- 
men, Genüge  leisten  kann. 

Die  Mittelkraft  R  der  Kräfte  Q,  P,  P',  P"...  und  ihre 
Lage  werden  vermittelst  der  Gleichungen  (2)  und  (3)  bestimmt, 
in  welchen  man  X  -|-  Q  cos  A ,  Y  +  Q  cos  p ,  Z  -f-  Q  cos  p 
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statt  X,  Y,  Z  setzt.  Die  gegebenen  Kräfte  können  daher 
durch  diese  Mittelkraft  R  und  eine  Kraft,  welche  der  Kraft 
Q  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  ersetzt  werden,  woraus  man 
den  Schilift  zieht,  dafs,  wenn  gegebene  Kräfte  weder  im  Gleich- 
gewichte sind,  noch  auf  eine  einzige  Kraft  zurück  geführt 
werden  können,  man  sie  immer,  auf  unendlich  viel  verschie- 
dene Arten,  auf  zwei  Kräfte  reducieren  kann,  die  nicht  in 
derselben  Ebene  enthalten  sind,  weil  sie,  olme  letztere  Beschrän- 
kung, sich,  gegen  die  Voraussetzung,  auf  eine  einzige  zurück 
führen  liefsen.  Dies  sieht  man  aufserdem  auch  unmittelbar 
durch  die  Umbildung  des  {.257;  denn  die  gegebenen  Kräfte 
P,  P\  P"...  könuen  durch  die  Mittelkraft  der  Kräfte,  die 
der  Axe  der  z  parallel  sind,  und  durch  die  der  Kräfte,  die 
in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind,  ersetzt  werden, 
und  man.  kann  alsdann,  ohne  Schwierigkeit,  diese  beiden  Mit- 
telkräfte, auf  unendlich  viel  Arten,  in  zwei  andere  Kräfte 
verwandeln.  Sucht  man  die  Bedingung,  unter  welcher  sie 
sich  treffen,  so  findet  mamjBie  Gleichung  (4),  die  sich  auf 
das  Vorhandenseyn  einer  einzigen  Kraft  bezieht« 

265. 

Betrachtet  man  zwei  feste  Körper  A  und  A'  (Fig.  62), 
die  sich  in  einem  Punkte  K  berühren  und  auf  einander  stützen, 
und  nimmt  man  an,  dafs  sie  durch  gegebene  Kräfte  getrieben 
werden,  so  ist  es  leicht,  aus  dem  Vorhergehenden  die  Bedin- 
gungen ihres  Gleichgewichtes  zu  finden. 

Zu  diesem  Ende  nehme  ich  an,  dafs  sich  die  sechs  Gröfsen 
X,  Y,  Z,  L,  JMy  N  des  f.  261,  auf  den  Korper  A  bezie- 
hen, und  bezeichne  durch  X' ,  Y'f  Z',  L' ,  M'9  iV'  das,  was 
sie  in  Beziehung  auf  A'  werden ;  ich  nenne  xx ,  yx,  Zi  die 
Coordinaten  des  Punktes  K ,  die  auf  dieselben  Axen  bezogen 
sind,  wie  diejenigen,  welche  in  diesen  verschiedenen  Gröfsen 
vorkommen.  Durch  den  Punkt  K  ziehe  ich  die  gerade  Linie 
senkrecht  auf  die,  beiden  Körpern  gemeinschaftliche, 
Berührungsebene,  bezeichne  durch  a,  b,  c  die  Winkel,  welche 
der  Theil  KH  dieser  geraden  Linie,  der  in  A  enthalten  ist, 
mit  Linien  einschliefst,  welche  durch  denselben  Punkt  K,  pa- 
rallel mit  den  Axen  der  x,  y,  z,  gezogen  sind;  alle  diese 
Gröfsen  sind  gegeben,  und  man  soll  nun  die  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes  bilden ,  welchen  sie  Genüge  leisten  müssen. 
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Der  Körper  A  wird  aber  auf  A'  nach  der  Richtung 
KU',  einen  unbekannten  Druck  ausüben,  den  ich  durch  R 
bezeichne;  zu  gleicher  Zeit  wird  er  einen  Widerstand  erlei* 
den,  der  dieser  Kraft  gleich  und  ihr  entgegengesetzt  ist.  Fügt 
man  daher  zu  den  gegebenen  Kräften,  die  auf  A  wirken, 
eine  Kraft  R  hinzu,  die  nach  KH  gerichtet  ist,  so  kann 
man  A  ganz  unberücksichtigt  lassen,  und  ebenso  kann  man 
auch  A'  allein  betrachten,  wenn  man  zu  den,  an  A'  ange- 
brachten Kräften,  noch  eine  Kraft  R  hinzu  fügt,  die  nach 
KH'  gerichtet  ist.  Hieraus  und  aus  den  Gleichungen  (1)  folgt, 
dafs  man  für  das  Gleichgewicht  dieser  zwei  Korper  folgende 
zwölf  Gleichungen  haben  wird : 

R  cos  a  =  o,  Y-\-  R  cos  b  ss  o,  Z -\~  R  cos  c  =  o 
X' — >Rcoaa=:o,  Y' —  Rcosb=ot  Z' — Äcosc  no 

■ 

L  -\-  R  (x\  cos  b  —  yx  cos  a)  =  o 
M  +  R  (sx  cos  a  —  xx  cos  c)  =  o 
N  -f-  R  (jx  cos  c  —  zx  cos  6)  =  o 
L  — .  R  {xx  cos  b  —  yx  cos  a)  ss  o 
M  —  R  (zx  cos  a  —  xx  cos  c)  =  o 
i\"  —  R  (yx  cos  c  —  zx  cos  b)  ss  o 
welche  sich  durch  die  Elimination  von  R  auf  elf  zurückfüh- 
ren lassen.    Sind  diese  elf  Bedingungsgleichungen  des  Gleich- 
gewichtes erfüllt,  so  giebt  eine  der  vorhergehenden  den  Werth 
von  R,  welcher  eine  positive  Gröfse  seyn  mufs,  wenn  sich 
die  zwei  Körper  wirklich  auf  einander  stützen  sollen. 

Diese  zwölf  Gleichungen  geben  unmittelbar 

X  +  X'  =  o,    Y  +  Y'  =  o9   Z  +  Z'  =  o 
Z  +  r=  o,    M  +  W  =  o,   iV  +  iV'=o, 
was  auch  aus  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  hervor- 
geht, die  allen  völlig  freien  Systemen  gemeinschaftlich  sind, 
wie  es  das  der  zwei  Körper  A  und  Ä  ist  {§.  261). 

Ebenso  findet  man  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
einer  beliebigen  Anzahl  fester  Körper,  von  welchen  sich  meh- 
rere auf  einander  stützen,  und  man  sieht  leicht,  dafs  die  Anzahl 
dieser  Gleichungen  sechs  mal  der  der  Körper,  weniger  der 
Anzahl  ihrer  Berührungen,  gleich  seyn  wird. 
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266. 

Die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  festen  Körpers, 
welcher  gegebenen  Bedingungen  unterworfen  ist,  müssen  unter 
denen  eines  festen  völlig  freien  Körpers  enthalten  seyn.  Denn 
das  Gleichgewicht  eines  solchen  würde  nicht  gestört  werden, 
wenn  man  ihn  besonderen  Bedingungen  unterwürfe,  so  dafs 
durch  diese  Bedingungen  keine  neue  Gleichung  des  Gleichge- 
wichtes eingeführt  werden  kann.    Im  Gegentheil  müssen  eine 
oder  mehrere  der  Gleichungen  (1)  überflüssig  werden,  -und 
man  mufft  daher  für  die  verschiedenen  Fälle,  die  vorkommen 
können,  diejenigen  Gleichungen  bestimmen,  welche  noch  not- 
wendig sind.     Dies  soll  in  diesem  f.  geschehen,  indem  noch 
immer  die  Voraussetzung  beibehalten  wird,  dafs  man  die  ge- 
gebenen Kräfte  P}  P\  P"  u.  8.  w.  durch  die  drei  Gruppen 
von  Kräften,  von  welchen  in  J.  259  die  Rede  war,  ersetzt  hat. 
1)   Enthält  der  feste  Körper,  welcher  im  Gleichgewichte 
bleiben  soll ,   einen  festen  Punkt,   so  nimmt  man  diesen 
Punkt  für  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten.    Die  Kräfte, 
welche  nach  der  Axe  Ox  gerichtet  sind,   werden  durch 
diesen  Punkt  aufgehoben,  wodurch  die  Gleichung  x  =  o 
verschwindet.    Damit  die  Kräfte,  welche  der  Axe  Oy  pa- 
rallel und  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalten  sind,  ver- 
schwinden, braucht  nicht  mehr  Y  —  o  zu  seyn,  sondern 
es  ist  hinreichend,   dafs  ihre  Mittelkraft  mit  der  Axe  Oy 
zusammen  falle,  oder,  dafs  die  Summe  L  ihrer  Momente, 
in  Beziehung  auf  die  Ebene  der  y  und  x,  Null  sey.  Damit 
endlich  die  Kräfte,  die  der  Axe  der  z  parallel  sind,  im 
Gleichgewichte  seyen,  ist  nicht  mehr  die  Gleichung  Z  =z  o 
erforderlich,  sondern  es  genügt,  dafs  ihre  Mittelkraft  mit 
der  Axe  Oz  zusammen  fällt,  was  erfordert,  dafs  die  Summe 
ihrer  Momente,  in  Beziehung  auf  die  Ebene  der  y  uud  z 
und  der  x  und  z,  nemlich  die  Gröfsen  —  M  und  N,  gleich 
Null  sind. 

In  diesem  ersten  Falle  sind  daher  die  drei  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes,  die  noch  nothwendig  vorhanden  seyn 
müssen , 

L  =z  o,   M  =  o,    N  =  o. 
Sie  drücken  wirklich  aus,  dafs  die  gegebenen  Kräfte  eine 
Mittelkraft  haben,  und  dafs  diese  Mittelkraft  durch  den  festen 
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Punkt  geht.  Diese  Kraft  drückt,  der  Gröfse  und  Richtung 
nach,  den  Druck  aus,  welcher  auf  diesen  Punkt  ausgeübt 
wird,  und  wird  durch  die  Gleichungen  (2)  bestimmt. 

2)  Man  nehme  an,  der  feste  Körper  werde  durch  eine 
feste  Axe  zurück  gehalten,  um  welche  er  sich  drehen  kann, 
ohne  nach  der  Richtung  ihrer  Länge  gleiten  zu  können. 
Mau  nehme  diese  Axe  für  die  der  z ,  die  Kräfte,  welche 
dieser  Axe  Oz  parallel  sind,  können  gar  keine  Bewegung 
hervor  bringen ;  daher  sind  die  drei  Gleichungen  L  =  o, 
M  =  o,  N=o,  die  sich  auf  ihr  Gleichgewicht  beziehen, 
nicht  mehr  erforderlich.  Die  Gleichungen  X  =  o  uud 
Y  z=z  o  sind  ebenfalls  nicht  für  das  Gleichgewicht  der  in 
der  Ebene  der  x  und  y  enthaltenen  Kräfte  nothwendig,  so 
dafs  es  in  diesem  Falle  nur  eine  Gleichung  des  Gleichge- 
wichtes giebt,  welche  L  =  o,  d.h. 

P(x  cos/?  — y  cos  «)  -j-  P\x'cosfi' — y 'cos  «')+...  =  o  (5) 
seyn  wird. 

Hat  aber  der  Körper  die  Freiheit,  längs  der  festen  Axe 
fortzugleiten ,  so  mufs  noch  aufserdem,  wenn  diese  Bewegung 
verhindert  werden  soll,  die  Summe  Z,  der  mit  Ox  parallelen 
Kräfte,  gleich  Null  seyn,  und  dann  hat  man  die  zwei  Gleichun- 
gen des  Gleichgewichtes 

Z  =  o,   L  =  o. 

Der  Druck,  den  die  feste  Axe  senkrecht  auf  ihre  Rich- 
tung erleidet,  ist  die  Mittelkraft  der  in  der  Ebene  der  x  und 
y  enthaltenen  Kräfte,  die,  der  Gröfse  und  Richtung  nach, 
durch  die  zwei  ersten  Gleithungen  (2)  bestimmt  ist,  und,  in 
Folge  der  Gleichung  (5),  durch  den  Punkt  O  geht.  Die  Kräfte, 
welche  mit  dieser  Axe  parallel  sind,  werden  zu  gleicher  Zeit 
streben ,  dieselbe  um  sich  selbst  zu  drehen.  Vergleicht  man 
die  Gröfsen  M  und  N  mit  L ,  so  ergiebt  sich  aus  ihrer  Zu- 
sammensetzung ,  dafs  M  =  o  die  Gleichung  des  Gleichgewich- 
tes um  die  Axe  Oy,  und  N  =  o  dasselbe  um  die  Axe  Ox 
seyn  wird.  Hieraus  folgt  auch,  dafs  die  Bedingung  des  Gleich- 
gewichtes um  einen  festen  Punkt  darin  besteht,  dafs  das 
Gleichgewicht  um  drei  feste  rechtwinklige  Axen,  die  beliebig 
durch  diesen  Punkt  gezogen  sind,  statt  habe.  Besieht  daher 
das  Gleichgewicht  um  drei  rechtwinklige  Axen,  die  sich  in 
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demselben  Punkte  schneiden,  so  bat  es  auch  um  jede  andere 
gerade  Linie  statt,  die  durch  diesen  Punkt  geht. 

3)  Ich  nehme  an,  dafs  drei  oder  mehr  Punkte,  die  nicht 
in  gerader  Linie  liegen,  und  einem  festen  Körper  angehören, 
auf  einer  festen  Ebene  bleiben  müssen,  deren  Lage  gegeben 
ist;  diese  Ebene  nehme  ich  für  die  der  x  und  y.  Da  die 
mit  der  Axe  der  z  parallelen  Kräfte  keine  Bewegung  her- 
vorbringen können,  so  werden  die  auf  ihr  Gleichgewicht 
bezüglichen  Gleichungen  wegfallen,  die  drei  Gleichungen 

X  =  o,    Y  =z  o,    L  =  o 
dagegen ,  welche  den  in  der  Ebene  der  x  und  y  enthalte- 
nen Kräften  entsprechen,  sind  erforderlich,  um  den  Körper 
zu  verhindern,  sich  parallel  mit  dieser  festen  Axe  zu  drehen 
oder  zu  gleiten. 

Die  Kraft  Z  ist  der  ganze  Druck,  den  die  feste  Ebene 
erleidet.  Ist  der  Körper  blos  auf  diese  Ebene  gelegt,  so  dafs 
man  z.  B.  ein  Polyeder  betrachtet,  dessen  eine  Fläche  auf  der 
Ebene  der  x  und  y  liegt,  so  mufs  das  Zeichen  von  Z  so 
beschallen  seyn ,  dafs  diese  Kraft  den  Körper  gegen  diese 
Ebene  prefst.  Aufserdem  mufs  diese  Mittelkraft  der  mit  der 
Axe  der  z  parallelen  Kräfte ,  die  Ebene  der  x  und  y  inner- 
halb der  Ausdehnung  der  Grundlläche  des  Körpers  treffen, 
weil  sie  sonst  denselben  um  eine  der  Seiten  dieser  Grund- 
fläche drehen  würde.  Nennt  man  aber  xx  und  yx  die  Coor- 
dinaten  des  Punktes,  in  welchem  diese  Mittelkraft  die  Ebene 
der  x  und  y  trifft,  so  sind  ihre  Momente,  rücksichtlich  der 
Ebene  der  .r  und  y  und  der  Ebene  der  y  und  z ,  gleich  Zyx 
und  Zxi ;  sie  müssen  den  Summen  der  Momente  der  Seiten- 
kräfte, in  Beziehung  auf  dieselben  Ebenen,  gleich  seyn,  und 
vermöge  der  Werthe  dieser  zwei  Summen,  die  man  früher 
gefunden  hat  (f.  260) ,  hat  man 

ZxY  =—  M,    Zyx  =  N. 

Man  mufs  daher,  in  jedem  besonderen  Falle,  untersuchen, 
ob  die  Werthe  von  xx  und  yi ,  die  sich  aus  diesen  Gleichun- 
gen ergeben,  einem  Punkte  der  Grundfläche  des  Körpers  au- 
gehören; welche  Bedingung  nicht  durch  Gleichungen  ausge- 
drückt werden  kann,  eben  so  wenig  wie  die,  welche  sich 
auf  das  Zeichen  von  Z  bezieht. 
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4)  Wenn  die  Punkte  des  Körpers,  welche  auf  der  festen 
Ebene  der  x  und  y  bleiben  sollen,  nur  zwei  siud,  oder 
wenn  sie  alle  in  einer  geraden  Linie  liegen,  so  nimmt 
man  diese  Linie  für  die  Axe  der  y ;  die  Mittelkraft  h 
mufs  alsdann  die  Ebene  der  x  und  y  in  einem  Punkte 
dieser  Axe  treffen,  und  man  hat,  unabhängig  von  den  drei 
Gleichungen  des  vorhergehenden  Falles,  die  vierte  Gleichung 
des  Gleichgewichtes 

.  M  =  o. 

5)  Berührt  endlich  der  feste  Körper  die  feste  Ebene  der 
x  und  y  nur  in  einem  Punkte,  den  man  für  den  Anfangs- 
punkt O  der  Coordinaten  nimmt,  so  sieht  man  leicht,  dafs 
man  fünf  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  haben  wird, 
nemlich 

X  =  o,    Y=o,    Lz=zo,    M  =  o,    N  s=  o. 

Die  Kraft  Z  ist  immer  der  Druck,  welcher  auf  die  feste 
Ebene  im  Punkte  O  ausgeübt  wird,  und  mufs  das  passende 
Zeichen  haben. 

Dieses  Resultat  fällt  mit  dem  des  vorhergehenden  §.  zu- 
sammen, denn  nimmt  man  an,  dafs  der  Körper  A'  unbe- 
weglich und  durch  eine  Ebene  begranzt  ist,  und  man  nimmt 
diese  Ebene  für  die  der  x  und  y  und  den  Punkt  K  (Fig. 
62)  für  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  so  mufs  man,  in 
den  Gleichungen  dieses  f.,  #i  =  o,  ^  z=  o,  js2  =  o,  a  =  90°, 
6  =  90°  setzen,  wodurch  die  sechs  Gleichungen,  die  sich  auf 
das  Gleichgewicht  des  Körpers  A  beziehen,  auf  die  fünf  vor- 
hergehenden reduciert  werden.  Die  sechste  dieser  Gleichun- 
gen wird,  zu  gleicher  Zeit, 

R  -f  Z  S=  o, 

wenn  man  annimmt,  dafs  c  =  o,  oder  dafs  der  Theil  KH 
der  Normalen  die  Axe  der  positiven  Z  ist.  Daher  ist  der 
Druck,  welcher  auf  A'  ausgeübt  wird  und  dem  Widerstande 
R  gleich  und  entgegengesetzt  ist,  die  Kraft  Z,  sowohl  der 
Gröfse  als  Richtung  nach. 

Diese  Aufzählung  der  verschiedenen  Fälle  des  Gleichge- 
wichtes veranlafst  cUe  Bemerkung,  dafs  die  Anzahl  der  Glei- 
chungen, die  sich  auf  einen  festen  Körper  beziehen,  der 
durch  unbewegliche  Hindernisse  aufgehalten  wird,  eine  jede 
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Zahl,  die  kleiner  als  sechs  ist,  beiragen  kann,  welche  letztere 
Zahl  einem  völlig  freien  Körper  entspricht.  '  1 

267.* 

Die  Gleichung  (5),  welche  sich  auf  das  Gleichgewicht  um 
die  als  fest  gedachte  Axe  der  z  bezieht,  enthält  weder  die 
dieser  Axe  parallelen  Seitenkräfte  der  gegebenen  Kräfte  P, 
P\  P" . . . ,  noch  die  derselben  Axe  parallelen  Coordinaten 
ihrer  Angriffspunkte  M,  M' ,  M"...  u.  s.  w.,  so  dafs  das  Gleich- 
gewicht nicht  gestört  wird,  wenn  man  diese  Kräfte  und  ihre 
Angriffspunkte  durch  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  der  x 
und  y  ersetzt ;  was  man  übrigens  auch  leicht  a  priori  bewei- 
sen kann. 

Seyen  also  Q,  Q\  Q"...  die  auf  die  Ebene  der  x  und 
y  projicierten  Kräfte  P,  P' ,  P"...,  d.h.  die  parallel  mit 
dieser  Ebene  zerlegten  und  an  die  Projection  der  Punkte 
M,  M\  M"  u.s.w.  auf  dieselbe  Ebene  angebrachten.  Mau 
bezeichne  durch  q,  q,  q"...  u.s.w.  die  senkrechten  Linien, 
welche  von  dem  als  fest  gedachten  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten auf  die  Richtungen  der  Kräfte  Q,  Q\  Q"...  gefällt 
sind,  und  um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  nehme 
man  an,  dafs  Q,  Q',  Q"  nach  einer  und  derselben  Richtung 
um  diesen  Anfangspunkt  zu  drehen  streben,  während  Q"\ 
Qir  nach  entgegengesetzter  Richtung  drehen.  Damit  alle 
Kräfte  im  Gleichgewichte  seyen,  mufs  man,  nach  f.  47, 

Qq  +  <?V  +  QV'-Q'V"-  Q*q»-  ...  =  o  (e) 

haben,  indem  man  q9  q,  q",  q"...,  so  wie  auch  Q,  Q\ 
Q",  C?"'...,  als  positive  Gröfsen  betrachtet. 

Diese  Gleichung  mufs  daher  mit  der  Gleichung  (5)  zu- 
sammenfallen,  was  man  auch  wirklich,  auf  folgende  Weise, 
zeigen  kann. 

Sey  H  (Fig.  63)  die  Projection  des  Punktes  M,  OG  und 
HG  seine  Coordinaten  x  und  y,  HA  die  Richtung  der  Kraft 
Q,  X  und  fk  die  Winkel,  welche  diese  Linie  mit  den  Linien 
einschliefst,  die  mit  den  Axen  Ox  und  Oy  parallel  durch 
den  Punkt  H  gezogen  sind.  Durch  den  Punkt  O  ziehe  man 
zwei  andere  Axen  Oxx  und  Oyl9  die  erstere  nach  der  Rich- 
tung HA  und  die  zweite  senkrecht  auf  diese  Linie,  uud  so 
beschaffen,  dafs  der  Winket  yOyx  zugleich  mit  xOx1  ,  spitz 
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oder  stumpf  ist.  Man  nenne  X\  und  yx  die  Coordinaten  OF 
und  FH  des  Punktes  H ,  die  auf  diese  neuen  Axen  bezogen 
sind,  so  hat  man,  wie  bekannt, 

*i  =  y  cos  fi  -J-  x  cos  X ,  yx  =  y  cos  X  —  x  cos  ju. 
Da  aber  die  senkrechte  Linie  OK  oder  qt  die  vom  Punkte 
O  auf  HA  gefallt  ist,  eine  positive  Grüfse  seyn  mufs,  so 
hat  man 

</  =  ±  Ji  c  ±  (y  cos  X  —  x  cos/f), 
je  nachdem  die  Ordinate  y\  positiv  oder  negativ  ist,  oder, 
was  dasselbe  ist,  je  nachdem  die  Kraft  Q  nach  einer  bestimm- 
ten oder  der  entgegengesetzten  Richtung  um  den  Punkt  O  zu 
drehen  strebt.   Aufserdem  hat  man 

Q  =  P  sin  y, 

und  ferner  (§.  H) 

cos  a  =  sin  y  cos  X ,    cos  ß  =  sin  y  cos 
hieraus  folgt  also 

Qq  —  -±z  P  (y  cos  a  —  x  cos  ß). 
Da  die  Kräfte  Q'  und  Q",  nach  unserer  Voraussetzung, 
in  demselben  Sinne  drehen  wie  Q,  so  hat  man  auch 
Q'  q   =  ziz  P'  (y'  cos  a'  —  x'  cosß') 

Ott     tt  -ritt  r    n  tt  tt  o"\ 

q   =z  z*z  P  {y    cos  a   —  x   cos  ß  ) 

und  da  die  anderen  Kräfte  Q"\  Q1V...  nach  der  entgegen- 
gesetzten Richtung  zu  drehen  streben,  so  hat  man 

j-\tif     ttr  r»"t  r     f*f  W  ttt 

Q  q  =  P  (y  cos  a  —  x  cosß  ) 
Qxvqiv=  z+:  P »▼ iv cos a iv — x"cosß™) 

• 

«  ■  •  •  • 

Man  mufs  daher,  in  allen  diesen  Werthen,  zu  gleicher 
Zeit  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  nehmen 
und  substituiert  man  sie  in  die  Gleichung  (6),  so  geht  diese 
in  die  Gleichung  (5)  über,  was  zu  beweisen  war. 

268. 

Da  der  im  Gleichgewichte  befindliche  Körper  immer  der 
Schwerkraft  unterworfen  ist,  so  mufs  man  unter  den  gege- 
benen Kräften  P,  P'  P'\ . .  auch  sein  Gewicht  begreifen ,  das 
naeh  der  Verticalen  an  seinem  Schwerpunkte  wirkt.  Man 
nehme  z.  B.  an ,  dafs  von  einem  schweren  Körper  die  Rede 
sey,  der  auf  einer  schiefen  Ebene  liegt  und  durch  eine  eiu- 
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zige  Kraft  gelialten  wird.  Die  Figur  64  stellt  einen  Durch- 
schnitt des  Körpers  vor,  der  durch  den  Schwerpunkt  G  geht 
und  auf  der  geneigten  Ebene  senkrecht  steht.  Die  Länge 
dieser  Ebene  ist  AB ,  ihre  Basis  BC  und  ihre  Höhe  AC. 
Matt  verlegt  den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten  in  die  Ver- 
ticale  GH,  die  durch  den  Schwerpunkt  geht  und  nimmt  die 
Axen  Oz  und  Ox  bezüglich  senkrecht  auf  AB  und  parallel 
mit  dieser  Linie.  Die  dritte  Axe  Oy,  die  nicht  in  der  Figur 
angegeben  ist,  steht  auf  der  Ebene  der  Figur  senkrecht.  Die 
Kraft  P  ist  das  Gewicht  des  Körpers,  die  Verticale  GH  ihre 
Richtung  und  HOx  der  Winkel  a.  Ausserdem  hat  man  x  =z  o, 
y  =  o,  ^=90°.  Nimmt  mau  daher  P'  für  die  gegebene 
Kraft,  welche  den  Körper  hält,  so  reducieren  sich  die  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes  für  den  dritten  Fall  des  {.266  auf 

Pcosa-f  i^cosa  =o,  P'cos/?'=o,  P '(x'cosß'— /cos«' )  =  o. 

Vermöge  der  zwei  letzteren  Gleichungen  hat  man  ß'  zzz  90° 
undj'  =  o,  woraus  zuerst  hervorgeht,  dafs  die  Kraft  P*  in 
der  Ebene  der  x  und  z  enthalten  seyn  mufs ,  und  dies  ist 
auch  wirklich  nothwendig,  damit  diese  Kraft  und  das  Gewicht 
des  Körpers  eine  einzige  Mittelkraft  haben,  die  auf  der  ge- 
neigten Ebene  senkrecht  steht.  Ich  nehme  an,  es  sey  O  der 
Punkt,  wo  die  Richtung  von  P'  die  Verticale  GH  trifft  und 
bezeichne  diese  Richtung  durch  OD.  Der  Winkel  a  oder 
DOx  mufs  stumpf  seyn,  um  der  ersten  der  drei  vorhergehen- 
den Gleichungen  zu  genügen.  Ich  nenne  d  den  spitzen  Win- 
kel DOx',  welchen  die  Kraft  P'  mit  der  Verlängerung  von 
Ox  einschliefst,  60  dafs  man 

cos  a   =z  —  cos  ö* 
hat.    Der  Winkel  a  oder  HOx  ist  das  Complement  der  Nei- 
gung ABC  der  Ebene ;  bezeichnet  man  die  Höhe  AC  durch 
h,  und  die  Länge  AB  durch  /,  so  hat  man  daher 

h 

cos  «  =  y, 

woraus  sieb  zuletzt 

—z-  =  1    cos  & 

ergiebt,  welche  Gleichung  des  Gleichgewichtes  eine  der  zwei 
Gröfsen  P'  und  d  finden  lehrt,  wenn  die  andere  gegeben  ist. 
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-  Ist  z.  B.  die  Kraft  P*  mit  der  geneigten  Ebene  parallel, 
so  Ii at  man  ()'  —  o  ,  und  daher 

P'  :  P  =  h  :  l, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

P'  =  P  sin  *, 
indem  mau  i  die  Neigung  der  Ebene  nennt.     Nennt  man  Q 
den  Druck,  den  die  Ebene  erleidet,  und  welcher,  in  diesem 
Falle ,  die  nach  der  senkrechten  Oz  gerichtete  Seitenkrart  des 
Gewichtes  P  seyn  wird,  so  hat  man,  zu  gleicher  Zeit, 

Q  =   P  C08  I. 

269. 

Man  abstrahiert  hier  von  der  Reibung,  die  zu  der  Kraft 
P'  hinzu  kommt,  parallel  mit  der  schiefen  Ebene  wirkt  und 
den  Körper  hindert,  längs  dieser  Ebene  fort  zu  gleiten.  Ist 
die  Kraft  P'  Null,  so  kann  die  Reibung  allein  den  Körper 
zurück  halten,  so  lange  die  Neigung  i  nicht  eine  gewisse 
Gränze  erreicht  hat.  Bezeichnet  man  diese  Grunze  durch  A, 
d.h.  den  Winkel  z,  welcher  dann  vorhanden  ist,  wenn  die 
Störung  des  Gleichgewichtes  anfangt,  und  nimmt  man  an, 
dafs  die  Reibung  in  diesem  Augenblicke  ein  Bruch  J  des 
Druckes  ist,  so  mufs  die  Kraft  fQ  der  Seitenkraft  P  sin  A 
des  Gewichtes  des  Körpers,  die  der  schiefen  Ebene  parallel 
ist,  das  Gleichgew  icht  halten.  Daher  hat  man  zu  gleicher  Zeit 
Q  =  PcosA,   JQ  =  P  sinA, 

woraus  man 

/  =  tang  A 

findet.  Man  findet  daher  den  Werth  von  J  durch  die  Beob- 
achtung des  Wrinkels  A ,  unter  welchem  die  Bewegung  anfängt, 
und  den  man  den  Reibungswinkel  nennt. 

Die  Erfahrung  zeigt,  dafs,  bei  sonst  gleichen  Verhält- 
nissen, die  Reibung  in  dem  Augenblicke,  welcher  der  Aufhe- 
bung des  Gleichgewichtes  vorausgeht,  dem  Drucke  proportio- 
nal ist,  so  dafs  der  Coefficient  f  und  der  Winkel  A  von  dem 
Drucke  Q  und  daher  auch  von  dem  Gewichte  P  unabhängig 
sind.  Dieser  Coefficient  ändert  sich  mit  der  Beschaffenheit 
des  Körpers  und  der  Politur  der  Oberflächen;  auch  hat  man 
bemerkt,  dafs  er  das  Maximum  seines  Werthes  erst  dann 
erreicht,  wenn  die  Berührung  des  Körpers  und  der  Ebene 

27 
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eine  Zeitlang  gedauert  hat,  die  bei  Körpern  von  verschiedener 
Beschaffenheit  verschieden  ist;  auch  ist  die  Behauptung,  dafs 
die  Reibung  dem  Drucke  proportional  ist,  nur  dann  richtig, 
wenn  man  von  diesem  Maximum  ausgeht. 

Giebt  man  diesen  Erfahrungssatz  zu,  so  folgt  daraus, 
dafs,  wenn  mehrere  Körper  von  derselben  Beschaffenheit,  deren 
Oberflächen  dieselbe  Politur  haben,  auf  eine  horizontale  Ebene 
gelegt  werden,  und  man  diese  Ebene  allmalich,  nach  einer 
gewissen  Zeit,  neigt,  alle  diese  Körper  unter  demselben  Win- 
kel a  zu  gleiten  anfangen  werden,  wie  auch  ihre  Gewichte 
und  die  Ausdehnung  ihrer  Oberfläche,  die  auf  der  Ebene 
liegen,  beschaffen  seyn  mögen. 

270. 

Liegt  ein  Körper  auf  einer  horizontalen  Ebene,  so  vcr- 
Ibeilt  sich  der  Druck,  den  sein  Gewicht  P  ausübt,  unter  den 
Stützpunkten  dieser  Ebene;  wenn  aber  ihre  Zahl  mehr  als 
drei  beträgt,  so  scheint  diese  Vertheilung,  beim  ersten  Blicke 
unbestimmt  zu  seyn,  dies  ist  eine  Schwierigkeit,  die  wir  nun 
genauer  untersuchen  wollen. 

Um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  nehme 
man  an,  die  horizontale  Ebene  sey  die  Oberfläche  eines  Tisches, 
dessen  Füfse  verlical  sind.  In  dieser  Ebene  ziehe  man  zwei 
rechtwinklige  Axen  Ox  und  Oy  (Fig.  65).  Sey  C  die  Pro- 
jeclion  des  Schwerpunktes  des  Körpers  auf  diese  Ebene  und 
A ,  A' ,  A" ...  die  Punkte  dieser  Ebene,  welche  den  Füfsen 
des  Tisches  entsprechen.  Man  bezeichne  durch  xx  und  yx, 
x'  und  y',  x"  und  y\ die  Coordinaten  dieser  Punkte 
C,  A,  A'  A"  u.s.  w.,  die  auf  die  Axen  Ox  und  Oy  be- 
zogen sind.  Damit  der  Tisch  nicht  umgeworfen  werde,  mufs 
der  Punkt  C  im  Inneren  des  Vielecks  A,  A',  A" ,  A'"...  lie- 
gen. Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  zerlegt  sich  das  an  den 
Punkt  C  angebrachte  Gewicht  in  parallele  Kräfte,  die  im 
Sinne  der  Schwerkraft  gerichtet  sind,  und  durch  die  Stütz- 
punkte A,  A' ,  Ä' ...  gehen,  welche  Kräfte  die  Lasten  sind, 
(iie  die  Füfse  des  Tisches  tragen  müssen.  Seyen  Q,  Q',  Q"... 
diese  unbekannten  Lasten,  so  hat  man,  nach  der  Theorie 
der  parallelen  Kräfte, 

/'  =  <?+<?'+  Q"+  ...  * 

» 
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Pxi  =  Q.v  +  Q'x  +  <?"*•"  +  ... 

Pyi  =  Qy+  QV  +  Q"y"  +  ... 

Sind  nun   nur  drei  Stützpunkte  Af  A\  A"  vorhanden, 
so   sind  diese   drei  Gleichungen   hinreichend ,  um  die  Lasten 

Q*  Q  j  Q"  7Al   bestimmen;  sind  aber  deren  vier  oder  eine 
grüfserc  Anzahl  vorhanden,    so  ist  die  Aufgabe  unbestimmt, 
und  man  kann  alsdann   die  Werlhe  aller  Unbekannten,  we- 
niger drei,  nach  Belieben  annehmen,  sobald  sich  nur  hieraus 
für  diese  drei  Unbekannten,  positive  Werlhe  ergeben.*) 

Diese  Unbestimmtheit  würde  wirklich  statt  linden,  wenn 
der  Tisch  völlig  unbiegsam  wäre ;  doch  ist  dies  nie  der  Fall, 
und  so  wenig  biegsam  man  ihn  annimmt,  immer  wird  er  seine 
Gestalt  ein  wenig  ändern  und  sich  in  seinen  verschiedenen 
Theilen  auf  ungleiche  Weise  zusammendrücken.  J3ie  Ge- 
stalt aber,  die  er  annimmt,  und  die  GröTse,  um  welche  er 
sieh  in  jedem  Punkte  zusammendrückt,  werden  nicht  blos 
von  dem  Gewichte  Py  sondern  auch  von  der  Anzahl  und  der 
Lage  der  Stützpunkte  A ,  A' ,  sf',..  abhängen,  und  beide, 
so  wie  der  Druck,  der  in  jedem  dieser  Punkte  statt  hat, 
werden  in  jedem  besonderen  Falle  vollkommen  bestimmt  seyn. 
Doch  ist  diese  Bestimmung  eine  sehr  schwere  Aufgabe,  für 
die  man  noch  keine  allgemeine  Lösung  hat,  und  die  in  die 
mathematische  Physik  gehört.  Wir  beschränken  uns  hier 
darauf,  zu  bemerken,  dafs  Alles  nolhwendig  in  der  Natur 
bestimmt  ist,  und  dafs  wir,  wenn  uns  etwas  unbestimmt  zu 
seyn  scheint,  von  irgend  etwas  in  der  Aufgabe  Gegebenem, 
d.  h.  von  irgend  einer  Eigenschaft  der  Materie  abstrahiert, 
haben,  wie  es  z.  B.  in  der  gegenwärtigen  Frage,  mit  dem 
Grade  der  Biegsamkeit  des  Tisches  der  Fall  ist. 

*)  Es  ist  leicht  einzusehen,  dafs  die  Aufgabe  auch  in  dem  Falle  im  - 
bestimmt  bleibt,  wenn  nur  drei  Stutzpunkte  vorhanden  sind,  sobald 
diese  in  einer  geraden  Linie  liegen  ,  in  welcher  dann  auch  der  Punkt 
C  liegen  niufs,  damit  der  Tisch  nicht  umgeworfen  werde.  Denn  nimmt 
man  in  diesem  Falle  diese  gerade  Linie  z.  B.  für  die  Axe  Oy ,  so 
hat  mau  xt  =  x  —  x  —  x"  —  o  und  y\  =  y  —  y'  =^y  —  sc  >  so  dnfa 
nur  noch  die  Gleichung 

P  =  Q  +  C?'  +  Q" 
übrig  bleibt,  die  zwei  anderen  Gleichungen  dagegen,  als  identische, 
wegfallen.    Man  vergleiche  übrigens  auch  Crelle's  Journ.  für  die  reine 
ii.  angew.  Mathem.  Dd.  1 ,  pg.  117  ff.  Aumerk.  des  Lieners- 
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Zweites  Kapitel. 

0 

Theorie  der  Momente. 
271. 

Die  Momente,  welche  wir  in  diesem  Kapitel  betrachten, 
sind  diejenigen  ,  von  welchen  in  }.  42  die  Rede  war.  So  ist 
das  Moment  einer  Kraft  P  das  Produkt  Pp  aus  dieser  Kraft 
und  der  senkrechten  Linie  p,  die  vom  Mittelpunkte  der  Mo- 
mente auf  ihre  Richtung  gefallt  wird.  Ist  dieser  Mittelpunkt 
C  (Fig.  66),  und  wird  die  Kraft  P  durch  die  Linie  MA  vor- 
gestellt ,  die  man  auf  ihrer  Richtung  genommen  hat,  so  ist 
der  Werth  ihres  Momentes  das  Doppelte  des  Dreiecks  CAM, 
dessen  Grundlinie  diese  Kraft  und  dessen  Spitze  in  C  ist. 
Hiernach  ist  der  Lehrsatz  des  {.46,  in  Beziehung  auf  das 
Moment  der  Mittelkraft  zweier  Kräfte,  nichts  Anderes,  als 
ein  leicht  zu  beweisender  geometrischer  Lehrsatz. 

Seyen  neinlich  MA  und  MB  die  beiden  Seitenkräfte, 
die  Diagonale  MD  des  Parallelogramms  MADB  wird  ihre 
Mittelkraft  seyn ,  und  da  der  Punkt  C  ausserhalb  des  W  in- 
kels AMB  und  seines  Scheitel winkels  liegt,  so  mufs  man 
beweisen,  dafs  das  Dreieck  CMD  die  Summe  der  Dreiecke 
CMA  und  CMB  ist.    Man  hat  aber  sogleich 

CMD  =  CMA  +  CAD  +  MAD; 
fällt  man  vom  Punkte  C  eine  senkrechte  Linie  CE  auf  MB, 
welche  die  mit  dieser  parallel  gezogene  Linie  AD  in  F  trifft, 
so  hat  man 

CMB  =  IMB.CE,    CAD  =  \ADXF, 

und  da 

MB  =  AD,    CF  =  CE  —  EF, 
so  folgt  hieraus 

CAD  =  CMB  —  J  MB.EF. 
Nun  ist  MB.EF  die  Oberfläche  des  Parallelogramms 
MADB,  oder  das  Doppelte  des  Dreiecks  MAD,  daher  hat  man 

CAD  =  CMB  —  MAD, 

und  daher 

CMD  =  CMA  +  CMB, 
was  zu  beweisen  war. 
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In  der  Figur  wird  angenommen ,  dafs  die  Linie  EF  der 
Unterschied  der  senkrechten  Linien  CE  und  CPist;  sie  könnte 
auch  deren  Summe  seyn,  und  man  würde  ohue  Schwierig- 
keit den  vorhergehenden  Beweis  umändern  können,  um  ihn 
auf  diesen  Fall  anzuwenden.  Auch  kann  man  auf  dieselbe 
Weise  zeigen,  dafs  das  Dreieck  CMD  der  Unterschied  der 
Dreiecke  CMA  und  CMB  ist,  wenn  der  Punkt  C  innerhalb 
des  Winkels  AMB  oder  seines  Scheitel  W  inkels  liegt. 

272. 

Durch  den  Mittelpunkt  der  Momente  (Fig.  67)  ziehe 
man  eine  beliebige  Ebene;  man  projiciere  auf  diese  Ebene 
die  gerade  Linie  AB ,  welche  die  Kraft  P,  der  Gröfse  und 
Richtung  nach,  darstellt;  Sey  ebenso  Q  die  Kraft,  welche 
durch  die  Protection  A'B'  von  AB  dargestellt  wird;  alsdann 
ist  das  Moment  der  Kraft  P  das  Doppelte  des  Dreiecks  CAB, 
und  das  der  Kraft  Q  das  Doppelte  des  Dreiecks  CA'B'. 
Bleibt  daher  der  Mittelpunkt  der  Momente  derselbe,  so  ist 
das  Moment  der  Protection  einer  Kraft  auf  eine  Ebene,  die 
durch  diesen  Punkt  geht,  die  Projection  des  Momentes  dieser 
Kraft  auf  dieselbe  Ebene. 

Nennt  man  H  das  Moment  der  Kraft  P,  und  K  das 
seiner  Protection  Q,  erhebt  man  auf  den  Ebenen  dieser  zwei 
Momente  die  senkrechten  Linien  CD  und  CEf  und  bezeich- 
net den  Winkel  DCE  durch  d,  so  ist  dieser  Winkel  eben- 
falls die  Neiguug  von  H  gegen  K,  und  man  hat  (}.  10) 

K  —  H  cos  d. 

Für  dieselbe  Kraft  P,  ändert  sich  der  Winkel  ä  und 
das  Moment  H  mit  der  Lage  des  Punktes  C  auf  der  Linie 
CB\  bleibt  aber  diese  Linie  dieselbe,  so  ändert  sich  das  Pro- 
dukt H  cos  d  nicht ,  denn  alsdann  wird  K  oder  das  Dreieck 
CA'B'  nur  seinen  Ort  parallel  mit  sich  selbst  verändern, 
ohne  dafs  sich  seine  Gröfse  ändert. 

273. 

Man  betrachte  nun,  statt  einer  einzigen  Kraft,  ein  System 
von  Kräften  P,  P',  P  '....    Seyen  H,  H\  H"  u.  s.  w.  ihre. 
Momente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  C  (Fig.  68).    Man  be- 
zeichne durch  6\  d',  <)"...  die  Winkel,  welche  die  auf  den 
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Ebenen  dieser  Momente  senkrecht  stehenden  Linien  CD,  CD\ 
CD'...  mit  derselben  Axe  CE  einschliefsen ,  durch  Q,  Q' , 
Q  ...  die  Projectionen  von  P,  P',  P"...  auf  die  Ebene,  die 
durch  den  Punkt  C  gezogen  ist  und  auf  dieser  Axe  senkrecht 
stellt,  und  durch  K,K',  K"...  die  Projectionen  von  H,  //', 
I/  '...  auf  dieselbe  Ebene.    Alsdann  hat  man 

K  =  H  cos       K!  =  H'  cos       K"  =  //"  cos  cT... 

Wollte  man  blos  den  Flächeninhalt  der  Projectionen  aus 
dem  der  projicierten  Flüchen  erfahren ,  so  müfste  man  die 
Neigungen  <)',  ü' ',  als  spitze  Winkel  betrachten.    In  den 

Anwendungen  aber,  die  wir  von  den  Projectionen  der  Mo- 
mente machen  werden,  betrachten  wir  diese  Winkel  als  spitz 
oder  stumpf,  oder,  mit  anderen  Worten,  wir  nehmen  für 
die  geraden  Linien  CD,  CD',  CD"...  die  Theile  der  auf  den 
Ebenen  der  Momente  H,  IV,  H"...  senkrecht  stehenden  Li- 
nien ,  welche  mit  der  Axe  CE  spitze  oder  stumpfe  Winkel 
einschliefsen,  je  nachdem  die  Projectionen  Q,  Q',  Q"...  der 
Kräfte  P,  P' ,  P"...  in  einem  bestimmt  angenommenen  Sinne 
oder  dem  entgegengesetzten  um  den  Punkt  C  zu  drehen  stre- 
ben. So  z.B.,  da  in  der  Figur  die  Winkel  DCE,  D'CE 
D'CE  spitz  und  die  Winkel  D  '  CE,  D"CE  u.  s.  w.  stumpf 
sind,  so  setzt  dies  voraus,  dafs  die  Kräfte  Q,  Q',  Q"  in 
demselben  Sinne  und  die  Kräfte  Q'" ,  Qlv  u.  8.  w.  in  entge- 
gengesetztem Sinne  zu  drehen  streben.  Da  die  Linien  CD" 
und  CD'"  eine  gerade  Linie  bilden,  so  zeigt  dies,  dafs  die 
Kräfte  P"  und  P"'  in  derselben  Ebene  enthalten  sind,  die 
durch  den  Punkt  C  geht,  dafs  sie  aber,  so  wie  ihre  Projec- 
tionen Q"  und  Q'",  in  entgegengesetztem  Sinne  zu  drehen 
streben. 

Nennt  man  S  die  Summe  der  positiven  oder  negativen 
Werthe  von  K,  K' ,  K"  u.  s.  w.,  so  hat  man 

S  =  H  cos  »  +  H'  cos  d''  +  H"  cos  <T  +  ... ; 
läl'st  man  das  Zeichen  unberücksichtigt,  so  ist  S  die  Summe 
der  Momente  der  Kräfte  Q,  Q',  Q welche  in  demselben 
Sinne  zu  drehen  streben,  weniger  der  Summe  der  Momente 
derjenigen  Kräfte,  welche  eine  Drehung  in  entgegengesetztem 
Sinne  hervorzubringen  suchen.  Nach  dem  Lehrsätze  des  f.  47 
drückt  daher  die  Gröfse  ^  iS  das  Moment  ihrer  Mittelkraft 
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aus,  welche  in  dem  Sinne  der  Kräfte,  die  den  spitzen  Win- 
keln tf,  J',  ()"...  oder  den  stumpfen  Winkeln  ä'",  dlv...  ent- 
sprechen, zu  drehen  strebt,  je  nachdem  der  vorhergehende 
Werth  von  S  positiv  oder  negativ  ist. 

Verwandelt  man  zu  gleicher  Zeit  alle  Linien  CD,  CD',  CD" 
u. 8.  w.  in  ihre  Verlängerungen,  so  gehen  die  Winkel  d,  & y  d" 
in  ihre  Supplemente  über  und  S  wird  —  S.  Ebendies  ist 
der  Fall ,  wenn  man  die  Axe  CE  durch  ihre  Verlängerung 
CE'  ersetzt.  Die  Summe  S  ist,  wie  jeder  ihrer  Theile,  von 
der  Lage  des  Punktes  C  auf  der  Axe  CE  unabhängig.  Sie 
hangt  nur  von  dem  System  der  Kräfte  P,  P' ,  P"..,,  von  der 
Lage  dieser  Axe  und  ihrer,  auf  der  Ebene  der  Protection 
senkrecht  stehenden,  Richtung  ab.  In  der  Folge  werden  wir 
die  Grüfse  5  das  Moment  der  Kräfte  P,  P'  P"...  in  Be- 
ziehung auf  die  Axe  CE  nennen. 

274. 

Nach  dieser  Erklärung  sind  die  drei  Grofsen  L,  M,  N 
des  f.  261  die  Momente  der  Kräfte  P,  P',  P"  u.  s.  w.  iu 
Beziehung  auf  die  positiven  Coordiuatenax,en  ihrer  Angriffs- 
punkte. 

Um  dies  zu  beweisen,  sey  Q  die  Projection  der  Kraft 
P  auf  die  Ebene  der  x  und  y,  und  q  die  vom  Anfangspunkte 
der  Coordinaten  auf  ihre  Richtung  gefällte  senkrechte  Linie, 
so  dafs  der  Werth  ihres  Momentes  in  Beziehung  auf  diesen 
Punkt  Qq  ist.  Man  nelune  au,  die  Kraft  Q  wirke  von  A 
nach  B  (Fig.  69)  und  es  seyen  AC  und  AD  die  Coordinaten 
x  und  y  ihres  Angriffspunktes  A ,  die  auf  die  rechtwinkligen 
Axen  Ox  und  Oy  bezogen  sind.  Seyen  ferner  A  und  fi  die 
Winkel  BACr  und  BAD',  welche  die  Kraft  Q  mit  den 
Verlängerungen  von  x  und  y  einschliefst ;  die  nach  AC '  und 
AD'  gerichteten  Seitenkräfte  sind  Q  cos  A  und  Q  cos  fi ,  und 
ihre  Momente  in  Beziehung  auf  den  Punkt  O  sind  jQcosA 
und  xQ  cos  ft.  Nach  der  Figur  suchen  diese  Kräfte  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  zu  drehen  und  die  Kraft  Q  in  dem 
Sinne  von  Q  cos  /i ;   man  hat  also 

Qq  z=  xQ  cos  /ti  —  yQ  cos  L 
Untersucht  mau  die   verschiedenen  Lagen ,   welche  der 
Punkt  A  haben  kann,   und  die  verschiedeneu  Richtungen, 
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welche  die  Kraft  Q  haben  kann ,  60  sieht  man  leicht,  dafs 
diese  Gleichung  bestehen  wird,  wie  auch  die  Zeichen  von 
x,  y,  cosA,  cos /#  beschaffen  sind,  sobald  nur  die  Kraft  Q> 
wenn  sie  nach  JE  oder  F  verlegt  wird,  wo  ihre  Richtung  die 
Axe  der  x  oder  der  y  trifft,  die  Axe  Ox  der  positiven  x> 
innerhalb  des  Winkels  der  positiven  x  und  y,  und  daher  die 
Axe  Oy  der  positiven  y  aufserhalb  dieses  Winkels  zu  drehen 
strebt,  wie  dies  durch  die  Pfeile  s  und  s'  angedeutet  wird. 
Findet  das  Entgegengesetzte  statt,  d.  h.  strebt  die  so  verlegte 
Kraft,  die  Axe  der  positiven  y  innerhalb  des  Winkels  der 
positiven  x  und  y  und  daher  die  Axe  der  positiven  x  aufser- 
halb dieses  Winkels  zu  drehen ,  so  hat  man 

Qq  =  yQ  cos  A  —  xQ  cos  /*, 
wie  auch  die  Zeichen  von  x,  y,  cos  A,  cos  /tv  beschaffen  seyen. 
Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  S  das  Moment  der  Kräfte  P,  P', 
P"  u.s.w.  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven  x  ist, 
und  man  die  Winkel  ö*,  im  vorhergehenden  f.,  als 

spitze  oder  stumpfe  ansieht,  je  nachdem  die  Projectiouen  Q, 
Q  ,  Q'  u.s.w.  dieser  Kräfte  die  Axe  der  positiven  x  inner- 
halb des  Winkels  der  positiven  x  und  y  oder  aufserhalb  die- 
ses Winkels  zu  drehen  streben,  so  hat  man 

S  =z  Q  (x  cos  /*  —  y  cos  A)  -f-  Q'  (xf  cos     — y  cosA') 
-f-  Q"  (#"cos/t" — y  "cos  A")  -f-  .. 
wo  x',y',  A',  fi   x",  y",  A",  p"  u.s.w.  das  bedeuten,  was 
x7  y  >  A,  /Li  in  Beziehung  auf  die  Kräfte  Q',  Q"...  werden. 

Seyen  aufserdem  ce,  ß,  y,  «',  ß' ,  y\  a",  ß'\  die 
Winkel,  welche  die  Richtungen  der  Kräfte  P,  P  P"...  mit 
den  Linien,  die  den  Axen  der  x9  y,  z  parallel  sind,  ein- 
schliefsen,  so  hat  man 

Q  =  Psiuy,    Q'  =  P'sin/,    Q"  =  P"  sin 
cosa  =r  siny  cosA,  cos  a  =  sin/'cos  A',  cos  a"  =  sin/"cosA"... 
cos/^msiny  cos/(  ,  cos ß'=z sin  /cos cos/?"=  siuy"cos/*"... 

und,  nach  diesen  Werthen,  fallt  der  Werth  von  S  mit  der 
Grofse  L  in  {.261  zusammen.  L  ist  also  das  Moment  der 
Kräfte  P,  P',  P"...  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven 
z ,  und  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  so  strebt  die- 
ses System  von  Kräften,  die  Ebene  der  positiven  x  und 
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innerhalb  des  dreikantigen  Winkels  der  positiven  Coordinaten, 
oder  aufserhalb  dieses  Winkels,  um  diese  Axe  zu  drehen. 

Substituiert  man  nun  die  Axen  der  positiven  z,  x,  y, 
bezüglich  statt  der  der  positiven  x,y,  «,  so  geht  L  in  M 
über.  Hieraus  folgt  also,  dafs  M  das  Moment  der  Kräfte 
P,  P\  P'...  in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven  y  ist, 
und  dafs,  je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  dieses  Sy- 
stem- von  Kräften,  die  Ebene  der  positiven  z  und  y,  innerhalb 
des  dreikantigen  Winkels  der  positiven  Coordinaten,  oder 
aufserhalb  dieses  Winkels,  um  diese  Axe  zu  drehen  strebt. 
Dieses  vorausgesetzt,  geht  M  in  N  über,  wenn  man  die 
Axen  der  positiven  z,  x,  y  durch  die  der  positiven  y,  z>  x 
ersetzt;  daher  ist  iV  das  Moment  der  Kräfte  P,  P',  P'... 
in  Beziehung  auf  die  Axe  der  positiven  x,  und,  je  nachdem 
dieses  positiv  oder  negativ  ist,  sucht  dieses  System  von  Kräf- 
ten, die  Ebene  der  positiven  y  uud  x,  innerhalb  des  W  inkels 
der  positiven  Coordiuaten,  oder  aufserhalb  dieses  dreikantigen 
Winkels  zu  drehen. 

Die#drei  Gröfsen  L,  M,  N  sind  daher,  wie  gesagt,  die 
Momente  desselben  Systems  von  Kräften  in  Beziehung  auf 
die  drei  Axen  der  positiven  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte, 
und  die  Zeichen  ihrer  W'erthe,  wie  man  sie  in  f.  261  findet, 
entsprechen  einer  bekannten  Richtung  der  Umdrehung  um 
jede  als  fest  angenommene  Axe. 

275. 

Der  erste  Werth  von  Qq  des  vorhergehenden  f.  ist  das- 
selbe, wie 

Qq  ss  x  P  cosß  —  Py  cos  «. 
Nennt  man  H  das  Moment  von  P  in  Beziehung  auf  den 
Anfangspunkt  der  Coordinaten,  und  S  den  Winkel,  der  zwi- 
schen einem  Theile  der  auf  der  Ebene  dieses  Momentes  senk- 
recht stehenden  Linie  und  der  Axe  der  positiven  z  enthalten 
ist,  so  hat  man  daher  ({.272) 

II  cos  d  ss  P(xco&ß  —  y  cos«), 
was  voraussetzt,  dafs  dieser  Theil  der  auf  der  Ebene  von  H 
senkrecht  stehenden  Linie  derjenige  ist,  welcher  mit  der  Axe 
der  positiven  z   einen  spitzen  oder  stumpfen   Winkel  ein- 
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schliefst,  je  nachdem  die  in  den  Klammern  enthaltene  Grüfse 
positiv  oder  negativ  ist« 

Seyen  öi  und  <V2  tue  Winkel,  welche  derselbe  Theil  die- 
ser senkrechten  Linie  mit  den  Axen  der  positiven  y  und  x 
einschliefst,  so  hat  mau  auch 

//  cos  Ji  =  P  (z  cos  a  —  x  cos  y) 

H  cos  d2  =  P  (jy cos  y  —  £  cos  ß). 

Setzt  man  daher  zur  Abkürzung 
(jc  cos/?— ycos  a)2+ (z  cos  a  —  x  cos  /)2+  (jcos  y — s  cos/#)2 = p2 
und  betrachtet  p  als  eine  positive  Gröfse,  so  folgt  hiex-aus 

H-Pp, 

da 

cos2tf+  cos2di  +  cos2^  =  1 
ist,  daher  hat  man 

1 

cos  ö*  =  —  {x  cos  ß  —  y  cos  «) , 
1 

cos  &x  —  —  (z  cos  a  —  x  cos  /?) , 
P 

1  • 

COS  d2  =  —  COS  /           2  COS  /?) , 

um  ohne  Zweideutigkeit  die  drei  Winkel  Ji ,  cJ2  zu  be- 
stimmen. Der  Wrinkel  #  wird,  wie  vorausgesetzt  worden  ist, 
spitz  oder  stumpf  seyn ,  je  nachdem  das  Zeichen  von  xeosß 
—  y  cos  a  positiv  oder  negativ  ist,  und  ebenso  wird  es  von 
dem  Zeichen  von  z  cos  es  —  x  cos  y  und  y  cos  y  —  z  cos  ß 
abhängen,  ob  die  Winkel  #2  und  #2  8pitz  oa<er  stumpf  sind. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  ist  leicht  zu  erweisen. 
Denn  man  drücke  die  Gleichung  der  Ebene ,  welche  den  An- 
fangspunkt der  Coordinateu   und  die  Kraft  P  enthalt,  durch 

Au  -f-  Bv  -f-  Cw  =  o 

aus,  wo  u,  t>,  w  die  Coordinaten  eines  jeden  beliebigen 
Punktes  andeuten. 

Da  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  dieser  Kraft  x, 
y,  z  sind,  so  mufs  man 

jix  -j-  By  -J-  Cz  z=  o 
haben ;    ausserdem   werden   die  Gleichungen   einer  geraden 
Linie,  die  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordiuatcn  parallel 
mit  dieser  Kraft  gezogen  isl , 
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v  cos  «  =  u  cos  ß ,    w  cos  a  =  li  cos  / 
scyn,   und  da  diese  Parallellinie  ebenfalls  in  der  Ebene,  die 
wir  betrachten,  enthalten  ist,  so  folgt  hieraus  die  zweite  Be- 
dingungsgleichung 

cos  «  -f-  B  cos  ß  -f-  C  cos  y  =  o. 
Aus  dieseu  zwei  Gleichungen  findet  man 

g        4(xco$ß — ycosa) 

y  cos  y  —  z  cos  ß 

g         A  {z  cos  a  —  x  cos  y) 

y  cosy —  z  cosß  9 
und  substituiert  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  der  Ebene, 
so  wird  diese 

Ii  [y  cos  y—  z  cosß) + P  (~  cos  «  —  *  cos/) + cos/?— y  cos  «)  =  o. 

Nach  den  bekannten  Formeln  ({.  17)  werden  aber  die 
Cosinus  der  Winkel  d,  dx,  ö2y  welche  die  auf  dieser  Ebene 
senkrecht  stehende  Linie,  mit  den  Axen  der  u}  v,  w,  welche 
auch  die  der  x,  y,  z  sind,  einschliefst,  wirklich  durch  die 
zu  beweisenden  Formeln  ausgedrückt. 

In  Folge  der  Gleichung  H  =  Pp  ist  p  die  vom  Anfangs- 
punkte der  Coordinaten  auf  die  Richtung  der  Kraft  P  gefällte 
senkrechte  Linie.  Dies  lafst  sich  auch  ohne  Schwierigkeit  be- 
weisen, wenn  man  den  Endpunkt  dieser  Senkrechten  für  den 
Angriffspunkt  von  P  nimmt.  Denn  nennt  man  r  den  Radius 
Veclor  dieses  Punktes,  welcher  alsdann  diese  Senkrechte  seyn 
wird,  und  A,  /< ,  v  die  Winkel,  welche  seine  Richtung  mit 
den  Axen  der  x,  y9  z  einschliefst,  so  hat  man 

x  =  rcosA,   y  =  r  cos  fi,    z  =.  rco&v, 
und  substituiert  man  diese  Werthe  in  den  Werth  von  p2, 
und  berücksichtigt  die  Gleichungen  (ff*  6  und  9), 

cos2«  -j-  cos2^  -{-  cos2 y  =  1 
cos2A  -f-  cos2/*  -f-  cos2j/  =  1 

cos  et  cos  A  +  c08  ß  C08  /*  +  co8  y  C08  v  =  °  * 
so  findet  man 

p2  =  r2  0jer  p  =  r# 
276. 

Die  Momente  desselben  Systems  voü  Kräften ,  in  Bezie- 
hung auf  verschiedene  Axen,  haben  merkwürdige  Eigenschaf- 
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len,  die  eine  unmittelbare  Folge  der  Eigenschaften  der  Pro- 
jectiotien  ebener  Flachen  auf  verschiedene  Ebenen  sind  und 
im  Folgenden  erläutert  werden  sollen. 

Seyen  Ox,  Oy ,  Oz  drei  rechtwinklige  Axen,  die  sich 
in  einem  Punkte  O  schneiden  (Fig.  70).     Man  ziehe  durch 
diesen  Punkt  drei  andere  Axen  Ox',  Oy',  Oz',  die  ebenfalls 
rechtwinklig  sind.     Um  die  Richtung  dieser  neuen  Axe  im 
Verhältnisse  zu  den  ersten  zu  bestimmen,  setze  mau 
xOx'  =  «,    yOx'  —  ß,    zOx'  =  / 
xOy'  =  «',   yOyf  —  ß%    zOy'  =  /' 
xOzf  =  «",   yOz'  —  ß",    zOz'  =  /", 
und  betrachte  «,  ß,  y  u.  s.  w.  als  neun  gegebene,  spitze  oder 
stumpfe  Winkel.    Ihre  Cosinus  sind  durch  sechs  Gleichungen 
unter  einander  verbunden.    Betrachtet  man  allmälich  die  drei 
geraden  Linien  Ox',  Oy',  Oz',  so  hat  man 

COS2  a   -\-    COS2/?  C082  f  ss.  1  ] 

cos2«'  -f-  cos2,?'  -f-  cos2/'  =  1   [  (1) 

cos2«"-}-  cos2,?"  -f  cos2/"  =  1  ) 

und  da  x'Oy',  x'Oz',  y'Oz'  rechte  Winkel  sind,  so  hat 
man  auch 

v  cos  «  cosa'  +  cos  ß  cos  ß'        cos  y  cos  /'  =^=  o  \ 
cos«  cosa"  +  cos  ß  cos  ß"  -f  cos  /  cos/"  =  o  l  (2) 
cos«' cosa"  -f  cos ßf  cosß"  -f-  cos/'  cos/"  =  o  ) 
Die  neun  Winkel  a,  a',  a"...   bestimmen  auch  wieder 
die  Richtungen  der  ersten  Axen  Ox ,  Oy,  Oz  im  Verhält- 
nisse zu  den  zweiten  Ox',  Oy',  Oz' .    So  hat  man 
cos2«  -f  cos2«'  -f  cos2«"  =  1  ) 
cos2/?  +  cos  V  +  cos  V"  =  1    l  (3) 
cos2/  -f-  COS2/'  -f-   cos2/"  =  1  ) 
und  aufserdem 

cos«  cos ß  -|~  cos«'  cos^'  -{-  cos«"  cosß"  =  o  ) 
cos«  cos  /  +  cosa'  cos/'  +  cosa"  cos/"  =  o  [  (4) 
cos ß  cos  /  +  cos  ß'  cos/'  +  cos/?"  cos/"  =  o  ) 
welche  Gleichungen  dasselbe,   wie  die  sechs  früheren,  aus- 
drücken, und  statt  ihrer  genommen  werden  können. 

Sey  a  der  Inhalt  einer  ebenen  Fläche,  die  durch  irgend 
einen  Zug  begränzt  ist  und  in  einer  Ebene  liegt,  welche  durch 
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den  Punkt  O  geht.    Man  errichte  iu  diesem  Punkte  eine  senk- 
rechte Linie  OD  auf  dieser  Ebene  und  setze 

xOD  —  q,    yOD  =  q\    zOD  =  q" . 
Diese  drei  spitzen  oder  stumpfen  Winkel  bestimmen  die 
Richtung  von  OD  und  der  Ebene  von  a ;  gehen  sie  alle  drei 
in  ihre  Supplemente  über,  so   geht  die  Linie  OD  in  ihre 
Verlängerung  über  und  die  Ebene  von  a  bleibt  dieselbe. 

Man  nenne  auch  p,  p\  p"  die  Projectionen  von  a  auf 
die  Ebenen  yOz ,  xOz,  xOy,  so  hat  man  (§.  10) 

p  =z  a  cos  «7,   p'  =  a  co&q',    p"  =  a  cos  g". 
Sey  endlich  b  die  Projection  von  a  auf  eine  vierte  Ebene, 
die,  wenn  man  will,  die  Ebene  y'Oz   seyn  soll,  und  sey  c 
der  Winkel  xOD,  so  hat  man  auch 

6  =  a  cos  c , 
und,  nach  der  Formel  (2)  des  {.9, 

cos  c  =  cos  q  cos  «  +  cos  9'  cos     +  cos  q"  cosy,  (5) 
woraus  man 

b  =  p  cos  a  +  p'  cos  ^  +  p"  cos  y  (6) 
findet,  welche  Gleichung  die  Projection  einer  Flache  a  auf 
eine  beliebige  Ebene  angiebt,  wenn  man  ihre  Projectionen  auf 
drei  beliebige  rechtwinklige  Ebenen  kennt. 

Da  die  Gleichung  (5)  nur  dann  richtig  ist,  wenn  man  die 
Zeichen  der  in  ihr  enthaltenen  Cosinus  berücksichtigt,  so  folgt 
hieraus,  dafs  man  auch  in  den  Gleichungen  (6)  auf  die  Zei- 
chen der  Projectionen  p,  p  ,  p"  Rücksicht  nehmen,  und  sie 
als  positive  oder  negative  Grüfsen  ansehen  mufs,  je  nachdem 
die  auf  der  Ebene  von  a  senkrecht  stehende  Linie  OD  mit 
den  Axen  Ox ,  Oy,  Oz ,  spitze  oder  stumpfe  Winkel  ein- 
schliefst. 

277. 

Dies  vorausgesetzt,  betrachte  man  eine  beliebige  Anzahl 
ebener  Flachen  a,  a\  a"...,  die  in  verschiedenen  Ebenen 
liegen.  Man  projiciere  alle  diese  Flächen  auf  die  drei  Ebenen 
xOy,  xOzfyOz  und  addiere  die  auf  dieselbe  Ebene  gemach- 
ten Projectionen  zusammen,  indem  man  ihre  Zeichen,  wie 
so  eben  erklärt  worden  ist,  berücksichtigt.  Seyen  J,  A\  A 
die  drei  Summen,  die  man  auf  diese  Weise  erhält,  und  sey 
ferner  B  die  Summe  der  Projectionen  von  a,  a',  auf 
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die  Ebene  y'Oz '.  Bildet  man  für  jede  dieser  Flächen  eine 
der  Gleichung  (6)  ähnliche  Gleichung  und  addiert  alle  diese 
Gleichungen  zusammen,  so  hat  man 

B  =  A  cos  «  +  A'  cos  ß  -f  A"  cos  y. 
Man  bezeichne  durch  B'  die  Summe  der  Protection  en 
von  a,  ay  a"...  auf  die  Ebene  x'Oz'.  Es  ist  einleuchtend, 
dafs  man  den  Werth  von  B'  aus  dem  von  B  ableiten  kann, 
indem  man  die  auf  dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Axe  Oy' 
statt  der  auf  der  Ebene  y'Oz  senkrecht  stehenden  Ox'  sub- 
stituiert, d.  h.  wenn  man  in  der  vorhergehenden  Formel 
u9  ß',  y   statt  a,  ß,  y  setzt,  woraus  sich 

B'  =  A  cos  a  +  Bcosß'  -f-  Ccosy' 
ergiebt.    Bezeichnet  man  ebenso  durch  B"   die  Summe  der 
Projeclionen  von  a,  a,  a"...  auf  die  Ebene  x'Oy\  so  kann 
man  ihren  Werth   aus    dem  von   B  ableiten,   indem  man 
a",  ß",  y"  statt  a,  ß,  y  substituiert,  woraus  sich 

B"  =  A  cos  «"  -f  B  cosß"  -f  C  cos  y" 
ergiebt.    Aus  diesen  Wrerthen  von  B,  B',  B"  und  mit  Rück- 
sicht auf  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  findet  man  auch  wieder 


A  =  B  cos  a  -f»  B'  cos  a   -f-  B   cos  a  \ 
A*  =  Bcosß  -f  Bf  cosß'  +  B"  cosß"  [  (7) 
A"  =  B  cosy  +  B'  cos  /  +  B"  cos  y"  ) 
Diese  verschiedenen  Gleichungen  zeigen,  dafs  die  Pro- 
jeclionen  ebener  Flächen  auf  verschiedene  Ebenen  denselben 
Gesetzen  folgen,  wie  die  gerader  Linien  auf  andere  gerade 
Linien. 

278. 

Nimmt  man  die  Summe  der  Quadrate  der  Wrerthe  von 
B9  B\  B",  so  ergiebt  sich  nach  den  Gleichungen  (3)  und  (4) 
B*  +  B*  +  B"*  =  A*  +  A'*  +  A"*  (8) 
woraus  hervorgeht,  dafs  sich  die  Summe  der  Quadrate  dieser 
drei  Grüften  B9  B',  B"  nicht  mit  der  Richtung  der  drei 
rechtwinkligen  Ebenen  der  Projection ,  auf  welche  sie  sich  be- 
ziehen, ändert.  In  dem  besonderen  Falle,  wenn  alle  Flächen 
" >  ,  «"...  in  derselben  Ebene  liegen,  ist  diese  Summe  nichts 
Anderes,  als  das  Quadrat  der  ganzen  Fläche  a  +  a'  +  a" 
+  und  wenn  man  diese  Ebene  z.B.  für  die  der  Axen 

Oy  und  Oz  nimmt,  so  hat  man  offenbar 
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A  =  a  -{-       -f  «"  -f-  A'  =z  o,    A''  =  o. 

Man  suche  nun,  was  dieselbe  Summe  in  dem  allgemeinen 
Falle  wird,  wenn  die  Flächen  a,  a,  a"...  in  verschiedenen 
Ebenen  liegen. 

Die  Gleichung  (8)  giebt 

B  =  V~A2  +  A'2  +  A'2  —  B2  —  B'2, 
daher  ist  die  Summe  ß,  welche  sich,  wenn  man  von  einer 
Projectionsebene  zur  anderen  übergeht ,  ändert ,  die  möglich 
grüfate,  wenn  man  B'z=zoy  B"  =  o  hat,  und  sie  ist  alsdann 
gleich 

\rAZ~+  A'2  +  A"2. 
Im  allgemeinen  Falle  bezeichnet  also  die  beständige  GrbTse, 
von  welcher  die  Rede  ist,  die  grüfste  Summe  der  Projectio- 
nen  der  ebenen  Flächen,  die  man  im  Räume  betrachtet,  auf 
dieselbe  Ebene. 

279. 

Die  dieser  gröfsten  Projection  entsprechende  Ebene y'Oz\ 
hat  für  die  Mechanik  sehr  wichtige  Eigenschaften,  die  wir 
im  Fortgange  dieses  Lehrbuches  mitthcilen  werden.  Ihre  Lage 
ist  durch  die  Gleichungen  B'  =  o,  Ö"  =  o,  welche  sie  cha- 
rakterisieren, leicht  zu  bestimmen. 

Die  Gleichungen  (7)  reducieren  sich  nemlich  alsdann  auf 
A=Bcosa,    A'  =  Bcosß,    A'  =  Bcosy, 
woraus  man 

A 

COS  OS  = 


cos  ß  = 


cos  y  = 


V  a* 

-+-  A'* 

+  A"* 

A1 

V  A2 

+  A'* 

+  A"* 

V~A2  +  A'2  +  AT'2 
findet.  Kennt  man  daher  die  Summen  A,  A\  A"  der  Pro- 
jectionen  auf  die  drei  rechtwinkligen  beliebig  gewählten  Ebenen 
yOxy  xOz,  xOy,  so  kann  man  hieraus  unmittelbar  die  Rich- 
tung der  Ebene  y'Oz  der  gröfsten  Projection,  vermittelst  der 
drei  Winkel  a,  ß,  y,  bestimmen,  die  sich  auf  die  auf  dieser 
Ebene  senkrecht  stehende  Linie  Ox'  beziehen. 
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Was  ihre  absolute  Lage  im  Räume  betrifft,  so  ist  diese 
offenbar  unbestimmt;  denn  die  Projectionen  einer  jeden  der 
Flächen  a,  a  ,  a  bleiben  auf  allen  parallelen  Ebenen  die- 
selben, mithin  bleibt  auch  die  Summe  dieser  Projectionen 
dieselbe. 

280. 

Die  Summe  der  Projectionen  der  Flächen  a,  a,  a"...  ist 
auf  allen  Ebenen,  die  gegen  die  Ebenen  der  grüfsten  Projec- 
tion  gleiche  Neigung  haben,  dieselbe.  Um  dies  zu  beweisen, 
nehme  man  die  auf  der  Linie  OD  senkrecht  stehende  Ebene. 
Seyen  noch  immer  ?,  q,  q"  die  Winkel,  welche  die  gerade 
Linie  OD  mit  den  Axen  Oxf  Oy,  Oz  einschliefst,  und  c  der 
Wrinkel  x'OD,  welcher  die  Neigung  dieser  Ebene  gegen  die 
der  grüfsten  Projection  angiebt.  Nach  früher  (f.  277)  gefun- 
denen Resultaten  hat  man 

C  =  A  cos?  +  A'  cos?'  +  A"cosq". 
Substituiert  man  B  cos  cc,  B  cos  ß,  B  cos^  statt  A,  A ',  A" , 
so  hat  man  daher 

C  =  B  (cosa  cos?  -f-  cos ß  cos?'  -{-  cos y  cos?"), 
oder,  in  Folge  der  Formel  (5),  Cz=B  cosc,  und  wenn  man 
statt  B  seinen  Werth  setzt, 

C  =  \TÄ^+  A'*+A"*  cos  c. 

Der  Weith  von  C  ist  daher  für  alle  Ebenen ,  die  den- 
selben Winkel  c  mit  der  Ebene  y'öz'  der  grüfsten  Projec- 
tion einschliefsen ,  derselbe. 

Dieser  Wrerth  nimmt  ab,  so  wie  sich  der  Winkel  c  dem 
Werthe  von  90°  nähert;  er  ist  für  alle  Ebenen,  die  auf  y'Oz' 
senkrecht  stehen,  Null. 

281. 

Um  nun  diese,  auf  die  Projectionen  der  ebenen  Oberflä- 
chen bezüglichen  Lehrsätze,  auf  die  Theorie  der  Momente  an- 
zuwenden, ist  es  hinreichend,  anzunehmen,  dafs  die  Flächen 
a,  a,  a"...  das  Doppelte  der  Dreiecke  sind,  deren  gemein- 
schaftliche Spitze  der  Punkt  O  und  deren  Grundlinien  die 
Linien  sind,  die,  der  Grüfse  und  Richtung  nach,  die  Kräfte 
P>  P  ,  P  . . .  vorstellen,  die  man  vorher  betrachtet  hat.  Ihre 
Momente  L,  M,  N  in  Beziehung  auf  die  Axen  Oz,  Oy,  Ox 
der  positiven  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  (f.  274)  sind 
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alsdann  die  Summen  der  Projektionen  von  a,  a  ,  a"...  auf 
die  Ebenen  xOy,  xOz,  yOz,  und  es  ergeben  sieh  nun  folgende 
Resultate  aus  den  so  eben  bewiesenen  Lehrsätzen: 

1)  Nennt  man  E  das  Moment  der  Kräfte  P,  P\  P'\.. 
in  Beziehung  auf  eine  Axe,  die  durch  den  Punkt  O  geht 
und  mit  den  Axen  Ox,  Oy,  Oz  die  .spitzen  oder  stumpfen 
Winkel  t,  i     e"   einschliefst ,  so  hat  man 

E  —  JSJ  cos  e  -f-  AI  cos  e'  -f-  7>  cost". 

2)  1  nler  allen  Lagen,  welche  die  Axe  des  Momentes 
JS  um  den  Punkt  O  haben  kann,  giebt  es  eine,  für 
welche   dieses   Moment   das  möglichst  grüfste   und  gleich 

yf~  L,2  -|-  AI 2  -f-  jV2  isl.  In  Beziehung  auf  jede  Axe, 
die  durch  den  Punkt  O  gehl  und  auf  der  des  grellsten 
Momentes  senkrecht  steht,  ist  das  Moment  E  Null,  und 
in  Beziehung  auf  eine  Axe,  welche  mit  der  des  gröfsteu 
Momentes     den     V\  inkel    ()'    einschliefst  ,     ist    es  gleich 

V~E*~+1)12  +  A2  cos  & 

3)  Nennt  man  endlich  a,  ß,  y  die  Winkel,  welche  die 
Axe  des  grüfsleu  Momentes,  (üe  durch  den  Punkt  O  geht, 
mit  den  Axen  Ox ,  Oy,  Oz  der  Momente  2V,  M,  L  ein- 
schliefst, und  bezeichnet  man  durch  G  die  Gröfse  dieses 
gröfsteu  Momentes,  so  hat  mau 

N  a       M  _  L 

cos  a  =  77 ,    cos  ff  zzz  jj}    cos  y  —  —  , 

und  zu  gleicher  Zeit  

G  =  >fT^  +  M  2~+~N2, 

hieraus  erglebt  sich,  dafs,  wenn  man  auf  den  Axen  Ox,  Oy, 
Oz ,  vom  Punkte  O  ausgehend,  gerade  Linien  nimmt,  die 
den  Momenten  N,  3J,  L  proportional  sind  und  das  Parallelo- 
pipedum  vollendet,  dessen  drei  zusammenstofsende  Kanten 
diese  Linien  sind,  die  Lange  seiner  Diagonale,  die  Grofse  des 
gröfsteu  Momentes  darstellen,  und  diese  gerade  Linie  die  Axe 
dieses  llauptmomentes  *)  seyn  wird. 

Diese  merkwürdigen  Lehrsätze  verdankt  man  Etiler.  S.e 
zeigen  die   vollkommenste  Analogie  zwischen  der  Zusammen- 

*)  Waseiu  flauptmoment  ist,  wird  im  folgenden  §.  erklärt. 

Aiiui.  dos  Uvbcrs. 
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fetzung  der  Momente  und  der  der  Kräfte:  welche  Analogie 
daher  rührt,  dafs,  wenn  die  Kräfte  durch  gerade  Linien  dar- 
gestellt werden,  die  Momente  durch  ehene  Oberflächen  ausge- 
drückt werden,  die  sich  auf  dieselbe  Weise  auf  verschiedene 
Ebenen,  wie  Linien  auf  verschiedene  Linien  profitieren  (f. 2 7 7). 

282. 

Sind  der  Punkt  O  und  das  System  der  Kräfte  P,  P\  P"... 
gegeben,  so  nenne  ich  ihr  gröfstes  Moment  G,  das  Haupt- 
moment  dieser  Kräfte.  Verlegt  man  alle  diese  Kräfte  paral- 
lel mit  sich  selbst,  in  den  Punkt  O,  so  haben  sie  eine  Mit- 
telkraft, die  ich  durch  R  bezeichne  und  deren  nach  den  Axen 
O.v,  Oy,  Oz  zerlegte  Seitenkräfle  die  drei  Grüfsen  X,  Y,  Z 
des  {.261  sind.  Die  Betrachtung  dieser  Mittelkraft  und  des 
Hauptmomentes  bietet  einen  sehr  einfachen  Ausdruck  für  die 
Resultate  des  vorhergehenden  Kapitels  dar. 

Für  das  Gleichgewicht  der  an  einen  festen  völlig  freien 
Körper  angebrachten  Kräfte  P,  P',  P"...  ist  es  hinreichend, 
dafs  die  Mittelkraft  R  und  das  Hauptmoment  G  gleich  Null 
seyen.    Denn  da 

R2  =  X2  +  Y2  +  Z2,   G2  =  L2  +  M2  +  A7* 

ist,  so  folgen  aus  den  Gleichungen  Rz=  o,  G=zo,  die  sechs 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  im  §.  261  von  selbst. 

Hieraus  läfst  sich  der  Schiufa  ziehen,  dafs,  wenn  ein 
System  von  Kräften  einem  anderen  das  Gleichgewicht  halten 
soll,  es  noth wendig  und  hinreichend  ist: 

1)  Dafs  die  Mittelkräfte  Ä,  welche  bei  diesen  zwei  Sy- 
stemen statt  haben,  gleich  und  entgegengesetzt  sind. 

2)  Dafs  ihre  Hauptmomente  für  denselben  Punkt  O  gleich 
seyen,  und  Axen,  die  in  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet 
sind,  entsprechen,  oder  von  welchen  eine  die  Verlängerung 
der  anderen  ist.  Die  Mittelkraft  R  und  ihre  Richtung, 
das  Hauptmoment  und  die  Richtung  seiner  Axe  bleiben, 
bei  allen  Umbildungen ,  die  man  an  einem  System  von 
Kräften  vornehmen  kann,  dieselben,  und  dies  gilt  auch  bei 
zwei  Systemen  gleichgeltender  Kräfte. 

Seyen  a,  b,  c  die  Winkel,  welche  die  Kraft  R  mit  den 
Axen  Ox,  Oy,  Oz  einschliefst,  so  hat  man 
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X.Y  Z 
cos  a  =      >     c0}  TT '      C°*  °  =  _. 

Sey  auch  w  der  zwischen  ihrer  Richtung  und  der  Axe 
des  Hauptmomente8  enthaltene  Winkel;  bezeichnen  a,  ß,  y 
die  Winkel,  welche  diese  Axe  mit  Ox ,  Oy,  Oz  einschlierst 
so  hat  man 

cos  cd  s  cosa  cos  a  -f-  cos  b  cos  ß  -f-  cos  c  cosy, 
oder,  was  dasselbe  ist, 

XN+  YM  +  ZL 
C08m  =  _  . 

Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Bedingung  einer  einzigen  Mit- 
telkraft, die  durch  die  Gleichung  (f,  263) 

XN  +  YM  +  ZL  =  o 
ausgedrückt  ist,  darin  besieht,  dafs  die  Axe  des  Hauplmo- 
mentes  G  und  die  Richtung  der  Mittelkraft  R  sich  recht- 
winklig durchschneiden.  Man  kann  sich  auch  leicht  von  der 
Richtigkeit  dieser  Behauptung  überzeugen,  wenn  man  bemerkt, 
dafs,  wenn  die  Kräfte  P,  P' ,  P"...,  in  ihrer  wahren  Lage, 
eine  einzige  Mittelkraft  haben ,  diese  Kraft  gleich  H  und  pa- 
rallel damit  seyn  mufs,  und  dafs  ihr  Moment,  in  Beziehung 
auf  den  Pun^t  O,  auch  das  Hauptmoment  G  seyn  mufs,  so 
dafs  die  Axe  des  Hauptmomentes  alsdann  auf  dieser,  parallel 
mit  sich  selbst,  nach  dem  Punkte  O  verlegten  Mittelkraft  senk- 
recht stehen  mufs.  Diese  Betrachtung  reicht  aber  nicht  hin, 
um  zu  zeigen,  dafs  auch  umgekehrt,  wenn  die  vorhergehende 
Gleichung  statt  hat,  auch  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige 
Mittelkraft  haben. 

283. 

Ich  verlege  den  Punkt  O  in  einen  anderen  Punkt,  den 
ich  Oi  nenne,  und  bezeichne  durch  Xi ,  y1 ,  z2  die  Coordi- 
naten  von  Oi  ,  auf  die  Axen  Ox,  Oy,  Oz  bezogen,  und 
durch  Li,  Mi,  Nj  das,  was  L,  M,  N,  rücksichtlich  des 
Punktes  02  wird.  Die  Werth e  dieser  neuen  Grölsen  findet 
man  aus  den  früheren  (f.  261),  wenn  man  dort  x  —  X\9 
y  — yi ,  z  —  zx  statt  x,y,  z  setzt,  und  es  folgt  hieraus 

lx  -  l  +  xyi  -  r*.  ) 

vtf,  =  M  +  Zxx  —  Xzt    (    .  («) 
A',  =  N  +  r*,  -  Zyx  V 

28* 
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Diese  Formeiii  zeigen,  dafs,  wenn  P,  P\  P"...  »ich 
auf  gleiche  parallele  Kräfte  reducieren,  die  in  entgegengesetz- 
tem, aber  nicht  direct  entgegengesetztem  Sinne  gerichtet  sind, 
in  welchem  Falle  man  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o  hat,  die  Grüfsen 
Li,  MXt  vou  Jen  Coordinaten  des  Punktes  Ox  unabhän- 
gig sind,  so  dafs  die  Gröfsc  des  Hauptmomcutes  und  die  Rich- 
tung seiner  Axe  sich  nicht  mit  der  Lage  dieses  Punktes  ändern. 
Denn  wo  sich  auch  der  Punkt  O  befinde,  so  ist  immer  die 
Axe  des  Hauptmomentes  der  zwei  parallelen  Kräfte,  die  man 
statt  der  gegebenen  Kräfte  P,  P'f  P' ...  substituieren  kann, 
die  auf  ihrer  Ebene  senkrecht  stehende  Linie,  und  aufserdem 
wissen  wir  (}.  48),  dafs  die  Summe  der  Momente  dieser  zwei 
Kräfte,  welche  das  Hauptmoment  der  gegebenen  Kräfte  ist, 
eine  beständige  Grüfse  ist. 

•  In  jedem  anderen  Falle  ändert  sich  das  Hauptmoment 
mit  den  Lagen  des  Punktes  Oi ,  und  man  kann  die  Frage 
aufwerfen,  wie  dieser  Punkt,  oder  diese  Punkte,  wenn  meh- 
rere vorhanden  sind,  beschaffen  seyn  müssen,  damit  das  Mo- 
ment ein  Minimum  wird.  Bezeictinet  man  dies  allgemein 
durch  Gi,  d.h.,  setzt  man 

GS  =  Li*  +  Mi*  +  JV2« 

so  hat  man 

Setzt  man  seine  drei  partiellen  Differentiale  in  Beziehung 
auf  Xiiy\9Zi  gleich  Null,  um  seinen  kleinsten  Werth  zu 
bestimmen,  und  bemerkt,  dafs 

R*  =  L2  +  M2  -f  N2, 
so  erhält  man  jlrei  Gleichungen,  die  man  leicht  unter  der  Form 

R2xx  =»  X (Xx!  -f  Yyi  +  Zzi)  +  YL—  ZM 
R2yi  =  Y{Xxx  -f  Yyi  +  Zzx)  +  ZN  —  XL 
R2zx  —  Z(Xx!  +  Yyt  +  Zzx)  +  IM-  YN 
schreiben  kann.    Addiert  man  diese  drei  Gleichungen,  nach- 
dem man  sie  mit  X,  Y,  Z  multipliciert  hat,  so  findet  man 
eine  identische  Gleichung.    Hieraus  folgt,  dafs  eine  derselben 
eine  Folge  der  beiden  anderen  ist,  und  da  nur  die  erste  Po- 
tenz der  Coordinaten  xlf  yt,  zu  in  denselben  vorkommen, 
so  gehören   sie  zu  einer  geraden  Linie,   die  der  Ort  der 
Mittelpunkte  der  Momente  ist,  in  Beziehung  auf  welche  das 
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Hauptnioment  ein  Minimum  ist.  Man  braucht  daher  nicht  zu 
untersuchen,  oh  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  statt  hat, 
denn  es  ist  einleuchtend,  dafs  der  Werth  von  Gx  unbestimmt 
mit  den  Veränderlichen  X\f  Z\  wächst  und  kein  Maxi- 
mum  haben  kann. 

284. 

Eliminiert  man  die  Gröfse  Xxx  -f-  Yyi  -f-  7jZX  aus 
den  vorhergelienden  Gleichungen ,  die  mau  nach  einander 
paarweise  nimmt,  so  findet  man 

Xyl-Y*l  +  L=ZlNX+£Y+LZ> 

z.v,  _      +  m  =  \  (i) 

-  Zy}  +N=  W+MY+LZ) 

welche  Gleichungen  den  Projectionen  des  Ortes  der  Mittel- 
punkte der  kleinsten  Hauptmomente  auf  die  drei  Coordinaten- 
ebenen  angehören. 

Hieraus  findet  man 

als  Werth  des  kleinsten  Hauplmomentes,  welcher  also  für 
alle  Mittelpunkte  O  derselbe  ist. 

Nennt  man  a1?  fix,  y\  die  Winkel,  welche  die  Axe  des 
Momentes  Gx  mit  Linien  einschliefst,  die  durch  den  Punkt 
Oi  parallel  mit  den  Axen  Oxy  Oy,  Oz  gezogen  sind,  so 
hat  man 

cos  cci  —  —,     cos  ßl  =  —  ,     cqs  y  1  —  —  , 

wo  auch  der  Mittelpunkt  der  Momente  liegt,  und  nach  den 
Gleichungen  (a) ,  (b),  (c)  folgt  hieraus  insbesondere  für  einen 
Punkt  Ox  ,  welcher  der  durch  die  Gleichungen  (b)  bestimm- 
ten geraden  Linie  angehört, 

X  Y  Z 

Qosai=-^y     cos^  =  cos  yi  —  — , 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Axen  aller  kleinsten  Huuptmo- 
meule,  deren  gemeinschaftlicher  Werth  durch  die  Formel  (V) 
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gegeben  ist,  unter  einander  und  mit  der  Richtung  der  Kraft 
R  parallel  sind. 

Haben  die  gegebenen  Kräfte  eiue  einzige  Mittelkraft,  so 
ist  es  einleuchtend,  dafs  der  kleinste  Werth  von  Gx  statt  haben 
mufs,  wenn  der  Punkt  Ox  auf  deren  Richtung  genommen 
wird,  wodurch  dieser  Werth  gleich  Null  wird.  Ist  umgekehrt 
der  Werth  von  Gx  in  Beziehung  auf  einen  Punkt  Ox  Null, 
so  findet  man  daraus,  dafs  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P",.. 
eine  einzige  Mittelkraft  haben,  die  durch  diesen  Punkt  geht. 
Denn  wenn  sie  sich  auf  zwei  Kräfte  reducierte,  die  nicht  in 
derselben  Ebene  enthalten  wären ,  so  könnte  man  eine  davon 
durch  den  Punkt  Ox  gehen  lassen  und  das  Hauptmoment  der- 
selben auf  da*  der  anderen  Kraft  reducieren,  welches  nicht 
Null  seyn  würde,  gegen  die  Voraussetzung.  Hieraus  findet 
man,  dafs  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  unter 
welcher  die  gegebenen  Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft  haben, 
darin  besteht,  dafs  ihr  Hauptmoment  gleich  Null  seyn  kann. 
Da  alsdann  dieses  Moment  ein  Minimum  ist,  so  wird  die  in 
Rede  stehende  Bedingung  durch  die  Gleichung 

LZ  +  MY  +  NX  =  o, 

vermöge  der  Formel  (c),  ausgedrückt  werden,  und  da  der 
Punkt  O,  auf  welchen  es  sich  bezieht,  dieser  Mittelkraft  au- 
gehört, so  sind  die  Gleichungen  der  geraden  Linie,  nach  wel- 
cher sie  gerichtet  ist,  in  Folge  der  Gleichungen  (b), 

Xyi  —  Yxx  -\-  L  —  o 

Zxx  —  X*i  +  M  =  o 

Yzx  —  Zyl  -f  TV  =  o. 
Diese  Resultate  fallen  mit  denen  des  {.  263  zusammen, 
die  man  durch  andere  Betrachtungen  gefunden  hat. 
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Drittes  Kapitel. 

Beispiele  des  Gleichgewichtes  eines  biegsamen  Körpers. 

I.    Gleichgewicht  des  Seilpolygons. 

285. 

Im  Allgemeinen  nennt  man  Seil  masch  ine  jede  Ver- 
bindung von  Seilen,  die  durch  feste  Knoten  mit  eiuander 
verbunden  sind,  oder  nur  durch  Ringe  gehen,  die  längs  dieser 
Seile  fortgleiten  können.  Die  Anzahl  der  Seile,  die  sich  in 
demselben  Knoten  vereinigen ,  kann  beliebig  grofs  seyn ;  um 
aber  die  Frage  zu  vereinfachen,  wollen  wir  annehmen,  dafs 
nie,  in  einem  Knoten,  mehr  als  drei  Seile  vereinigt  sind,  und 
-werden  zuerst  die  beweglichen  Ringe  von  unserer  Betrach- 
tung ausschliefsen. 

Man  nehme  daher  an,  man  habe  ein  völlig  biegsames 
Seil  von  beliebiger  Länge,  dessen  zwei  Endpunkte  A  und  B 
(Fig.  71)  sind.  Seyen  M,  M\  M"}...  verschiedene  Punkte 
dieses  Seils;  man  befestige  an  diese  Punkte  die  Seile  i/C, 
M'C\  M"C"...,  nach  welchen  die  gegebenen  Kräfte  P,  P\ 
P"...  wirken  werden.  Man  bringe  auch  an  den  Punkt  M 
eine  gegebene  Kraft  H  an,  die  nach  der  Richtung  des  Seils 
MA  wirkt,  und  an  den  letzten  der  Punkte  M,  M' ,  JVJ"... 
eine  andere  gegebene  Kraft  K,  die  nach  dem  Punkt  B  gerichtet 
ist.  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet  dieses  Seil  ein 
Vieleck,  dessen  Spitzen  die  Punkte  A,  M,  M',  M"...B  seyn 
und  das  wir  besonders  ein  Seilpolygon  nennen  werden. 
Man  mufs  daher  die  Bedingungen  linden,  welche  die  gegebenen 
Kräfte  H,  P,  P',  P'...  K  erfüllen  müssen,  damit  dieses 
Gleichgewicht  statt  haben  kann,  und  die  Gestalt  des  Polygons 
bestimmen,  welche  diesem  Zustande  entspricht. 

Um  diese  Bedingungen  zu  finden,  gehe  ich  von  dem 
einleuchtenden  Grundsätze  aus,  dafs  jedes  der  Seile  MM', 
M'M"  u.  s.  w.,  wenn  das  Gleichgewicht  statt  hat,  an  seinen 
beiden  Enden,  durch  gleiche  Kräfte  gezogen  werden  mufs, 
die  nach  deren  Verlängerungen  gerichtet  sind.     Denn  hätten 
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diese  beiden  Kräfte  nicht  dieselbe  Richtung  wie  das  Seil,  so 
würde  sie  Nichts  abhalten,  es  zu  drehen,  und  wären  sie  nicht 
gleich  und  entgegengesetzt,  so  würden  sie  das  Seil  nach  seiner 
Richtung  fortbewegen. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dafs  die  Mittelkraft  der  beiden 
Kräfte  //  und  P,  die  an  den  Punkt  M  angebracht  sind,  mit 
der  Verlängerung  MD  des  Seils  M'M  zusammen  fallen  mute. 
Man  kann  daher  den  Angriffspunkt  dieser  Kraft  nach  dem 
auf  ihrer  Richtung  gelegenen  Punkt  M'  bringen  (f.  41),  setzt 
man  sie  alsdann  mit  der  Kraft  P  ,  die  an  dieseu  Punkt  an- 
gebracht ist,  zusammen,  so  mufs  diese  zweite  Mittelkraft, 
welche  die  der  drei  Kräfte  //,  P,  P'  ist,  mit  der  Verlange- 
rung  M' D'  des  Seils  M"M'  zusammen  fallen  und  man  darf 
sie  daher  nach  dem  Punkte  M'  verlegen.  Ich  nehme  ferner 
die  Mittelkraft  dieser  Kraft  und  der  Kraft  P",  die  in  dem- 
selben Punkte  M"  wirkt,  so  erhalte  ich,  auf  diese  Weise, 
die  Kraft,  welche  das  Seil  M"  M'"  an  seinem  Endpunkte 
M"  zieht  und  nach  seiner  Verlängerung  M" D"  gerichtet  seyn 
mufs.  Diese  Kraft  ist,  wie  man  sieht,  die  Mittelkraft  der 
Kräfte  //,  P,  P',  P";  eine  ähnliche  Betrachtung  würde  zei- 
gen, dafs  die  Kraft,  wrelche  dasselbe  Seil  am  Ende  M'"  zieht 
und  mit  dessen  Verlängerung  M'" I)'"  zusammenfallen  mufs, 
die  Mittelkraft  der  Kräfte  P'",  P"...K  ist.  Diese  zwei  Mittel- 
kräfte sind  daher  gleich  und  direct  entgegengesetzt,  und  die 
Mittelkraft  aller  gegebenen  Kräfte  //,  P,  P',  P"...K  mufs 
daher  gleich  Null  seyn.  Man  würde  offenbar  dasselbe  Resultat 
erhallen,  wenn  man  die  Kräfte,  welche  auf  beiden  Enden 
jeder  anderen  Seite  des  Polygons  wirken,  betrachten  würde. 

Daher  müssen  die  an  das  Seilpolygon  angebrachten  Kräfte 
so  beschaffen  seyn,  dafs,  wenn  man  sie  alle,  parallel  mit  sich 
selbst,  nach  demselben  Punkte  hin  bringt,  sie  sich  alsdann 
im  Gleichgewichte  halten,  was,  wie  man  weifs,  drei  Glei- 
chungen zwischen  den  Grofsen  dieser  Kräfte  und  den  Win- 
keln, welche  ihre  Richtungen  mit  drei  durch  diesen  Punkt 
gezogenen  rechtwinkligen  Axen  machen ,  giebt.  Diese  Glei- 
chungen sind  ({.  35) 

H  cosa  -f-  K  cose  -f-  P  cosa  -f-  P'  cos  a  -f  ...  =  o  \ 
Mcosb  -f  Kcosf  +  Pcosft+  P'cosß'  -f  ...  =z  o  t  (et) 
H  cosc       K  cosg  -f~  Pcosy  -f-  P'  cosy'  -f-  ...  =s  o  \ 
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wo  a,  e,  «,  a'...  die  Winkel  bezeichnen ,  die  »ich  auf  die 
eine  Axe,  b,  }\  diejenigen,  die  sich  auf  die  andere 

und  c,  g,  y,  die  Winkel,  die  sich  auf  die  drille  Axe 

beziehen ,  bezeichnen. 

2*6. 

Wenn  die  Kräfte  II,  P,  P',  P"...K  und  die  Richtun- 
gen der  Seile,  durch  welche  sie  wirken,  nicht  diesen  Glei- 
chungen Genüge  leisten,  so  ist  es  unmöglich,  dafs  sie  sich 
vermöge  des  Seilpolygons,  im  Gleichgewichte  hallen,  welche 
Gestalt  man  auch  diesem  geben  mag.  So  oft  aber  diese  Glei- 
chungen erfüllt  sind,  so  kann  man  dem  Vielecke  eine  solche 
Gestalt  geben,  dafs  das  Gleichgewicht  statt  hat.  Da  die  Gröfsen 
und  Richtungen  der  Kräfte  B,  P,  P\  P"...K  gegeben  sind, 
so  ist  diese  Gestalt  bestimmt  und  ihre  Construclion  folgt  aus 
der  Reihe  von  Zusammensetzungen  der  Kräfte,  welche  eben 
angegeben  wordeu  sind. 

Kennt  man  nemlich  die  Richtungen  der  Seile  MA  und 
MC,  an  welchen  die  Kräfte  H  und  P  wirken,  so  bestimmt 
man  die  Gröfse  und  Richtung  ihrer  Mittelkraft.  Auf  die  Ver- 
längerung dieser  Richtung  trägt  man,  vom  Punkte  M  aus,  die 
gegebene  Länge  der  Seite  MM'.  Alsdann  bringt  man  an  den 
Punkt  M'  die  Mittelkraft  von  H  und  P  nach  der  Richtung 
M'M  und  die  Kraft  P'  nach  der  gegebenen  Richtung  des 
Seils  M'C  an.  Ich  nehme  die  Mittelkraft  dieser  zwei  Kräfte 
und  trage  auf  die  Verlängerung  ihrer  Richtung,  vom  Punkte 
M'  aus,  die  gegebene  Länge  der  Seite  M'M  '.  Jetzt  mache 
ich  am  Punkte  M"  eine  ähnliche  Construction ,  wie  die  so 
eben  für  den  Punkt  M  angegebene,  bringe  an  M"  die  letztere 
Mittelkraft  auf  der  Seite  M"M'  an,  und  ferner  die  Kraft  P" 
nach  der  gegebenen  Richtung  des  Seils  M  'C",  setze  alsdann 
diese  zwei  Kräfte  in  eine  einzige  zusammen  und  trage  auf  die 
Verlängerung  derselben  die  gegebene  Länge  der  Seite  M  M  . 

Dies  setze  ich  fort,  bis  ich  an  den  letzten  Knoten  M, 
M\  M"...  komme,  der  z.B.  der  Punkt  itf1*  seyn  soll,  so 
dafs  M"B  die  letzte  Seite  des  Polygons  ist.  Ihre  Richtung 
ist  bekannt,  weil  sie  die  der  aufsersten  Kraft  K  ist,  die  nach 
der  Voraussetzung  gegeben  ist*  Die  verlängerte  Richtung  der 
•Mittelkraft  der  beiden  Kräfte,  die  an  den  Punkt  MiV,  nach 
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der  Seite  M'"Mtr  und  dem  Seile  M"C™  angebracht  sind, 
mufs  mit  der  gegebenen  Richtung  der  Seite  Mly  B  zusammen 
fallen.  Dies  wird  auch  wirklich  immer  eintreffen.  Denn, 
nach  unserer  Construction ,  ist  die  nach  Mxy  M'"  gerichtete 
Kraft  nichts  Anderes,  als  die  Mittelkraft  der  fünf  Kräfte  H, 
P,  P'9  P",  P"\  die  parallel  mit  ihren  Richtungen  nach  dem 
Punkte  Mly  versetzt  sind.  Setzt  man  diese  Kraft  mit  der  nach 
Mir  Clt  gerichteten  Kraft  Plv  zusammen,  so  hat  man  die 
JMittelkraft  aller  gegebenen  Kräfte  weniger  der  Kraft  K\  oder, 
in  Folge  der  Gleichungen  («),  denen  Genüge  geleistet  seyn  soll, 
ist  diese  Mittelkraft  der  Kraft  K  gleich  und  ihr  direct  entge- 
gengesetzt (§.  35). 

Zieht  man  durch  den  Punkt  A  die  drei  Axen,  auf  welche 
sich  die  Winkel  a,  e,  «,  et'  u.  8.  w.,  b ,  f,  ß,  ß'  u.  s.  w., 
c,  g,  y,  f  u.s.w.  beziehen,  so  sind  die  Coordinaten  einer 
jeden  der  Spitzen  des  Vielecks,  auf  diese  Axen  bezogen,  die 
Projectionen  des  Theils  des  Vierecks,  welcher  zwischen  dem 
Punkte  A  und  dieser  Spitze  enthalten  ist,  auf  diese  Axen. 
Man  könnte  sie  als  Functionen  dieser  Winkel,  der  Längen 
der  Seiten  des  Vielecks  und  der  gegebenen  Kräfte  berechnen; 
die  allgemeinen  Formeln,  die  man  auf  diese  Weise  erhalten 
würde,  konnten  in  jedem  Falle  dazu  dienen,  alle  Spitzen  des 
Polygons,  oder  nur  einen  oder  mehrere  dieser  Punkte  direct 
zu  construieren.  Es  ist  aber  einfacher,  allmälich  die  verschie- 
denen Seiten  des  Vielecks  aus  einander  zu  bestimmen,  wie 
dies  vorhin  angedeutet  worden  ist. 

287. 

Erfüllen  die  gegebenen  Kräfte  die  durch  die  Gleichung  (a) 
ausgedrückten  Bedingungen,  und  hat  man  das  Polygon  die 
Gestalt  annehmen  lassen,  die  für  das  Gleichgewicht  palst,  so 
ist  die  gemeinschaftliche  Intensität  der  zwei  gleichen  und  ent- 
gegengesetzten Kräfte ,  die  jede  der  Seiten  nach  ihrer  Verlän- 
gerung ziehen,  die  Spannung,  die  dieses  Seil  erleidet.  Es 
ist  daher  in  der  Ausübung  wichtig,  diese  Spannung  zu  be- 
rechnen, und  sich  durch  die  Erfahrung  zu  versichern,  dafs 
sie  nicht  diejenige  überschreitet,  welche  ein  Seil  von  demsel- 
ben Durchmesser  und  demselben  Stoffe  ertragen  kann,  ohne 
7.u  reifsen. 
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Nach  dem  Vorhergehenden  ändert  sich  diese  Spannung 
von  einer  Seite  des  Vielecks  zur  anderen;  die  Spannung  der 
Seite  MMf  ist  die  Mittelkraft  der  Kräfte  H  und  P,  oder  der 
der  Kräfte  Pf,  P"9  P"'...K  gleich.  Die  Spannung  der  Seite 
M'  M"  ist  der  Mittelkraft  der  Kräfte  H,  P,  P'  oder  der 
der  Kräfte  P",  P'"...  K  gleich  u.  s.  w.  Es  ist  daher,  in 
jedem  besonderen  Falle,  leicht,  die  Spannungen  zu  bestimmen, 
die  alle  Seiten  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Vielecks 
erleiden,  wenn  die  Grüfsen  und  Richtungen  der  Kräfte  //, 
P,  P',  P".,.  K  alle  gegeben  sind. 

Sind  die  aufsersten  Punkte  A  und  B  des  Vielecks  un- 
beweglich, so  geben  die  Kräfte  H  und  K  zu  gleicher  Zeit 
die  Spannungen  der  Seile,  die  in  diesen  Punkten  zusammen- 
treffen, und  die  Drucke,  welche  diese  Punkte  erleiden,  an. 
In  diesem  Falle  sind  die  Werthe  von  H  und  K  und  die 
Winkel  a,  b,  c,  e,  f,  g,  welche  die  Richtungen  der  beiden 
aufsersten  Seilen  des  Vielecks  bestimmen,  nicht  mehr  gegeben. 
Man  hat  aber  acht  Gleichungen ,  um  diese  acht  Unbekannten 
zu  bestimmen,  nemlich  die  Gleichungen  («),  die  Gleichun- 
gen (f.  6) 

cos2a  -f-  cos26  +  cos2c  =  1 
cos2e  -j-  cos2/  +  cos2£*  =  1 
und  die  drei  Gleichungen ,  welche  sich  daraus  ergeben ,  dafs 
die  Lage  der  zwei  festen  Punkte  A  und  B  gegeben  ist.  Man 
bildet  diese,  indem  man  die  Werthe  der  drei  Coordinaten 
eines  dieser  Punkte,  die  auf  die  durch  den  anderen  Punkt 
gehenden  Axeu  bezogen  sind,  d.h.  die  Projectionen  des  gan- 
zen Polygons  auf  diese  drei  Axen,  berechnet,  und  sie  den 
gegebenen  Werthen  dieser  Coordinaten  gleich  setzt. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Bestimmung  dieser  acht  Unbe- 
kannten sehr  verwickelt ;  hat  aber  das  Seilpolygon  von  selbst 
die  dem  Gleichgewichte  der  an  seine  Spitzen  angebrachten 
Kräfte  zugehörende  Form  angenommen,  so  erhält  man  die 
Spannungen  seiner  verschiedenen  Seiten  ohne  Schwierigkeit, 
was  für  die  Ausübung  hinreichend  ist.  Zerlegt  man  z.  B.  die 
an  den  Punkt  M  angebrachte  Kraft  P  in  zwei  andere  Kräfte, 
die  nach  den  Verlängerungen  der  Seiten  AM  und  MM'  ge- 
richtet sind,  so  siud  die  Seitenkräfte,  die  unmittelbar  durch 
die  Regel  des  Parallelogramms  der  Kräfte  gegeben  sind,  die 
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Spannungen    dieser  zwei  Seiten.      Diejenige,   die  nach  der 
Verlängerung  von  AM  wirkt,  mufs  der  Kraft  gleich  seyn, 
welche  nach  dieser  ersten  Seite  wirkt,   wenn  der  Punkt 
frei  ist,  und  ist  er  fest,  so  giebt  er  den  Druck  an,  der  auf 
diesen  Punkt  ausgeübt  wird.     Ebenso  drücken  die  nach  den 
Verlangerungen  von  MM'  und  M'M"  geriebteten  Seitenkräfte 
die  Spannung  von  MM'  aus,  die  schon  durch  die  Zerlegung 
von  P  bekannt  ist,  und  die  der  anliegenden  Seite  M'  M"  u.s.vr. 

288. 

Die  Seile,  welche  die  verschiedenen  Seiten  eines  Seil- 
polygons bilden ,  sind  immer  ein  wenig  ausdehnbar.  Jedes 
derselben  verlängert  sich  um  eine  kleine  Gröfse,  im  Verhält- 
nisse der  Spannung,  die  es  im  Zustande  des  Gleicbgewichtes 
erleidet,  und  wenn  diese  Spannung  bekannt  ist,  so  kann  man 
die  entsprechende  Verlängerung  berechnen. 

Die  Erfahrung  zeigt  nemlich,  dafs,  so  lange  die  Span- 
nung eines  gleichartigen  und  überall  gleich  dicken  Fadens 
sich  nicht  der  Kraft  nähert,  die  erforderlich  ist,  um  ihn  zu 
zerreifsen,  seine  Verlängerung  seiner  Länge  und  der  Span- 
nung, die  er  erleidet,  proportional  ist.  Aufserdem  ändert  sie 
sich  von  einem  Faden  zum  anderen ,  mit  der  Dicke  und  dem 
StofTe  des  Fadens.  Hiernach  nehme  ich  an ,  dafs  man  einen 
Faden,  der  dieselbe  Dicke,  wie  das  Seil  AM  hat  und  aus 
demselben  Stoffe  besteht,  an  einen  festen  Punkt  anbringt  und 
an  sein  unteres  Ende  ein  im  Verhaltnisse  zu  dem  Gewichte 
des  Fadens  sehr  grofses  gegebenes  Gewicht  77  aufhängt.  Seyen 
/  und  /(l-J-w)  seine  Längen  vor  und  nach  der  Aufhängung 
des  Gewichtes  77,  diese  Gröfse  cd  ist  ein  sehr  kleiner  Bruch, 
der  nicht  von  /  abhängt  und  77  proportional  ist,  wenn  man 
das  Gewicht  des  Fadens  vernachlässigt ,  so  dafs ,  wenn ,  bei 
einem  anderen  Versuche,  die  drei  Gröfsen  /,  w,  77  in  w', 
77 '  übergehen,  man 

»77' 


hat,  wie  auch  /  und  /'  beschaffen  seyen.  Es  ist  aber  klar, 
dafs  ein  Faden,  der  an  einen  festen  Punkt  augebracht  ist, 
und  an  seinein  anderen  Ende  durch  eine  Kraft  gezogen  wird, 
die  nach  seiner  Verlängerung  gerichtet  ist,  sich  in  demselben 
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Zustande  befindet,  als  wenn  er  durch  dieselbe  Kraft  nach 
seinen  zwei  Verlängerungen  gezogen  würde.  Neunt  man 
T  die  Spannung  des  Seils  AM,  und  setzt  voraus,  dafs  es 
sich  in  dem  Verhältnisse  von  1  %  zu  1  verlängert  hat,  so 
hat  man 

mT 

um  diese  Verlängerung  zu  bestimmen,  und  ebenso  wird  es 
bei  allen  Seilen  des  Vielecks  seyn. 

289. 

Mögen  nun  die  äufsersten  Punkte  A  und  B  des  Vielecks 
fest  oder  beweglich  seyn,  so  führt  der  Umstand,  wenn  einer 
oder  mehrere  der  Knoten  M,  M'9  M"...  durch  Ringe  er- 
setzt sind,  zu  neuen  Bcdingungsgieicliungen.  Man  nehme 
z.B.  an,  M"  sey  ein  beweglicher  Ring,  der  längs  des  Seils 
M'M  'M"'  gleiten  kann,  so  ist  es  offenbar,  dafs  die  Summe 
der  Abstände  M'M",  M"M'"  des  Punktes  M"  von  den  Punk- 
ten M'  und  M''\  constant  bleibt.  Ist  aber  Gleichgewicht 
vorhanden,  so  wird  dieser  Zustand  nicht  gestört  werden,  wenn 
man  diese  zwei  letzteren  Punkte  befestigt ;  alsdann  wird  aber 
der  Punkt  M"  in  demselben  Falle  seyn,  als  wenn  er  gezwun- 
gen wäre,  auf  der  Oberfläche  eines  Revolutionscllipsoids  zu 
bleiben,  dessen  beide  Brennpunkte  M'  und  M"  sind  und 
dessen  grofse  Axe  der  gegebenen  Länge  des  Seils  M'M"M'" 
gleich  ist.  Daher  kann  dieser  Punkt  nicht  im  Gleichgewichte 
bleiben  (J.  36),  wenn  nicht  die  an  ihn  angebrachte  Kraft  P" 
auf  dieser  Oberfläche  senkrecht  steht.  Hieraus  folgt,  nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipse,  dafs  die  Richtung 
dieser  Kraft  den  Winkel,  welchen  die  zwei  Radius  Vector 
M"M'  und  M" M'"  bilden,  in  zwei  gleiche  Theile  theilen  mufs. 

Ist  man  daher,  wenn  man  die  Construction  des  f.  286 
ausführt,  an  einen  beweglichen  Ring  wie  M"  gekommen, 
und  hat  man  die  Mittelkraft  der  beiden  Kräfte  genommen, 
die  nach  M" M'  und  M"C"  gerichtet  sind,  deren  Verlängerung 
die  Seite  M" M'"  ist,  so  kann  kein  Gleichgewicht  vorhanden 
seyn,  sobald  man  findet,  dafs  die  Winkel  C"M"M'  und 
C"M"M'"  nicht  einander  gleich  sind.  Im  Allgemeinen  darf 
die  Richtung  des  an  einen  beweglichen  Ring  angebrachten 
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Seilt  M"C"  nicht  im  Voraus  gegeben  scyn,  damit  man,  wenn 
man  dieselbe  auf  eine  passende  Weise  bestimmt,  die  Bedin- 
gung der  Gleichheit  der  zwei  W  inkel  M  M  'C  und  M'M'C' 
erfüllen  kann. 

Man  bemerke,  dafs,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes, 
die  Spannungen  der  zwei  an  einem  beweglichen  Ringe  anlie- 
genden Seiten  gleich  sind.  Dies  folgt  daraus,  dafs  diese  zwei 
Seiten  mit  der  Richtung  der  an  diesen  Ring  angebrachten 
Kraft  gleiche  Winkel  machen  und  dafs  ihre  Spannungen  die 
nach  ihren  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte  dieser  Kraft 
sind.  Diese  Gleichheit  der  Spannungen  ist  aber  auch  ohnehin 
schon  einleuchtend,  da  die  beiden  Seiten,  auf  welchen  der 
Ring  gleiten  kann,  nur  ein  Seil  bilden,  das  noth wendig  in 
seiner  ganzen  Ausdehnung  dieselbe  Spannung  erleiden  mute. 

• 

290. 

Wra8  wir  in  Beziehung  auf  einen  Ring  sagen ,  der  längs 
eines ,  als  unausdehnbar  und  völlig  biegsam ,  angenommenen 
Ringes  gleiten  kann,  lafst  sich  auf  alle  Punkte  eines  Systems 
von  materiellen  Punkten,  die  im  Gleichgewichte  sind,  ausdeh- 
nen. Wrie  auch  die  Verbindung  dieser  Punkte  beschaffen  sey, 
so  wird  man  dieses  Gleichgewicht  niciit  stören,  wenn  man 
alle  Punkte  des  Systems,  einen  ausgenommen,  befestigt.  Ist 
aber  die  Verbindung  dieses  Punktes  mit  den  anderen  der  Art, 
dafs  er  noch  eine  Oberfläche  oder  nur  eine  krumme  Linie 
um  diese  festen  Punkte  beschreiben  mufs,  so  wird  sich  der 
bewegliche  Punkt  offenbar  in  demselben  Falle  befinden,  als 
wenn  die  Oberfläche  oder  krumme  Linie  wirklich  vorhanden 
wäre.  Die  Richtung  der  an  ihn  angebrachten  Kraft:  mufs 
daher  auf  dieser  Oberfläche  oder  krummen  Linie  senkrecht 
stehen. 

Hieraus  folgt,  dafs  bei  jedem  Systeme  materieller  Punkte, 
die  im  Gleichgewichte  sind,  die  Kraft,  die  an  jeden  dieser 
Punkte  angebracht  ist,  auf  der  Oberfläche  oder  der  Linie,  auf 
welcher  dieser  Punkt  bleiben  mufs,  senkrecht  steht,  wenn 
man  alle  Punkte,  mit  welchen  er  verbunden  ist,  für  einen 
Augenblick,  als  feste  Punkte  ansieht. 

Ist  diese  Bedingung,  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der 
Kräfte  und  die  Verbindung  der  Theile  des  Systems,  nicht  er- 
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füllt,  so  kann  man  sicher  annehmen,  dafs  das  Gleichgewicht 
nicht  vorhanden  ist;  jedoch  ist  sie  allein  nicht  hinreichend, 
um  das  Vorhandensein  des  Gleichgewichtes  anzugeben. 

291. 

Wenn  alle  Kräfte ,  die  auf  ein  an  den  zwei  festen  Punk- 
ten A  und  B  aufgehängtes  Seilpolygon  wirken,  gegebene 
Kräfte  sind,  so  folgt  aus  der  Construction  des  f.  286,  dafs 
dieses  ganze  Polygon  in  der  yerticalen  Ebene  enthalten  ist, 
die  durch  diese  zwei  Punkte  geht;  dies  ist  ausserdem  auch 
an  und  für  sich  klar,  da  kein  Grund  vorhanden  ist,  warum 
es  sich  mehr  nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  von 
dieser  Ebene  entfernen  sollte.  Nimmt  man  alsdann  die  auf 
dieser  Ebene  senkrecht  stehende  Linie  für  die  Axe,  welcher 
c,  g,  yf  Y  '"  entsprechen,  so  sind  alle  Winkel  rechte  und 
die  dritte  Gleichung  (a)  verschwindet.  Die  beiden  anderen 
reducieren  sich  auf 

H  cos  a  -f-  K  cos  e  =  o 

H  cos  b  -f-  K  cos  J  -f-  12  =  o 
wenn  man  annimmt,  dafs  die  Winkel  a,  e,  a,  a\ ..  einer 
horizontalen  Axe  und  die  Winkel  6,  /,  ff  ff'...  einer  im 
Sinne  der  Schwere  gerichteten  Axe  entsprechen,  und  durch 
II  die  Summe  der  Gewichte  P,  P' >  P"...,  die  an  das  Poly- 
gon angebracht  sind,  bezeichnet. 

Das  Gleichgewicht  dieses  Polygons  wird  nicht  gestört, 
wenn  man  seine  Gestalt  unveränderlich  macht;  die  Kraft  JT 
mufs  daher  der  Mittelkraft  der  Kräfte  H  und  K  gleich  und 
direct  entgegengesetzt  seyn.  In  Folge  der  Gleichungen  (b) 
ist  sie  schon  dieser  Mittelkraft  gleich  und  entgegengesetzt;  sie 
mufs  daher  noch  durch  den  Punkt  O  (Fig.  72)  gehen;  wo 
sich  die  Verlängerungen  der  aufsersten  Seile  u4M  und  BN 
schneiden  und  welchen  man  für  den  gemeinschaftlichen  An- 
griffspunkt der  beiden  Kräfte  H  und  K  nehmen  kann.  Im 
Zustande  des  Gleichgewichtes  mufs  daher  die  Mittelkraft  IT 
der  verticalen  Kräfte  P,  P',  P". . .  nach  der  verticalen  Linie 
OD  gerichtet  seyn  und  man  hat  hiernach  die  Proportionen 

(f.  29) 

H  :  77  =  sin  BOD  :  sin  AOB 
K  :  J7  =  sin  AOD  :  sin  AOB, 


(*) 
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welche  dio  Spannungen  der  äufsersten  Seile  oder*  die  Drucke 
//  und  Kf  die  auf  die  beiden  festen  Punkte  A  und  B  aus- 
geübt werden,  angeben,  wenn  man  die  Winkel  AOD  und 
BOD  gemessen  hat. 

292. 

Man  kann  in  Beziehung  auf  die  Seile ,  die  ein  gegebenes 
Gewicht  tragen,  dieselbe  Bemerkung  machen,  die  man  schon 
in  Beziehung  auf  die  Drucke  gemacht  hat,  welche  die  Stütz- 
punkte einer  horizontalen  Ebene  erleiden,  auf  welcher  ein 
Gewicht  ruht  (f.  270). 

Man  nehme  an,  die  drei  an  die  festen  Punkte  A,  B,  C 
(Fig.  73)  angebrachten  Seile  vereinigten  sich  im  Punkte  M, 
und  es  sey  in  diesem  Punkte  ein  Gewicht  P  aufgehängt,  wel- 
ches nach  der  Verticalen  MD  wirkt.     Man  nehme  auf  der 
Verlängerung  dieser  geraden  Linie  einen  Punkt  D' ,  und  con- 
struiere  das  Parailelopipedum,  dessen  Diagonale  MD'  ist  und 
dessen  drei  zusammenstofsende  Seiten  MA' ,  MB',  MC'  auf 
den  Richtungen  dieser  drei  Seile  liegen.     Bezeichnet  man  die 
Kraft  P  durch  die  gerade  Linie  MD',  so  werden  ihre  nach 
diesen  Richtungen  wirkenden  Seitenkräfte  durch  die  Linien 
MA',  MB',  MC  dargestellt  und  sie  drücken  die  Spannun- 
gen der  drei  Seile  MA,  MB,  MC,  oder  die  Lasten  der  drei 
festen  Punkte  A,  B,  C  aus,  welche,  in  diesem  Falle,  voll- 
kommen bestimmt  sind.    TrelTen  aber  vier  oder  mehr  Seile 
im  Punkte  M  zusammen,  so  kann  man  die  Kraft  P  auf  un- 
endlich viele  Arten  nach  ihren  Richtungen  zerlegen,  so  dafs 
ihre  Spannungen  und  die  Lasten  der  festen  Punkte  nicht  mehr 
bestimmt  sind,  und  eine  oder  mehrere  derselben  Null  seyn 
oder  willkührlich  angenommen  werden  können.    Diese  Unbe- 
stimmtheit würde  wirklich  bei  der  abstracten  Frage  statt  fin- 
den,  wo  man  die   Dehnbarkeit  der  Seile  unbeachtet  läfst. 
Sobald  man  aber  diese  Eigenschaft  der  Materie  berücksichtigt, 
so  verschwindet  sie,   und  alsdann  verlängern  sich  alle  Seile 
um  eine,  wenn  auch  noch  so  unbedeutende,  Grofse;  ihre 
Ausdehnungen   hängen  von   ihrer  Zahl   und  wechselseitigen 
Lage  ab,  und  wenn  man  diese  kleinen  Verläugerungen  messen 
würde,  so  konnte  man  daraus  die  Spannung  eines  jeden  Seils 
oder  die  Lasy  eines  jeden  festen  Punktes,  die  wirklich  statt 
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hat,  finden.  Nimmt  man  z.  B.  an,  es  habe  sich  das  Seil  AM 
in  dem  Verhältnisse  von  1  -f-  6'  zur  Einheit  ausgedehnt,  und 
weifs  man  aufserdem,  dafs  ein  Seil,  welches  aus  demselben 
Stoffe  besteht  und  denselben  Durchmesser  hat,  sich  in  dem 
Verhaltnisse  von  1  -f-  w  zur  Einheit  ausdehnt ,  wenn  man  es 
vertical  an  einem  festen  Punkte  aufhängt  und  au  sein  unteres 
Ende  das  Gewicht  P  anbringt,  so  findet  man  hieraus  (f. 288), 
dafs  die  Spannung  dieses  Seils,   oder  die  Last,  welche  der 

Punkt  A  trägt,  dem  Produkte  —  P  gleich  ist. 

Bezeichnet  man  durch  «'  und  «"  und  d"  u.  s.  w.  das, 
was  die  Brüche  o>  und  S  in  Beziehung  auf  die  Seile  MB, 
MC  u.  s.  w.  werden,  und  durch  y,  y' ,  y"  u.  8.  w.  die  spitzen 
Winkel,  welche  die  Seile  MA ,  MB,  MC  u.  s.  w.  mit  der 
Verticalen  MD'  machen,  so  mufs  man 

&  i    9'        f  i  n  i  .  & 

—  cos  V  +  — -  COS  V    H  77  COS  V    -4-  . . .  ss  1  55 

w  *  m  oj 
haben,  damit  die  Summe  der  verticalen  Seitenkräfte  aller 
Spannungen  dem  Gewichte  P  gleich  ist.  Projiciert  man  die- 
selben Seile  auf  eine  durch  den  Punkt  M  gezogene  horizon- 
tale Ebene  und  bezeichnet  durch  tp,  <p tp"  u.  s.  w.  die  Win- 
kel,  welche  die  Projectionen  von  MA,  MB,  MC  u.  s.  w. 
mit  der  geraden  Linie  MO  machen,  die  willkührlich  in  dieser 
Ebene  gezogen  ist,  so  hat  man  auch 

.        .        |    &'    .     r  •     f  |   

—  sin  y  sin  rp  -4-  —  sm  y  sin  rp  -4-  ...  SS  o 

—  sin  y  cos  (p  -f*  —  sin  y  cos  rp  -f-  ...  SS  o, 

Vi  Ctf 

um  auszudrücken,  dals  die  Mittelkraft  aller  Spannungen  eine 
verticale  Kraft  ist. 

Sind  nur  drei  Seile  vorhanden,  so  sind  diese  drei  Glei- 
chungen hinreichend,  um  die  Verhältnisse  ihrer  Spannungen 

d  &'  *" 

zum  Gewichte  P,  oder  die  Werthe  von  — ,  -7,-77  vermit- 

(0     w  w 

telst  der  Winkel,  welche  diese  drei  Seile  mit  der  Verticalen 
MD'  einschliefsen ,  und  der  Winkel,  welche  zwischen  den 
Ebenen  dieser  Linie  und  ihren  Richtungen  enthalten  sind,  zu 
bestimmen.    Sind  nur  zwei  Seile  da,  so  sind  ihre  Richtungen 

29 
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und  diese  Verticale  in  derselben  Ebene  enthalten,  wodurch 
die  zwei  letzten  Gleichungen  auf  eine  einzige  reduciert  werden. 

II.    Gleichgewicht  eines  biegsamen  Fadens. 

293. 

Man  belrachte  zuerst  einen  schweren  gleichartigen  Faden 
von  überall  gleicher  Dicke ,  nehme  an ,  er  sey  völlig  biegsam 
und  in  seinen  Endpunkten  A  und  C  (Fig.  74)  an  zwei  feste 
Punkte  geknüpft.  Man  will  nun  die  krumme  Linie  ABC  be- 
stimmen, die  er  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  bildet.  Diese 
krumme  Linie  nennt  man  Kettenlinie,  sie  ist  offenbar  in 
der  verticalen  Ebene,  die  durch  die  festen  Punkte  A  und  C 
geht,  enthalten,  denn  es  ist  durchaus  kein  Grund  vorhanden, 
warum  sie  sich  mehr  nach  der  einen  als  nach  der  anderen 
Seite  davon  entfernen  sollte. 

Durch  einen  Punkt  O  ziehe  man  in  dieser  Ebene  zwei 
rechtwinklige  Axen  Ox  und  Oy,  welche  die  der  positiven 
Coordinaten  seyn  werden.  Man  nehme  an,  Ox  sey  horizon- 
tal und  liege  auf  der  Seite  von  A,  und  Oy  sey  vertical  und 
der  Richtung  der  Schwere  entgegengesetzt  und  gehe  durch 
den  tiefsten  Punkt  B  der  krummen  Linie.  Seyen  .v  und  y 
die  auf  diese  zwei  Axen  bezogenen  Coordinaten  OP  und  PM 
eines  beliebigen  Punktes  M  der  Kettenlinie,  und  5  der  Bogen 
BM,  der  bis  zu  diesem  Punkte  reicht  und  vom  Punkte  B 
aus  gezählt  wird.  Man  bezeichne  durch  x',  y',  s'  das,  was 
x,  yf  8  in  Beziehung  auf  einen  anderen  Punkt  M'  dieser 
krummen  Linie  werden,  so  dafs  s'  >•  s  ist. 

Nennt  man  p  das  Gewicht  der  Länge  der  Einheit  des 
Fadens,  wenn  er  auf  einer  horizontalen  Ebene  liegt,  so  ist 
p  —  *),  in  diesem  Zustande,  das  Gewicht  einer  Länge 
9  —  s  desselben  Fadens,  weil  man  ihn  gleichartig  und  über- 
all gleich  dick  angenommen  hat.  Ist  er  an  zwei  Punkten  A 
und  C  aufgehängt,  so  werden  sich  seine  verschiedenen  Theile, 
wegen  ihrer  verschiedenen  Spannungen,  auf  ungleiche  Weise 
ausdehnen,  und  zu  gleicher  Zeit  werden  ihre  Dichtigkeiten 
oder  Dicken  so  abnehmen,  dafs  ihre  Massen  dieselben  bleiben. 
Das  Gewicht  einer  solchen  Länge  s'  —  s  wird  daher  nicht 
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mehr  genair  dasselbe,  wie  früher,  seyn;  ist  aber  der  Stoff 
aus  welchem  der  Faden  besteht,  mir  wenig  ausdehnbar  und 
vernachlässigt  man  die  kleinen  Ausdehnungen  seiner  Theile 
so  kann  man  noch  immer  p  (*'  —  s)  für  das  entsprechende 
Gewicht  des  Bogens  MM'  der  Kettenlinie  nehmen. 

Seyen  aufserdem  T  und  T  die  unbekannten  Kräfte,  welche 
auf  die  Endpunkte  M  und  M'  wirken,  und  daher  rühren, 
dafs  die  Punkte  mit  den  Theilen  CM  und  AM'  dieser  krum- 
men Linie  verbunden  sind.  Vereinigt  man  diese  Kräfte  mit 
dem  Gewichte  p  —  s),  so  kann  man  MM'  als  völlig  frei 
betrachten.  Bezeichnet  man  daher  durch  a  und  ß  die  Win- 
kel, welche  die  Richtung  der  Kraft  T  mit  den  Verlängerungen 
der  Coordinaten  x  und  y  ihres  Angriffspunktes  macht  und 
durch  ß'  die  analogen  Winkel  in  Beziehung  auf  die  Kraft 
T\  so  hat  man 

T  cos  «  -J-  T*  cos  cc '  =  o  \ 
Tco&ß  +  T  cosß'  =  p  («'  —  *)  i  (a) 

T(xcosß-ycosa)  +  T'(x'cosß'—y  'cos  cO=/>(*'-*)  *i  ) 
für  das  Gleichgewicht  dieser  drei  Kräfte,  die  in  derselben 
Ebene  enthalten  sind  (f.  262),  wo  Xj  die  horizontale  Abscisse 
des  Schwerpunktes  des  Bogens  MM'  ist.  Diese  Gleichungen 
gelten  für  jede  Länge  dieses  Bogens.  Nimmt  man  daher  an, 
dafs  dieser  unendlich  klein  ist,  so  kann  man,  in  diesen  Glei- 
chungen, die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  zweiten  Ordnung 
vernachlässigen ,  die  der  ersten  Ordnung  mufs  man  aber  bei- 
behalten. Demungeachtet  mufs  man  doch  die  Kraft  T  als 
am  Endpunkte  M  nach  dem  Theile  MH  der  Tangente  wir- 
kend betrachten,  und  die  Kraft  T'  als  nach  dem  Theile 
M'H'  der  Tangente  am  anderen  Endpunkte  M'  wirkend. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehme  man  auf  MMr  einen  Punkt 
m,  so  dafs  der  Bogen  Mm  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  ist;  man  kann  also  das  Gewicht  dieses  Theils  der 
Kcttenliuie  vernachlässigen.  Befestigt  man  den  Punkt  m ,  so 
wird  hierdurch  das  Gleichgewicht  nicht  gestört;  da  man  sich 
aber  den  Faden  als  vollkommen  biegsam  denkt,  so  würde 
Nichts  die  Kraft  P  abhalten,  den  Bogen  Mm  um  m  zu  dre- 
hen, wenn  sie  nicht  nach  seiner  Verlängerung  MH  gerichtet 
wäre.  Ebenso  sieht  man ,  dafs  die  Kraft  T  nach  M'H  ge- 
richtet seyn  mufs. 

29* 
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„     Hiernach  hat  man 

dx  _  dy 

=  -  Ts'    cosß  ~  ~  *i 

.    ,       dx'  A,  _  dy 

c08<*  =  57'    c08/*  ~  d7 

und  wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grüften  der  zweiten 
Ordnung  vernachlässigt,  so  sind  diese  letzteren  Werthe 

dx   ,     7  dx  ,  _  dy  dy 

Man  kann  auch  beweisen,  dafs  T'  =  T+  dT  ist.  Die 
Grüfse  T  ist  nemlich  eine  Function  der  Coordinaten  eines 
Punktes  M,  dem  sie  entspricht,  und  wird  daher  im  Punkte 
'M'  gleich  T+  dT.  In  diesem  letzteren  Punkte  drückt  sie 
die  Kraft  aus,  welche  auf  den  oberen  Theil  AM'  der  Ketten- 
linie  nach  der  Richtung  M  Hly  welche  die  Verlängerung  von 
H  M'  ist,  wirkt.  Ist  aber  m'  ein  Punkt  der  krummen  Linie, 
dessen  Abstand  von  M'  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten 
Ordnung  ist,  so  wird  die  Kraft,  die  in  m'  auf  den  Theil 
Arn  wirkt,  der  Grüfse  und  Richtung  nach  mit  derjenigen 
übereinstimmen,  welche  in  M'  auf  AM'  wirkt.  Der  Theil 
M'm  der  Kettenlinie  wird  daher  in  entgegengesetztem  Sinne, 
nach  M'H'  und  m  Hl9  durch  die  Kräfte  T  und  T  -f-  dT 
getrieben,  welche  gleich  seyn  müssen,  damit  Mm  im  Gleich- 
gewichte bleibt. 

Dies  vorausgesetzt,  substituiere  ich  diese  verschiedenen 
Werthe  in  die  zwei  ersten  Gleichungen  («)  und  mache 
s'  —  s  —  ds,  dies  giebt 

d.Td-£  =  o,   d.T^L  -  pds.  (6) 

ds  as 
Die  dritte  Gleichung  nimmt  die  Gestalt 

d-TQcT,-yd£)  =  pxds 

an,  wenn  man  die  unendlich  kleinen  Grüfsen  der  zweiten 

Ordnung  vernachlässigt,  weil  es  alsdann  erlaubt  ist,  x  statt 

xx  im  zweiten  Theile  zu  setzen.    Diese  Gleichung  ist  aber 

dasselbe  wie  .  , 

x  d  .  T  ^  —  yd.  T       =  pxds, 
ds        J  ds  r 

und  sie  ist,  wie  man  sieht,  eine  Folge  der  zwei  anderen 
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Wirklich  kann  auch  die  Aufgabe  nur  von  zwei  Glei- 
chungen abhängen,  da  man  nur  zwei  Unbekannte  y  und  T 
als  Functionen  von  x  zu  bestimmen  bat.  Die  erste  braucht 
man ,  um  die  GJeichung  der  krummen  Linie  zu  bestimmen, 
und  die  zweite,  um  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte 
JM,  d.  h.  die  Grüfse  der  gleichen  Kräfte,  die  das  Element 
Mm  nach  seinen  zwei  Verlängerungen  ziehen,  zu  erfahren. 

294. 

Das  Integral  der  ersten  Gleichung  (b)  ist 

T  —  —  c 
ds  ~C> 

wenn  man  durch  c  die  willkührliche  Constante  bezeichnet. 

Im  Punkte  B  hat  man  —  SS  1    und    T  =  C;  bezeichnet 

ds 

man  daher  die  Spannung  in  diesem  tiefsten  Punkte  durch 
das  Gewicht  einer  Länge  h  des  Fadens,  so  hat  man  c  =  ph, 

und  in  einem  beliebigen  Punkte  » 

_         _  ds 

Die  zweite  Gleichung  (b)  wird  also 

d  y 

hd  .  -r-  ss  ds, 
dx 

woraus  man  _ 

8       h  — 
dx 

findet,  indem  man  bemerkt,  dafs  man  zu  gleicher  Zeit  s  =z  o 

und  !^  =  o  im  Punkte  B  hat.     Aus  diesen  Gleichungen 
dx 

findet  man  unmittelbar  den  Bogen  5  und  die  Spannung  Tf 
wenn  die  Ordinate  y  als  Function  von  x  bestimmt  ist. 

Setzt  man,  in  der  vorhergehenden  Gleichung,  statt  ds 
seinen  Werth  '   

ds  =  dx  +  %L, 

dx* 

so  findet  man  daraus 

hd.li 


454 

Integriert  man,  und  bemerkt,  dafs  man,  im  Punkte  JB, 
d  y 

z  o  und        =  o  bat ,  so  findet  man  hieraus 
dx 


x 

und  daher 


4"  %• 


wo  e,  wie  gewöhnlich,  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 
bedeutet.    Ich  multipliciere  diese  Gleichung  durch 


2  _  3rs  c-t 


woraus 

X 


'  Ja2  rfjC 


folgt.    Man  hat  daher 


c?s  =  i  Qi  h  -f-  e  h  J  dx 
dy  zzz  i(eh  —  e     Ä ^  dx. 


+       — - 


woraus  man 


,    ,      ..  . ')    .  w 


findet,  wenn  man  bemerkt,  dafs,  im  Punkte  By  s  zzz  o  und 
x  =  o  ist,  und  man  den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten  in 
den  Abstand  Ä  unterhalb  dieses  Punktes  setzt,  so  dafs  y  —  h 
ist,  wenn  x  =o  ist. 


*)  Statt  dieser  Formeln  könnte  man  auch,  nach  den  bekannten  Werthen 
von  sin.  und  cos., 

s  —  h  \T~t  -  x 


sin 


h  \T—  1 

x 

y  ~  h  cos  :  

h  f~l 

schreiben,  die  in  der  Anwendung  noch  bequemer  sind. 

Aumerk.  des  Lebern. 
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dy 

Diese  Gleichungen  (r)  ^eben  s  =z  h  wie  oben;  die 

zweite  ist  die  Gleichung  der  Kettenlinie  unter  der  einfachsten 
Form,  sie  zeigt,  dafs  diese  krumme  Linie  auf  beiden  Seiten 
ihres  tiefsten  Punktes  symmetrisch  ist. 

Der  vorhergehende  Werth  von  T  wird 

r 

so  dafs  die  Spannung  in  irgend  einem  Punkte  M  durch  das 
Gewicht  einer  Länge  des  Fadens  ausgedrückt  wird,  die  der 
von  diesem  Punkte  auf  die,  durch  den  Punkt  O  gehende, 
horizontale  Linie  herabgefällten  Senkrechten  HP  gleich  ist. 
Im  Punkte  B  ist  diese  Spannung  am  kleinsten  und  ihr  Werth 
ist  dort,  wie  angenommen  wurde,  gleich  ph. 

•  - 

295. 

Man  mufs  daher  nur  nocli  die  Constanle  h  bestimmen, 
die  in  diesen  Formeln  vorkommt.  Der  Werth  von  y  giebt 
alsdann  die  Gestalt  der  Keltenlinie  an;  damit  aber  ihre  Lage 
in  der  verticalen  Ebene,  die  durch  die  Punkte  A  und  C  geht, 
bekannt  sey,  mufs  man  auch  den  Abstand  der  Axe  Oy  von 
einem  dieser  festen  Punkte  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  ziehe  ich  durch  den  Punkt  A  eine 
horizontale  Linie,  welche  die  Axe  Oy  im  Punkte  Q  schneidet, 
und  durch  den  Punkt  C  eine  Verticale,  die  diese  horizontale 
Linie  im  Punkte  D  schneidet.  Da  die  Lage  des  Punktes  C 
in  Beziehung  auf  den  Punkt  A  bekannt  ist ,  so  sind  die 
Abstände  AD  und  DC  gegeben.  Ich  bezeichne  sie  durch  a 
und  b,  und  durch  k  den  Abstand  AQ,  so  dafs  man 

AD  =  a,   DC  =  b,   AQ  =  k,   OB  —  h 
hat,  wo  a  und  b  gegebene  Grofsen  und  h  und  h  die  beiden 
Unbekannten  sind ,  die  man  bestimmen  mufs. 

Ich  nenne  h  den  Abstand  QD,  l  die  gegebene  Länge 
der  krummen  Linie  ABC,  g  und  g'  ihre  Theüe  AB  und 
BC,   f  die  Linie  BQ,  alsdann  hat  man 

h  +  h'  =  a,     g  +  g'  =  /, 
indem  man  h'  und  g   als  positive  oder  negative  Grofsen  an- 
sieht, je  nachdem  der  Punkt  C  der  Verlängerung  von  AB 
oder  AB  selbst  angehört.    Die  Ordinaten  der  Punkte  A  und  C 
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sind  h  -\-  /  und  h  -f-  /  —  b,  indem  man  auch  die  Gröfse  b 

als  positiv  oder  negativ  ansieht,   je  nachdem  C  unter  oder 

über  der  horizontalen  Linie  liegt,   die  durch  den  Punkt 

gezogen  ist. 

Setzt  man  zuerst  in  den  Gleichungen  (c) 

x  =  k,     s  ~  g,    y  =  Ii  -f- 
und  alsdann  * 

*  =  -*',  *  =-g',  y  =  h+f-b, 

so  folgt  hieraus 

woraus  man 

b  =i  —  fe  h  -}-e     A  —  eÄ  —  e  hj 

erhält. 

Hieraus  und  aus  h  *f-  t'  =  a  findet  man 

/2  _  12  =  /,2  ^6**+  —  2^), 

und  daher 

—-)  =  •'  w 

indem  man ,  zur  Abkürzung , 

et    /X'2  —  ^z 

setzt. 

Diese  Gröfse  n  ist  aus  gegebenen  Grüfsen  zusammenge- 
setzt und  die  Gleichung  {cl)  giebt  daher  den  Werth  von  cc 
und  mithin  auch  den  von  h  an.  Im  Allgemeinen  kann  diese 
Gleichung  durch  Versuche  aufgelöfst  werden,  und  man  findet 
daraus  vermittelst  des  Werthes  von  n  den  von  u  so  genau 
als  man  will.  Ist  n  nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden, 
so  ist  der  Werth  von  a  sehr  klein,  entwickelt  man  alsdann 
die  Expoucntialgrüfsen  und  vernachlässigt  die  vierten  Polenzen 
von  et,  so  hat  man  einfach  a2  =  6  (n  —  1). 
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Setzen  wir  auch 


so  hat  man 

k  =  ia  +  hß,    k'  =  \a  —  hßy 
und  der  vorhergehende  Werth  von  b  wird 

b=z^(e^—  feß  —  e~~  (e) 

wodurch  man  den  Werth  von  ß,  vermöge  des  Wertlies  von 
hy  und  somit  auch  den  der  Grüfsen  k  und  k'  erfährt.  Das 
Zeichen  von  k'  entscheidet,  auf  welcher  Seite  von  Oy  der 
Punkt  C  liegen  wird. 

Der  einfachste  Fall  findet  dann  statt,  wenn  die  festen 
Punkte  A  und  C  auf  derselben  horizontalen  Linie  liegen. 
Alsdann  hat  man  bz=.o;  die  Gleichung  (c)  giebt  ß  =  o  und 
daher  k  z=z  k'  =  $  a ,  wie  dies  auch  seyn  mufs.  Zu  gleicher 
Zeit  hat  man 

j  et  et 

woraus  man  die  Spannungen  in  den  Punkten  A  und  C,  oder 
die  Lasten,  welche  diese  festen  Punkte  zu  tragen  haben,  findet, 
nachdem  man  den  Werth  von  h  berechnet  hat.  In  dem  all- 
gemeinen Falle  kann  man  diese  aufsersten  Spannungen  aus 
den  Werthen  von  y  ableiten ,  die  x  =  k  und  x  =z  —  V 
entsprechen. 

296. 

Unter  allen  gleich  laugen  krummen  Linien,  die  sich  in 
den  gegebenen  krummen  Linien  A  und  C  endigen,  ist  die 
Kettenlinie  diejenige,  deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt. 

Denn  man  ziehe  durch  den  Punkt  A  (Fig.  75)  eine  ho- 
rizontale Axe  Ay'  und  eine  verticale  Axe  Ax' ,  die  im  Sinne 
der  Schwere  gerichtet  ist.  Seyen  x'  und  y  die  Coordinaten 
eines  beliebigen  Punktes  M,  die  auf  diese  Axen  bezogen  sind. 
Nennt  man  Xi  den  Abstand  des  Schwerpunktes  einer  beliebi- 
gen krummen  Linie  AMC  von  der  Axe  Ay',  so  hat  man 

lXl  =  fl*  dx'' 

wo  b  der  Werth  von  x'  ist,  welcher  dem  Punkte  C  entspricht, 
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und  /  die  gegebene  Länge  dieser  krummen  Linie  bezeichnet, 
so  dafs  man 


hat.    Nach  der  Formel  (c)  des  f.  201  wird  aber  die  krumme 

Linie,  in  welcher  das  erste  Integral  unter  allen  krummen 

Linien  von   derselben  Lange  ein  Maximum  ist,  durch  die 

Differentialgleichung 

,  ,  cdx' 

yT (x'  +  c)2  —  C2 

ausgedrückt ,  wo  c  und  c  willkiihrliche  Constanten  sind.  In- 
tegriert man ,  und  bemerkt  f  dafs  die  Veränderlichen  x'  und 

y'  zu  gleicher  Zeit  Null  sind,  so  erhält  man 

*   

—  Ion   X'  +  C+yjr (*'+<02  —  C* 

y   —  c    log   ; —   ' 

und  daher 

  y' 

x'-\-c-\-yf*  (x'-^c)2 —  c2  =zye7^ 
indem  man,  zur  Abkürzung, 

c  +  V  c2  —  c'2  =  y 
setzt.    Hieraus  findet  man 

indem  man  auch 

c  —  \f  c2—c'2  =  / 

setzt. 

Daher  hat  man 

*'  +  c  =  iyeT'  +*/  «     ?  (/) 
als  Gleichung  der  krummen  .Linie,  die  die  verlangte  Eigen- 
schaft besitzt.    Im  Punkte  C  hat  man 

a  a 

wo  a  der  gegebene  Abstand  dieses  Punktes  von  der  Axe  Ax' 
ist,  so  dafs  man  zu  gleicher  Zeit  x  =  b  und  y'  =z  a  hat. 
Diese  Gleichung  und  die  Lange  /  der  krummen  Linie  dienen 
dazu,  die  zwei  Constanten  c  und  c   zu  bestimmen. 

Um  nun  die  Gleichung  (/)  auf  die  der  Kettenlinie  zurück 
zu  führen,    bezeichne  man  durch  e  eine  unbestimmte  Con- 
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stante  und  verwandele  die  Coordinaten  x'  und  y'  in  andere, 
so  dafs  man 

♦        x  +  c  =='  —  y>  y'  =  •  —  * 

hat,  so  dafs  diese  neuen  Coordinaten  #  und  y  den  Coordi- 
naten und  y'  entgegengesetzt  gerichtet  und  auf  einen  ande- 
ren Anfangspunkt  bezogen  sind.  Durch  diese  Aenderung  wird 
die  Gleichung  (/) 

y  =  —  lyec  e    c*  —  iy  e    c*  e  cr 
Man  bestimme  die  Gröfse  e,  indem  man 

y  e "7  =  y'  e~~  c7 

setzt,  und  bezeichne  durch  — h  den  gemeinschaftlichen  Werth 

dieser  zwei  gleichen  Grüfsen,  so  dafs  man 

r  f  t 

y  e  c>  —  —  /t,    y  e     C'  —  —  h 

hat.  Da  yy  =z  c'2  ist,  so  folgt  daraus  h  =  c'  und  die  vor- 
hergehende Gleichung  der  krummen  Linie  wird 

y  =  \h  (je  T  v+  *~t), 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  (c),  die  wir  für  die  Ketten- 
linie gefunden  haben,  übereinstimmt. 

297. 

Wenn  die  verticale  Kraft,  die  auf  jedes  Element  des  in 
den  Punkten  A  und  C  aufgehängten  Fadens  (Fig.  74)  wirkt, 
statt  der  Lange  des  Elementes  ds  proportional  zu  seyn,  sei- 
ner horizontalen  Projection  dx  proportional  ist,  so  wird  die 
zweite  Gleichung  (6) 

d.T-£=  pdx, 
ds 

wo  p  eine  gegebene  Constante  bedeutet,  die  das  Gewicht  eines 
Prisma  vorstellt,  dessen  Höhe  die  lineare  Einheit  ist.  In 
Folge  der  ersten  Gleichung  (6),  die  sich  nicht  ändert,  hat 
man  immer 

ds 

T=PhT*> 

wenn  man  durch  h  eine  Linie  von  unbekannter  Länge  und 
durch  ph  ein  Gewicht  bezeichnet,  welches  der  Spannung  p 
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des  tiefsten  Punktes  B  der  krummen  Linie  gleich  ist.  Hieraus 
folgt  also 

d  y 

hd .  —  =  d x  , 
ax 

woraus  man 

dy 

h  -r-  =  x,    2hy  zu  x2 
dx 

findet ,  wenn  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x  und 
y  in  den  Punkt  B  verlegt.  In  diesem  Falle  ist  die  krumme 
Linie,  wie  man  sieht,  eine  Parabel,  deren  Spitze  im  tiefsten 
Punkte  liegt,  und  man  hat 

T  =  p  \f  h*  +  x* 
für  die  Spannung  in  einem  beliebigen  Punkte. 

Wendet  man  die  Bezeichnungen  des  f.  295  an ,  so  hat 
man  in  den  Punkten  ji  und  C 

.     2  7*/=**    2  7i{f—b)  =  k'*, 
und  da  l  -f-  V  =  a  ist ,  so  findet  man  daraus 

2hb  =  a  (*  —  h')t 
wodurch  man  die  Werth e  von  kt  h'r  f  erfährt,  wenn  man 
h  bestimmt  hat,   dessen  Werth  man   aus  der  Lange  /  des 
Fadens  findet.    Man  hat  nemlich 

55  =  I  ^1J+x2>  7,1  :=Jltf^/7¥+*~2  dx> 

was,  wenn  man  die  Integration  nach  den  gewöhnlichen  Re- 
geln ausführt, 

giebt. 

Nimmt  man,  der  grüfseren  Einfachheit  wegen,  an,  dafs 
die  zwei  Puukte  A  und  C  in  derselben  horizontalen  Linie 
liegen,  so  hat  man 

b  =  o,    h  z=  V  =  i  a, 
alsdann  geht  die  vorhergehende  Gleichung  in 

h  l  =:  h*  log  t±Sh*  +  P        h  ^^p-, 

über,  und  man  findet  daraus,  durch  Versuche,  den  genäher- 
ten Werth  von  Ä,  wenn  die  Werthe  von  l  und  h  gegeben  sind. 
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Diese  unbekannte  Grüfte  //  bestimmt  sieb  weit  leichter, 
wenn  die  Lange  /  der  krummen  Linie  sehr  wenig  von  ihrer 
Projection  a  verschieden  ist,  wodurch  der  Werth  von  h  im 
Verhältnisse  zu  a  sehr  grofs  wird.  Alsdann  hat  man  in  sehr 
convergierenden  Reihen 

■ 

log  _   -ÄT'ji+  ••• 

Vermittelst  dieser  Werthe  wird  die  vorhergehende  Glei- 
chung ungefähr 

Ä*(/—  2h)  =  j*3, 


woraus  man 


findet. 


.  a  / 2a 


4  V"  3  (/  — a) 


Man  hat  dieses  Beispiel  gewählt,  weil  es  eine  sehr  nütz- 
Hebe  Anwendung  bei  der  Construction  der  Hangebrücken  hat, 
wo  es  wichtig  ist,  die  Spannung  der  aufgehängten  Kette  und 
die  Last  der  Stützpunkte  zu  finden. 

298. 

Man  nehme  nun  an,  es  würden  alle  Punkte  des  Fadens 
durch  beliebige  Kräfte  getrieben,  so  wird  er  im  Allgemeinen 
eine  Linie  von  doppelter  Krümmung  bilden.  Die  Anzahl  der 
Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines  jeden  der  Elemente 
wird  drei  seyn,  und  wenn  man  noch  immer  annimmt,  dafs 
der  Faden  völlig  biegsam  ist,  so  erhält  man  diese  Gleichungen 
durch  die  Betrachtungen ,  die  wir  in  §.  293  ausführlich  erläu- 
tert haben.    Auf  diese  Weise  findet  man 

d.T^  +  Xtds  =  o 

d.T&+  Ytds^o  }  (l) 

d.  +  Zeds  =  o 

ds 

wo  x,  y,  z  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  beliebigen 
Punktes  M  der  krummen  Linie  sind,  ds  das  DifFerentialelc- 
ment  seiner  Länge  ist,  «  das  Produkt  aus  der  Dichtigkeit  des 
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Fadens  in  den  auf  seiner  Lange  senkrechten  Schnitt,  welche 
im  Punkte  M  statt  haben,  so  dafs  eds  das  Element  der  Masse 
des  Fadens  ist,  T  die  Spannung  in  diesem  Punkte,  oder  die 
unbekannte  Kraft,  welche  das  Element  t.ds  nach  jeder  seiner 
Verlängerungen  zieht,  X,  Y,  Z  die  auf  die  Einheit  der 
Masse  bezogenen  Kräfte,  welche  den  Axen  der  x,  y,  z  pa- 
rallel sind,  dem  Punkte  M  entsprechen  und  gegebene  Func- 
tionen der  drei  Coordinaten  sipd. 

In  Folge  der  Spannung  T  erleidet  das  Element  ds  eine 
Ausdehnung  und  die  Gröfse  €  eine  Verminderung,  so  dafs 
die  Masse  ids  sich  jedoch  nicht  ändert.  Bezeichnet  man  daher 
durch  ds'  und  e'  das,  was  diese  Grofsen  im  natürlichen  Zu- 
stande des  Fadens  waren,  so  hat  man 

eds  =z  eds', 

und  wenn  man  annimmt,  dafs  die  Ausdehnung  der  Kraft, 
die  sie  hervorbringt,  proportional  ist  ({.288),  so  hat  man, 
zu  gleicher  Zeit, 

ds  =  (i  +  wT)  ds',  (2) 

wo  o)  einen  sehr  kleinen  Coeflicienten  bedeutet,  der  von  dem 
Stoffe  und  der  Dicke  des  Fadens  im  Punkte  M  abhängt.  Ist 
der  Faden  gleichartig  und  hat  er  in  seiner  ganzen  Lange  die- 
selbe Dicke,  so  sind  e'  und  to  beständige  Grofsen.  Im  Allge- 
meinen aber  kann  man  diese  zwei  Grofsen  wie  gegebene  Func- 
tionen des  Bogens  «'  betrachten,  der  von  einem  bestimmten 
Punkte  des  Fadens  an  genommen  wird  und  bis  zum  Punkte 
M  geht. 

299. 

Wenn  der  aus  irgend  einem  Stoffe  bestehende  Faden  nur 
von  der  Schwere  getrieben  wird  und  vertical  an  einem  festen 
Punkte  aufgehängt  ist,  den  ich  A  nenne,  so  verschwinden  die 
zwei  letzten  Gleichungen  (l)  und  die  dritte  wird 

dT  -f-  gedx  =  o, 
wenn  man  die  Axe  der  x  vertical  und  im  Sinne  der  Schwere 
gerichtet  nimmt  und  diese  Kraft  durch  g  bezeichnet.  Ich 
setze  den  Anfangspunkt  der  x  in  den  Punkt  ji  und  nenne 
Q  den  Werth  von  T,  der  x  =  o  entspricht,  d.h.  die  Last, 
die  dieser  Punkt  tragen  mufs.  Für  einen  beliebigen  Punkt 
M  hat  man 
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T=  Q  —  gftdx, 
wo  das  Integral  zu  gleicher  Zeit  mit  x  Null  wird. 

Mau  bezeichne  durch  B  das  untere  Ende  des  Fadeng, 
bringe  an  diesen  Punkt  ein  Gewicht  P  an  und  bezeichne 
durch  /  die  Länge  von  AB.  Alsdann  ist  offenbar  P  die  Span- 
nung im  Punkte  2?;  man  hat  daher,  zu  gleicher  Zeit,  x  =  l 
und  T=  P ,  woraus  sich 

Q=P+gfoedx, 

und  daher 

T  es  P  +  gJ*\dx  —  gfedx 

ergiebt.  Das  zweite  und  dritte  Glied  dieser  Formel  druckt 
aber  das  Gewicht  des  ganzen  Fadens  und  des  Theils  AM 
aus;  hieraus  folgt  also,  dafs  die  Spannung  im  Punkte  M  das 
Gewicht  des  Theils  BM,  vermehrt  um  das  Gewicht  P>  ist, 
was  aufserdem  einleuchtend  ist. 

Das  Gesetz  der  Verlängerung  des  Fadens  in  seiner  gan- 
zen Ausdehnung  hängt  von  seiner  Natur  und  seiner  Dicfce 
ab.  Ich  nehme  z.  B.  an,  er  sey  gleichaiiig  und  habe  überall 
dieselbe  Dicke,  wodurch  der  Coefficient  co  constant  wird. 
Nennt  man  x'  die  Länge  des  Theils  AM,  ehe  der  Faden 
gespannt  worden  ist,  welche  Lange  durch  die  Wirkung  der 
Spannung  in  x  übergeht  und  setzt  daher  dx'  und  dx  an  die 
Stelle  von  ds'  und  ds,  in  die  Gleichungen  (2),  so  hat  man 

dx  =  (1  +  m  T)  dx. 

Sey  auch  /'  die  ganze  Länge  des  Fadens  von  seiner  Aus- 
dehnung und  p  sein  ganzes  Gewicht,  so  ist  das  Gewicht  des 

/?(/'—.  x') 

Theils  BM  gleich   —,  ,  und  die  Spannung  im  Punkte 

M  ist 

r  =  p  +  PJL~-fl. 

i 

Substituiert  man  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Glei- 
chung, integriert  und  bemerkt,  dai's  x'  =  o  und  x  =:  o  im 
Punkte  A  ist,  so  hat  man 

X  —  x    =  (oPx    -f-  —j-,  

als  Werth  der  Verlängerung  des  Theils  AM.     Hieraus  findet 
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man  die  gänzliche  Verlängerung,  iudem  man  *'  =  V  und 
x  =  L  setzt ,  woraus  sich 

/  —  V  =  ml'(P  +  ip\ 
ergiebt,  so  dafs  man,  um  das  Gewicht  des  Fadens  bei  der 
Berechnung  dieser  Verlängerung  zu  berücksichtige«,  *k  Hiüfle 
dieses  Gewichtes  zu   demjenigen  hinzufügen  mufs,  welches 
an  sein  unteres  Ende  befestigt  ist, 

300. 

Im  allgemeinen  Falle  addiert  man  die  Gleichungen  (1) 
nachdem  man  sie  mit   jj,  £  multipliciert  hat,  hier- 

aus folgt 

d  T  +  €  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  o, 

^  <lfl  JL  tll  -J-  —  =  1 

da2         ds2  da2 

äjLd^  +  <lLdd-f  +  d-Ld.^=o 

ds  ds  ~  da  ds  ds  ds 
ist.  Nimmt  man  an,  dafs  der  Faden  gleichartig  und  seine 
Dicke  constant  ist,  und  vernachlässigt  man  die  kleine  Ausdeh- 
nung seiner  Elemente,  so  ist  die  Grüfse  6  constant;  aufser- 
dem  ist  die  Formel  Xdx  +  Ydy  -|-  Zdz,  im  Allgemeinen, 
das  genaue  Differential  einer  Function  dreier  Veränderlichen 
x,y,  z>  die  als  von  einander  unabhängig  angesehen  werden. 
Setzt  man  daher 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =  —  d.<p(x,y,  z), 

so  hat  man 

d  T  =  ed.<fi(x,  <y,  z), 

und  daher 

T  =  *  rp  (x,  y,  z)  , 
indem  man  die  willkührliche  Constante  in  der  Function  cp 
begreift.  Diese  Constante  verschwindet  in  dem  Unterschiede 
der  Werthe  von  jT,  die  sich  auf  zwei  Punkte  des  Fadens 
beziehen,  und  es  folgt  hieraus,  dafs  man,  ohne  die  Gestalt 
des  Gleichgewichtes  bestimmt  zu  haben,  den  Zuwa'chs  der 
Spannung  von  eiuem  Punkte  zum  anderen  kennen  wird,  so 
dafs  man,  sobald  die  Spannung  in  einem  Punkte  bekannt  ist, 
hieraus  die  Spannung  für  alle  übrigen  Punkte  des  Fadens 
berechnen  kann. 


% 
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dy 

ds  *' 

T  — 
da 

da 

dx 

C^X  d 
da 

T  — 

d7 

ds 

dz 

dz 

  cL 

ds 

T<iy 

da 

da 

•  4C5 

"Was  die  durch  den  Faden  gebildete  krumme  Linie  be- 
trifft, so  bestimmt  sie  sich  durch  zwei  der  drei  Gleichungen 
(1),  oder  durch  zwei  beliebige  Verbindungen  dieser  drei  Glei- 
chungen, in  welche  man  den  vorhergehenden  Werth  von  2% 
substituiert,  so  dafs  man,  im  Allgemeinen,  ein  System  von 
zwei  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  integrieren 
mufs,  um  diese  krumme  Linie  zu  kennen.  Ihr  Krümmungs- 
halbmesser in  einem  beliebigen  Punkte  M  wird  durch  folgende 
Differential  form  el  ausgedrückt,  die  nur  von  der  ersten  Ord- 
nung ist  und  nur  die  Richtung  der  Tangente  in  diesem  Punkte 
als  bekannt  voraussetzt. 

Die  Gleichungen  (1)  können  durch  folgende  ersetzt  werden: 


S± d.  T  aJL  J.  VLd.T  —  =  , (Xdy  -  Ydx) 
ds        ds      da        da         K     y  ' 


'^d.T 
da 


da 

welche  dasselbe  wie 

dxd*y  -dyd*x  =  {Xdy  -  Ydx)  ^ 

dzd*x  —  dxd*z  =  (Zdx  —  Xdz)  (  (4) 

dyd*z  —  dzd*y  =  (Ydz  —  z'dy) 

sind,  indem  man  die  Differentiation  ausführt  und  den  Bogen 
a  für  die  unabhängige  Veränderliche  nimmt.  Nennt  man  aber 
q  den  Krümmungshalbmesser  im  Punkte  jtf,  so  hat  man  (f.  18) 

 ds*  

9  =  [(dxd* j  -  dyd2xf+  (cizd2x — dxd2zf+  (dycPz  -  dzcPx)2]  4 
Vermöge  der  vorhergehenden  Gleichungen  und  des  Wer- 
thes  von  T  hat  man  daher 

_  y  *)  da  ^ 

Q  —  [ {Xdy-  Ydx)* -f  (Zdx-Xdz)*+  ( Ydz— Zdy)*\*    K  [ 
Im  Falle  der  Kettenlinie  hat  man 

X  =  o,    Y  =  —  g,    Z=o,    y  =  gy, 

indem  man  die  Axen  und  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 
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80  nimmt,  wie  die  Gleichungen  (c)  des  $.  294  sie  voraussetzen. 
Man  hat  daher 

ds 

9  =  y  t*> 

was  sich,  vermöge  dieser  Gleichungen,  leicht  nachweisen  lälst. 

I 

301. 

Wir  wollen  nun  diese  Formeln  auf  den  Fall  anwen- 
den ,  wenn  ein  Faden  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers 
ausgespannt  ist,  und  zur  gröfseren  Einfachheit  annehmen,  dals 
er  von  keiner  gegebenen  Kraft  getrieben  werde,  so  dafs  die 
einzige  Kraft,  welche  auf  seine  verschiedenen  Punkte  wirkt, 
der  unbekannte  Widerstand  des  Körpers  ist,  auf  .welchen 
er  sich  stützt. 

An  einem  beliebigen  Punkte  M  des  Fadens  sey  Nds  die 
Gröfse  dieser  Kraft,  die  an  das  Element  eds  des  Fadens  an- 
gebracht  ist  und  deren  drei  Seitenkräfte  Xeds,  Yeds,  Zeds 
sind ;  ihre  Richtung  steht  auf  der  Oberfläche  des  festen  Kör- 
pers senkrecht  und  geht  von  aufsen  nach  innen.  Der  Druck, 
welcher  in  dem  ds  entsprechenden  Theile  des  festen  Kör- 
pers statt  hat,  ist  der  Kraft  Nds  gleich  und  entgegenge- 
setzt, so  dafs  JV  das  Maafs  des  auf  die  Einheit  der  Länge 
bezogenen  Druckes  ist. 

Nennt  man  X,  /e,  v  die  Winkel,  welche  der  äufsere 
Theil  der  Normalen*  in  M  mit  den  Linien ,  die  den  durch 
diesen  Punkt  gezogenen  Axeu  der  x,  y,  z  parallel  sind,  ein- 
schliefst, so  hat  man 

eX  =  A  cosA,    e Y  =z  JV  cos f$ ,  =  A7cosr. 

Ferner  hat  man  auch,  wenn  L  =  o  die  Gleichung  der 
Oberfläche  des  festen  Körpers  ist,  und  man,  der  Kürze  halber, 

T  +  dy*  +  dz*) 

setzt,  nach  {.21, 

,       rr  dL*  dJL  __  dLt 

wenn  man  für  V  das  passende  Zeichen  nimmt. 
Dies  vorausgesetzt,  hat  man 

Xdx  +  Ydy  +  Zdz  =s  NVdL  =  o, 
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wodurch  der,  durch  dio  Gleichung  (3)  gegebene,  Werth  von 
dT  Null  wird.  Die  Spannung  ist  daher  in  der  ganzen  Länge 
des  Fadens  dieselbe ,  wie  auch  die  Gestalt  des  festen  Körpers 
beschaffen  seyn  mag.  Ich  nelnne  an,  der  Werth  derselben  sey 
gegeben  und  bezeichne  ihn  durch  k,  Ist  der  Faden  an  einem 
seiner  Enden  an  einen  Punkt  des  Körpers  befestigt  und  ist 
ein  Gewicht,  welches,  im  Verbal  tu  ifs  zu  dem  des  Fadens,  das 
man  vernachlässigt,  beträchtlich  ist,  am  anderen  Ende  vertical 
aufgehängt,  so  ist  dieses  Gewicht  die  Spannung  k  und  der 
Druck,  welchen  der  feste  Punkt  -erleidet.  Ist  der  Faden  an 
seinen  beiden  Enden  frei,  und  hängen  beträchtliche  Gewichte 
an  denselben,  so  drücken  diese  die  äufsersten  Spannungen 
aus;  daher  müssen  sie  gleich  seyn,  und  jedes  derselben  ist 
die  Spannung  k.  Sind  endlich  beide  Enden  des  Fadens  fest, 
so  kann  man  die  Spannung  k  aus  der  Ausdehnung  finden, 
die  in  der  ganzen  Länge  constant  seyn  wird. 

302. 

Ich  bezeichne  durch  A',  /t',  v  die  Winkel,  welche  die 
auf  der  Krümmungsebene  im  Punkte  AI  senkrechte  Linie  mit 
Linien  einschliefst,  die  den  Axen  der  x ,  y,  z  parallel  sind. 
Ist  der  Krümmungshalbmesser  in  diesem  Punkte  q,  so  hat 

man  (f.  19)  - 

dxd2y  —  dyd2x         .       ,  . 

— —  = 

dzd2x  —  dxd2s 

 ÖT,   =  *««/♦, 

dyd2z  —  dzd2y 

—  t-=   =  ß  COS  A  . 

ds5  s 

Addiert  man  daher  die  Gleichungen  (4),  nachdem  man 
sie  mit  cos  v,  cos  cos  A  multipliciert  hat,  und  berücksich- 
tigt man  die  Werlhe  von  X,  Y,  Z>  welche  in  dem  Falle, 
den  wir  betrachten,  statt  haben,  so  folgt  daraus 

cos  v  cos  v  +  cos  /t  COS  fJb  +  cos  A  cos  A'  =  o, 
daher  sind  die  Linien,  welche  auf  der  Oberfläche  des  festen 
Körpers  und  der  Krümmungsebene  der  Linie,  die  durch  den 
Faden  gebildet  wird,  senkrecht  stehen,  in  jedem  Punkte  M, 
auf  einander  senkrecht,  was  die  charakteristische  Eigenschaft 
der  Linie  ist,  deren  Länge  auf  einer  gegebenen  Oberfläche 
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ein  Minimum  oder  ein  Maximum  ist  ($.  161).  Hieraus  folgt, 
dafs  ein  auf  einen  festen  Körper  ausgespannter  Faden,  im 
Allgemeinen,  den  kürzesten  Abstand  zwischen  zwei  Punkten 
der  Oberfläche  angiebt.  Genau  genommen  kann  dieser  Ab- 
sland auch  ein  'Maximum  seyn;  so  z.B.  sind  zwei  gegebene 
Punkte  auf  einer  Kugel  die  gemeinschaftlichen  Endpunkte 
zweier  Bogen  eines  grofsen  Kreises,  von  welchen  der  eine 
den  kürzesten  Abstand,  der  andere  die  längste  ebene  krumme 
Linie  angiebt.  Es  ist  aber  einleuchtend,  dafs  das  Gleichge- 
wicht eines  gespannten  Fadens,  auf  diesen  zwei  Bogen,  streng 
möglich  ist,  weil,  wenn  man  ihn  auf  einen  derselben  legt, 
kein  Grund  vorhanden  ist,  weswegen  er  sich  mehr  nach  der 
einen  als  nach  der  anderen  Seite  bewegen  sollte.  Auf  dem 
kleinen  Bogen  ist  aber  das  Gleichgewicht  dauernd,  während 
es  auf  dem  grofsen  nur  augenblicklich  ist,  so  dafs  es  physisch 
nicht  bestehen  kann,  wenn  nicht  der  Faden  eine  Reibung 
an  der  Oberfläche  der  festen  Körpers  erleidet. 

Substituiert  man  die  Werthe  von  eX,  sY,  eZ  des  vor- 
hergehenden      in  die  Formel  (5),  so  hat  man 
xr  T/^r       ,      &*         \2  .    /dx  dz        n  \2 

N\Xr*™X-T.CMf>)  +U7c08"-d7cosA) 

.    /dz  dy  \2-|  h 

.  +(rf7c08'—c77c08V  J  =  y 

da  erp  (x,  y,  z)  ss  h  ist.    Zu  gleicher  Zeit  hat  man 

dx2        dy*        dz*  _ 
ds2   +  ds2  +  7Ü2  1 
cos2A  -f-  cos2/*  +  cos2p  =  i, 
und  da  die  Normale  der  Oberfläche  des  Körpers  und  die  Tan- 
gente der  krummen  Linie,  die  der  Faden  bildet,  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  hat  man  auch 

dx  dy  dz 

-t—  cos  /  +  -r—  cos  n  +  —  cos  v  =z  o. 

ds  ds       r  ds 

Vermittelst  der  drei  letzten  Gleichungen,  reduciert  man 

aber  den  Coefficienten  von  A7^  in  der  vorhergehenden ,  ohne 

Schwierigkeit,  auf  die  Einheit.    Man  hat  daher  einfach 

woraus  hervorgeht,  dafs  der  auf  die  Einheit  der  Lange  bezo- 


Digitized  by  Google 


469 


gcne  Druck,  den  ein  gespannter  Faden  auf  die  Oberfläche 
eines  festen  Körpers  ausübt,  in  jedem  Punkte  M  der  Span- 
nung, dividiert  durch  den  Krümmungshalbmesser  des  Fadens, 
d.  h.  den  Halbmesser  des  Schnittes,  welcher  auf  der  Ober- 
fläche  senkrecht  steht  ,  und  die  durch  den  Faden  gebildete 
Linie  berührt,  gleich  ist, 

303. 

Diese  Resultate  werden  durch  die  Reibung  des  Fadens 
gegen  die  Oberfläche  des  Körpers,  auf  welcher  er  sich  stützt, 
modificiert.  Um  zu  zeigen,  wie  man  auf  diese  Kraft,  beim 
Gleichgewichte  eines  biegsamen  Fadens,  Rücksicht  nehmen 
mufs,  will  ich  das  Gleichgewich*  eines  Seils  ABMCD  (Fig.  76) 
betrachten,  dessen  Theil  BMC  in  der  Rinne  einer  festen 
Rolle  liegt  und  welches,  nach  den  Verlängerungen  BA  und 
CD  dieses  Theils,  durch  gegebene  Kräfte,  gezogen  wird.  Es 
wird  vorausgesetzt,  dafs  die  Rolle  und  die  Linie  AB  vertical 
sind;  die  Kraft,  welche  nach  AB  wirkt,  ist  ein  Gewicht  /*, 
und  ich  bezeichne  durch  F  diejenige,  die  nach  CD  wirkt. 
Die  Spannungen,  die  in  den  Punkten  B  und  C,  nach  den 
Tangenten  BA  und  CD  statt  haben,  sind  bezüglich  gleich 
h  und  F.  Ich  nehme  auch,  um  die  Frage  zu  vereinfachen, 
an,  dafs  die  Rolle  kreisrund  sey,  nenne  ihren  Halbmesser 
c  und  nehme  ihren  Mittelpunkt  O  als  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten.  Die  Axe  der  z  steht  auf  der  Rolle  senkrecht,  die 
Axe  der  y  ist  vertical  und  von  unten  nach  oben  gerichtet, 
die  Axe  der  x  ist  horizontal  und  geht  durch  den  Punkt  B. 
Endlich  setze  ich  den  Anfang  des  Bogens  s,  welcher  bis  zu 
irgend  einem  Punkte  M  des  Seils  reicht,  in  C,  so  dafs  man 
CM  =  s  hat. 

Wäre  nun  die  Reibung  Null,  so  müfste  man,  im  Falle 
des  Gleichgewichtes,  1  =  F  haben.  Wegen  der  Reibung  kann 
aber  das  Gleichgewicht  bestehen,  so  lange  der  Unterschied 
dieser  zwei  Kräfte  h  und  F  nicht  über  eine  gewisse  Gränze 
hinaus  geht.  Man  denke  sich  daher,  dafs  das  Gleichgewicht 
in  einem  gewissen  Momente  aufgehoben  werden  sollte,  so 
dafs  eine  Bewegung  im  Sinne  des  Gewichtes  h  erfolgt,  was 
voraussetzt,  dafs  man  h  >»  F  hat.  In  diesem  Augenblicke  ist 
die  Reibung  des  Seils  gegen  die  Rolle,  in  diesem  Punkte,  nach 
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dem  Theile  MH  der  Tangente  gerichtet.  Ich  bezeichne  ihre 
Intensität  durch  und,  wie  vorher,  durch  N  den  normalen 
Widerstand,  welcher  in  demselben  Punkte  M,  nach  der  Ver- 
längerung MO'  von  MO,  statt  hat,  so  dafs  /tuls  und  JSds  die 
berührende  und  normale  Kraft  sind,  die  auf  das  Element 
cd 8  des  Seils,  das  bis  zum  Punkte  M  reicht,  wirken  ,  und 
/*  und  N  dieselben  Kräfte,  auf  die  Einheit  der  Länge  be- 
zogen ,  darstellen.  Zieht  man  durch  diesen  Punkt  M  die  mit 
den  Axen  Ox  und  Oy  parallelen  Linien  Mxf  und  My\  so 
hat  man 

cos  x'MH  =  —        cos  y'  MH  —  - 

c 9       *  c 

cos  x' MO'  =      ~,  cosy'MO'  = 
woraus  man 

eX  =  Nx-  -  HZ,    eY  + 

c  c  c      1  c 

für  die  Werthe  von  eX  und  eY  findet,  die  man  in  die  Glei- 
chungen (1)  substituieren  mufs.  Die  Kraft  eZ  ist  offenbar 
Null,  die  dritte  Gleichung  (1)  verschwindet  und  die  zwei 
ersten  werden 

,      dx      Nxds  /uyds 
d8    '        c  c 

,   nydy       JSlyds  nxds 

d'  2  77  H  =  o. 

ds  c  c 

Da  der  Punkt  M  in  dem  Umringe  der  Rolle  liegt,  so 
hat  man 

*2  =  c2,    xdx  -f-  ydy  =  o, 

wodurch  die  zwei  vorhergehenden  Gleichungen  in  folgende 
übergehen : 


xd . 


Tdx    _      B  mdy 


dx      Tdx      dy  _  Tdy       u>  (  ^ 

Aber  £  (ydx  —  xdy)  ist  das  Differential  des  Ausschnittes, 
der  durch  den  Halbmesser  OM,  von  einer  festen  Linie  aus, 
die  z.  B.  OC  seyn  soll,  beschrieben  wird.  Da  dies  ein  Kreis- 
ausschnitt ist,  der  dem  Bogen  s  entspricht,  so  ist  sein  Werth 
5  es,  daher  tiat  man 


Digitized  by  Googl 


471 
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ydx  —  xdy  =  cds. 
Aufserdem  hat  man  auch 

dx   .       dy  .  dx   ,       ,  dy 

x  -  y        =  o,    xd.  —       yd.  ~  =  —  dg 

ds  n   J  ds         9  ds    *   J  ds 

dx2       dy2  dx      dx       dy  dy 

d^  +  d72-  l>  d7d'd7  +  ds~d'd7  =  °> 

wodurch  die  Gleichungen  (6)  in 

T=ciV,  dT^jttds 
übergehen,  woraus  man 

cdN  =  /iida 

findet. 

Der  Druck,  der  im  Punkte  M  auf  die  Rinne  der  Rollo 
ausgeübt  wird,  ist  der  Kraft  N  gleich  und  entgegengesetzt; 
nimmt  man  daher  an,  dafs  die  Reibung  dem  Drucke  pro- 
portional ist  (f.  269),  so  hat  man 

wo  f  einen  beständigen  Coeificienten  bedeutet,  der  von  der 
Natur  der  beiden  Oberflächen,  die  in  Berührung  sind,  ab- 
hängt.   Daher  hat  man 

cdN  =  fNds, 
und,  wenn  man  integriert, 

N  =  AeT, 

wo  A  die  willkührliche  Constante  und  e  die  Basis  der  na- 
türlichen  Logarithmen  bedeutet.    Zu  gleicher  Zeit  hat  man 

iL  iL 
T  =  Ace  c  ,    p  =  Afe  «  . 

Im  Punkte  C  hat  man  s  =z  o  und  T  =•  F,  daher  ist 
F 

A=~,   und,  wenn  man  /  die  Länge  des  Bogens  CMB 
c 

nennt,  so  hat  man  8  =  1  und  T  =  k  am  anderen  Endo  B. 
Wir  haben  also  zuletzt 

c  c 
in  einem  beliebigen  Punkte  37,  und  aufserdem 

K  =  FeT 
all  Gleichung  des  Gleichgewichtes. 
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Bezeichnet  man  durch  F'  die  ganze  Reibung,  die  in  der 
ganzen  Länge  von  CMB  statt  bat,  so  findet  man 

F'  =  f\hds  =  F(eT—  l), 

und  man  kann  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes  auf  fol- 
gende Weise  schreiben: 

k  =  F  +  F.  , 

Setzt  man 

«"-»=/. 

so  hat  man 

woraus  sich  ergiebt,  dafs  die  ganze  Reibung  .F'  der  kleinsten 
der  zwei  Kräfte  k  und  2*J  multipliciert  durch  einen  Coeffi- 
cienten  j',  der  sich  nicht  blos  mit  der  Gröfse  f,  sondern  auch 
mit  der  Lange  /  der  Berührung  und  dem  Halbmesser  c  der 
Rolle  ändert,  gleich  ist.  Der  Unterschied,  der  zwischen  den 
Kräften  k  und  F,  in  dem  Augenblicke,  wo  das  Gleichgewicht 
aufhört,  statt  findet,  giebt  den  Werth  von  F'  an,  und  ihr 
Verhältnifs,  wenn  es  um  die  Einheit  vermindert  wird,  ist 
der  Werth  des  Coeificienten  /',  aus  welchem  man  den  Werth 
von  J  alsdann  ableiten  kann.  Ist  F,  ebenso  wie  k,  ein  Ge- 
wicht, so  mufs  man,  der  gröfseren  Genauigkeit  halber,  unter 
diesen  Gewichten  k  und  Fy  die  der  verticalen  Theile  BA 
und  CD  des  8eils  begreifen. 

# 

304. 

Vermöge  der  drei  Gleichungen  (l)  ist  es  leicht  zu  zeigen, 
dafs  die  sechs  allgemeinen  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
(f.  261)  in  dem  Falle,  wenn  ein  Faden  völlig  biegsam  ist, 
statt  haben. 

Zu  diesem  Zwecke  nenne  ich  K  und  K'  die  beiden  Enden 
des  Fadens  und  /  seine  Lange,  und  setze  den  Anfangspunkt 
des  Bogens  s  in  K.  Integriert  man  die  ersten  Glieder  der 
Gleichungen  (l)  vom  Punkte  K  bis  zum  Punkte  Ä',  so  hat  man 

( •'■£)  -c*a +/>*= ■ 
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wo  die  in  eckigen  Klammern  eingeschlossenen  Ausdrücke  dem 
Punkte  K,  und  die  in  runden  Klammern  enthaltenen  dem 
Punkte  K'  entsprechen.  Ich  nehme  an,  dafs,  unabhängig  von 
den  Kräften  X,  Y ,  Z ,  die  in  der  ganzen  Länge  des  Fadens 
wirken,  noch  besondere  Kräfte,  die  der  Grüfse  und  Richtung 
nach  gegeben  sind,  an  die  beiden  Enden  angebracht  sind. 
Ich  nenne  h  diejenige,  die  auf  den  Punkt  K  wirkt,  und 
et,  ß,  y  die  Winkel,  welche  ihre  Richtung  mit  Linien,  die, 
den  Axen  der  x,  y,  z  parallel,  durch  diesen  Punkt  gezogen 
sind,  einschliefst,  und  bezeichne  durch  h\  a,  ß'  y'  die  ana- 
logen Grüften  in  Beziehung  auf  den  Punkt  K' *  Diese  Kräfte 
h  und  h'  sind,  der  Gröfse  und  Richtung  nach,  die  äufsersten 
Spannungen,  und  vermöge  der  Theile  der  Berührungslinien 
in  k  und  h' ,  mit  welchen  ihre  Richtungen  zusammen  fallen 
müssen,  hat  man 

(T£)=*w-  (T£)=r£0ä"''(Ts)  =  *'10«''  J 

die  vorhergehenden  Gleichungen  werden  daher 

£co8«  -{-  Z'cosa  +  /     Xeds  =o 

l>  cosß  -f  h'  cos/?'  +  J*1  Yeds  =  o 

Zeds  =z  o 

o 

und  sie  drücken,  wie  man  sieht,  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes aus,  die  in  den  drei  ersten  Gleichungen  (1)  des 
$.261  enthalten  sind. 

Bemerkt  mau,  dafs  man  identisch 

ds       J         ds  \   da       J  ds  J 

zd.T^  -  xd.Tp-  =  d.T(zp  -  *p\ 
ds  ds  \   ds  ds  / 


(7) 


(8) 
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hat,  so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (l)  des  f.  298, 

d-  T  (x%7  ~  9  in)    (xY—?:r)sds  =  °> 

Integriert  man  diese  Grofsen  von  K  bis  zum  Punkte  K' 
und  bezeichnet  man  durch  a,  b>  c  die  Werthe  von  x,  y,  js, 
die  sich  auf  K  beziehen,  und  durch  a\  6',  c'  diejenigen,  die 
sich  auf  K'  beziehen,  so  hat  man,  indem  man  auf  die  Glei- 
chungen (7)  Rücksicht  nimmt, 

k(a  cos/9 —  b  Cosa)  -f.  k'(a 'cos  j?'—  i'cos a')  -f-  /    (xY—yX)tds  =  o 

J  o 

K^cos«-acosy)+ilVcosa'-fl'cos/)+ ß  {zX-xZ)tds=o  ,(a) 

i(5cosy  —  c  cos/9)  +  *'(t'cosy'—  c'cos^')  + j^* {yZ—zT)ids=o) 

was  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes ,  in  Beziehung  auf 
die  .Momente  der  gegebenen  Kräfte ,  ausdrückt ,  die  in  den 
drei  letzten  Gleichungen  (1)  des  J.  261  enthalten  sind. 

305. 

Die  Gleichungen  (8)  und  (9)  dienen  im  Allgemeinen  dazu, 
die  Coordinaten  «,  b}  c,  a'}  b'9  c'  der  zwei  äufsersten  Punkte 
K  und  K '  zu  bestimmen  5  es  giebt  jedoch  Falle ,  in  welchen 
ein  Theil  dieser  Grofsen  unbestimmt  bleiben  inuls.  Sind  z.  B. 
du?  gegebenen  Kräfte,  welche  auf  den  Faden  wirken,  die 
Schwere  und  andere  Kräfte,  die  von  den  Coordinaten  ihrer 
Angriffspunkte  unabhängig  sind,  so  ist  es  einleuchtend,  dafs 
die  absolute  Lage  des  Fadens  im  Räume  nicht  bestimmt  seyn 
kann.  Man  kann  alsdann  die  drei  Coordinaten  eines  der 
Punkte  K  und  K'  willkührlich  nehmen;  die  Gleichungen  (9) 
bestimmen  die  drei  Coordinaten  des  anderen  Punktes,  und 
damit  das  Gleichgewicht  möglich  sey,  müssen  die  gegebenen 
Kräfte  den  Gleichungen  (8)  Genüge  leisten. 

Ist  einer  der  Punkte  K  und  Ä'  fest,  z.  B.  der  erste, 
so  haben  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  noch  immer  statt,  so- 
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bald  man  die  Kraft  h  wie  eine,  der  Grüfse  und  Richtung 
nach,  unbekannte  ansieht,  die  den  Druck,  welchen  der  Tunkt 
K  erleidet,  darstellt.  In  diesem  Falle  sind  die  Werlhe  von 
a,  b,  c  gegeben;  die  Gleichungen  (9)  bestimmen  die  von 
b\  cr  und  die  Gleichungen  (8)  geben  die  drei  Seitenkräfte 
der  Kraft  h  an.  Wenn  die  beiden  Punkte  K  und  K'  fest 
sind  und  ihre  Lage  gegeben  ist,  so  kennt  man  ihre  Coordi- 
nalen,  und  die  Gleichungen  (8)  und  (9)  dienen  dazu,  die 
Drucke  h  und  k',  welche  die  Punkte  K  und  K'  erleiden, 
der  Gröfse  und  Richtung  nach,  zu  bestimmen. 

In  allen  Fällen,  sey  es  nun,  dafs  die  Coordinaten  von 
K  und  K'  gegeben  sind,  oder  dafs  man  sie  aus  den  Glei- 
chungen (8)  und  (9)  abgeleitet  hat,  unterwirft  man  die  krumme 
Linie,  welche  der  Faden  bildet,  der  Bedingung,  dafs  sie 
durch  diese  zwei  Punkte  gehen  mufs;  hierdurch  bestimmt 
man  die  vier  willkührlichen  Constanten,  welche  die  vollstän- 
digen Integrale  dieser  zwei  Differentialgleichungen  der  ersten 
Ordnung  enthalten.  Was  die  willkührliche  Constante  betrifft, 
welche  die  Function  tp  in  f.  300  enthält,  so  kann  man  ihren 
Werth  aus  der  gegebenen  Länge  des  Fadens,  d.h.  aus  der 
Gleichung 

/:  ^r-fir^  «* = ' 

ableiten,  in  welcher  man  y  und  z  als  Functionen  von  x  be- 
trachtet.   Auf  diese  Weise  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelüfst. 


III.    Gleichgewicht  eines  elastischen  Stabes. 

306.  . 

Wir  verstehen  hierunter  einen  geraden  oder  krummen 
Stab ,  dessen  Krümmung  man  nicht  ändern  kann ,  ohne  eine 
oder  mehrere  Kräfte  an  denselben  anzubringen  und  welcher 
seine  ursprüngliche  Gestalt  wieder  annimmt,  sobald  diese  auf- 
hören zu  wirken ,  während ,  im  Gegentheile ,  ein  vollkommen 
biegsamer  Faden,  ohne  Hülfe  irgend  einer  Kraft,  die  Krüm- 
mung, die  man  ihn  annehmen  läfst,  behält  und  nur  im  Sinne 
der  Länge  elastisch  ist.  Damit  ein  Stab,  in  Beziehung  auf 
die  Biegung,  elastisch  sey,  mufs  er  aus  einem  Stolle  bestehen, 
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der  sielt  nur  wenig  ausdehnen  oder  zusammenziehen  läfst. 
Dies  ist  jedoch  nicht  hinreichend;  es  müssen  auch  die  Di- 
mensionen seiner  Dicke,  wenn  sie  auch  im  Verhältnisse  zu 
seiner  Länge  sehr  klein  sind ,  eine  passende  Grül'se  haben. 
Denn  wie  auch  der  Stoff,  aus  welchem  der  Stab  besteht,  be- 
schaffen sey,  so  kann  man  immer  seine  Dicke  so  vermindern, 
dafs  er  gar  kein  merkliches  Bestreben  mehr  hat,  die  Gestalt, 
von  welcher  man  ihn  entfernt  hat,  wieder  anzunehmen,  wo- 
durch er  also  auf  den  Zustand  eines  völlig  biegsamen  Fadens 
zurück  geführt  wird. 

Wird  ein  elastischer  Stab  von  seiner  natürlichen  Gestalt 
durch  gegebene  Kräfte  entfernt,  so  kann  jeder  der  longitudi- 
nalen  Streifen,   aus  welchen  er  besteht,   drei  verschiedene 
Wirkungen  erleiden.    Jeder  Thcil,  sey  seine  Länge  auch  noch 
so  klein,  kann  zusammen  gezogen  oder  ausgedehnt  werden, 
seine  natürliche  Krümmung  kann  vermindert  oder  vermehrt 
werden  und  dieser  Theil  kann  um  sich  selbst  gewunden  wer- 
den.   Das  Bestreben  eines  jeden  Theils,  seine  ursprüngliche 
Gestalt  wieder  anzunehmen,  hängt  von  den  wechselseitigen 
Anziehungen  oder  Abstofsungen  ab,  die  zwischen  den  Mole- 
culen  aller  Körper  statt  haben  und  sich  nur  auf  unmefsbare 
Abstände  ausdehnen.    Die  Berechnung  aller  Kräfte,  die  sich 
hieraus  ergeben  und  den  gegebenen  Kräften  das  Gleichgewicht 
halten,  gehört  in  die  mathematische  Physik;  ich  verweise 
wegen  dieses  Gegenstandes  auf  meine  Abhandlung  über  das 
Gleichgewicht  und  die  Bewegung  elastischer  Körper*). 
In  diesem  Lehrbuche  werde  ich  die  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes eines  elastischen  Stabes  bilden,  indem   ich  von 
allgemein  angenommenen  Grundsätzen  ausgehe. 

Man  nennt  insbesondere  eine  elastische  Platte,  ein 
rechtwinkliges  Farallelopipedum  von  geringer  Dicke,  das  man 
im  Sinne  seiner  Länge  biegt,  so  dafs  es  zwischen  zwei  cylin- 
drischen  Oberflächen  enthalten  ist,  deren  Kanten  seiner  Breite 
gleich  sind.  Diese  Dimension  kann  eine  beliebige  GröJ'se 
haben;  theilt  man  sie  durch  sehr  nahe  Ebenen,  die  auf 
ihrer  Richtung  senkrecht  stehen,  so  wird  die  Platte  in  efastische 
rechtwinklige  Stäbe  getheilt.    Jakob  Beruouilli  hat  zuerst  die 


*)  Memoire»  de  raendemie  des  sciences,  T.  VIII. 
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Gestalt  der  elastischen  Platte,  die  im  Gleichgewichte  ist,  ver- 
möge der  Betrachtungen,  die  wir  entwickeln  werden,  be- 
stimmt, und  welche  alsdann  zur  vollständigen  Auflösung  der 
Aufgabe,  fü»  den  Fall  eines  beliebigen  elastischen  Stabes, 
dienen  werden. 

307. 

Man  betrachte  eine  elastische  Platte,  welche  an  einem 
ihrer  Enden  eingeklemmt,  d.  h.  so  befestigt  ist,  dafs  eines 
der  beiden  kleinen  Rechtecke,  die  sie,  senkrecht  auf  ihre 
Länge,  begräuzen,  keine  Bewegung  annehmen  kann.  Man 
nehme  auch  an,  sie  werde  im  Sinne  ihrer  Lange  durch  eine 
Kraft  gebogen,  die  an  das  andere  Ende  augebracht  wird,  und 
die  einzige  ist,  welche  auf  die  Platte  wirkt.  Damit  die  Piatie 
eine  cylindrische  Gestalt  annimmt,  wie  eben  gesagt  wurde, 
mufs  sie,  an  ihrem  freien  Ende,  durch  ein  unbiegsames 
Rechteck  begranzt  werden,  in  dessen  Mitte  man  die  gegebene 
Kraft,  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Breite  der  Platte  senk- 
recht steht,  anbringt.  Alle  longitudinalen  Schnitte,  oder  die- 
jenigen, welche  auf  der  Breite  senkrecht  stehen,  sind  gleich; 
derjenige,  welcher  die  Richtung  der  gegebenen  Kraft  enthält, 
wird  durch  die  Figur  77  dargestellt,  und  die  krummen  Linien 
AMB  und  A'M'B'  sind  die  Schnitte  der  zwei  cylindrischen 
Oberflächen  der  Platte,  welche  ihre  beiden  ebenen  Flächen 
in  ihrem  ursprünglichen  Zustande  bildeten. 

Man  nimmt  an,  dafs  alle  Punkte,  welche,  in  diesem  Zu- 
stande, einer  Linie  angehörten,  die  auf  diesen  beiden  Flächen 
der  Platte  senkrecht  stand,  noch,  nachdem  die  Platte  gebogen 
wurde,  auf  einer  und  derselben  Linie,  die  auf  beiden  cylin- 
drischen  Oberflächen  senkrecht  steht ,  liegen ,  was  man  auch 
wirklich  in  der  Erfahrung  beobachtet.  Hieraus  folgt,  dafs, 
wenn  MM'  auf  der  krummen  Linie  AMB  senkrecht  steht, 
diese  Linie  auch  auf  A'M'B'  senkrecht  stehen  und  alle  Punkte 
der  Platte  enthalten  wird,  die  ursprünglich  auf  einer  der 
Linien ,  die  auf  beiden  Flächen  senkrecht  stand ,  lagen.  Hier- 
aus folgt  auch,  dafs,  wenn  man  die  Platte,  in  ihrem  natür- 
lichen Zustande ,  in  longitudinale  Streifen  zerlegt  und  die 
krumme  Linie  CND  einen  dieser  Streifen,  nachdem  die  Ge- 
stalt der  Platte  verändert  worden  ist,  darstellt,  sie  die  Nor- 
male MM'  rechtwinklig  in  N  schneidet. 
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Sey  m  ein  Punkt  der  krummen  Linie  A MB,  der  un- 
endlich nahe  bei  M  liegt;  man  ziehe  die  Linie  rnrim',  die 
auf  den  drei  Linien  AMB,  CND,  A'M'B'  senkrecht  steht 
und  sie  in  my  n,  m'  schneidet.    Die  Verlängerungen  von 
MNM'  und  mnm'  treffen  sich  in  einem  Punkte  O,  der  der 
gemeinschaftliche  Mittelpunkt  der  Krümmung  für  diese  drei 
krummen  Linien  ist.     Man  nenne  q  den  Krümmungshalb- 
messer des  mittleren  Streifens,  d.h.  desjenigen,  der  gleich- 
weit  von  AMB  und  Ä M' B'  entfernt  ist,  o  den  Theil  dieses 
Streifens,  der  zwischen  den  zwei  senkrechten  Linien  MNM' 
und  mnm'  enthalten  ist,   u  den  Abstand  eines  beliebigen 
Streifens  CND  vom  mittleren  Streifen  und  o'  die  Lange  von 
Nn.    Betrachtet  man  diesen  Abstand  u  als  eine  positive  oder 
negative  Gröfse,  je  nachdem  CND  sich,  in  Beziehung  auf 
den  mittleren  Streifen,  auf  der  Seite  der  Convexitat  AHB 
der  Platte  oder  auf  der  Seite  der  Concavität  A' M' B'  befindet, 
so  ist  der  Krümmungshalbmesser  NO  von  CND  gleich  q  -f-  tt, 
und  die  unendlich  kleinen  Längen  a    und  o  verhalten  sich 
wie  Q      11  zu  Q>  80  dafs  man 

o=o-]  

Q 

hat. 

Die  longitudinalen  Streifen  erleiden,  wenn  sie  sich  krüm- 
men ,  t  sehr  kleine  Ausdehnungen  und  Zusammenziehungen, 
und  die  Längen  o'  und  er,  welche  früher  gleich  waren,  werden 
ungleich  geworden  seyn.  Man  bezeichne  durch  y  ihre  ur- 
sprüngliche Gröfse  und  setze 

o  =/(i+«J),   o'  =  y  (i  +  <T), 
wo  6*  und  $    sehr  kleine ,  positive  oder  negative,  Gröfsen 
sind ,  je  nachdem  der  mittlere  Streifen  und  der  Streifen  CND 

sich  verlängert  oder  verkürzt  haben.     Der  Bruch  ~  soll 

Q 

ebenfalls  sehr  klein  seyn,  vernachlässigt  man  daher  das  Pro- 

n 

dukt  von  d  und  — ,  so  hat  man 

Q 

woraus  hervorgeht,  dafs,  wenn  der  mittlere  Streifen  seine 
anfängliche  Länge  behalten  hat,  sich  die  Streifen,  welche  auf 
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der  8eite  der  Convexilät  liegen,  alle  verlängert,  und  die,  welche 
auf  der  Seito  der  Concavilät  liegen,  alle  verkürzt  haben  wer- 
den, und  zwar  alle  ihren  Abständen  vom  mittleren  Streifen 


Dies  vorausgesetzt,  mache  man  die  Gestalt  eines  jeden 
der  beiden  Theile  der  Platte,  die  AMM'A'  und  Bmmß' 
entsprechen,  unveränderlich,  sie  sollen,  zur  Abkürzung,  H 
und  K  heifsen.  Der  Theil  H  ist  unbeweglich,  der  Theil  K. 
wird  nach  H  gezogen,  oder  von  H  abgestofsen,  indem  sich 
der  mittlere  Theil  Mmm'M'  bestrebt,  seinen  natürlichen  Zu- 
stand wieder  anzunehmen  und  eine  Schichte  von  der  bestän- 
digen Dicke  y  zu  werden.  Der  Streifen  Nn  dieser  Schichte 
sucht  sich  zusammen  zu  ziehen  oder  auszudehnen,  je  nach- 
dem er  verlängert  oder  verkürzt  worden  ist,  d.  h.  je  nach- 
dem die  Grofse  d'  positiv  oder  negativ  ist.  Im  ersten  Falle 
wird  daher  der  Theil  K  durch  eine  an  den  Punkt  n  ange- 
brachte Kraft  angezogen,  und  im  zweiten  durch  eine  solche 
abgestofsen.  Man  nimmt  aber  an,  dafs  diese  Kraft,  die  von 
der  Wirkung  von  herrührt,  der  Gröfse  d'  proportional 
ist  und  auf  mnm'  senkrecht  steht,  als  wenn  dieser  Streifen 
JSn  isoliert  wäre. 

Nimmt  man  diese  Voraussetzung  an,  so  bezeichne  ich  durch 
ad'  die  Kraft,  von  welcher  die  Rede  ist,  auf  die  Einheit  der 
Oberfläche  bezogen,  und  daher  durch  ad'Xdu  die  senkrechte 
Kraft,  welche  auf  das  transversale  Element  der  Oberfläche 
K,  das  dem  Punkte  n  entspricht,  wirkt,  wo  a  eine  Con- 
stante,  die  von  dem  Stoffe  der  Platte  abhängt,  A  ihre  Breite 
und  Xdu  die  Fläche  dieses  Elementes  bedeutet.  Bezeichnet 
man  daher  durch  2  e  die  Dicke  der  Platte  und  durch  T  die 
ganze  Kraft,  welche  K  anzieht,  oder  abstufst,  je  nachdem 
sie  positiv  oder  negativ  ist,  so  hat  man 


Sey  aufserdem  p  das  Moment  der  Kräfte  f  die  auf  der 
Oberfläche  K  senkrecht  stehen,  in  Beziehung  auf  die  trans- 
versale Axe  genommen,  die  gleich  weit  von  beiden  Flächen 
der  Platte  entfernt  ist;  so  haben  wir  auch 


proportional. 


und,  wenn  man  statt  d'  seinen  Werth  setzt, 

T  =  2aked. 
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und  daher 

2aXe5 


Hieraus  sieht  man 
Erstens :  dafs  die  Kraft  ÜT,  welche  eine  beliebige  Schichte 
der  Platte  zusammen  zu  ziehen  oder  auszudehnen  strebt, 
der  positiven  oder  negativen  Ausdehnung  des  mittleren 
Streifens  proportional  ist  und  nicht  von  seiner  Krümmung 
abhangt. 

Zweitens:  dafs  das  Moment  //,  im  Gegentheile,  unab- 
hängig von  dieser  Ausdehnung  ist  und  im  umgekehrten 
Verhältnisse  des  Krümmungshalbmessers  steht. 

Drittens :  dafs ,  wenn  der  Stoff  und  die  Breite  der  Platte 
dieselben  bleiben ,  der  Werth  von  T  seiner  Dicke ,  und 
der  von  /*  der  dritten  Potenz  dieser  Dimension  propor- 
tional ist. 

Wenn  der  mittlere  Streifen  dieselbe  Länge  behält,  so 
hat  man  (F=  o  und  21=o,  die  parallelen  Kräfte,  welche 
K  anziehen  oder  abstofsen,  reducieren  sich  auf  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte,  deren  Moment,  in  Beziehung  auf  die 
transversale  Axe,  die  auf  diesen  Kräften  senkrecht  steht,  im- 
mer gleich  fx  ist.  Diese  Gröfse  ^  ist  das,  was  man  das 
Moment  der  Elasticität  nennt,  welches  in  jedem  Punkte, 
der  Krümmung  der  Platte,  oder  dem  Contingenzwinkel  des 
mittleren  Streifens  proportional  ist. 

308. 

Man  kann  jetzt  leicht  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
dieser  Platte  bilden.  Nennt  man  zuerst  T1  das,  was  T  im 
Punkte  M  wird,  so  sieht  man,  dafs  die  unendlich  kleine 
Schichte,  die  Mmm'M'  entspricht,  einerseits  durch  diese  Kraft 
T'  angezogen  oder  abgestofsen  wird,  und  andererseits  durch 
eine  Kraft,  die  T  gleich  und  entgegengesetzt  ist ;  und  da,  nach 
der  Voraussetzung,  keine  gegebene  Kraft  auf  diese  Schichte 
wirkt,  so  mufs  man  T=T  haben.  Die  Kraft  T  ist  daher 
in  der  ganzen  Länge  der  Platte  constant,  und  daher  der 
nach  dieser  Länge  wirkenden  Seitenkraft  der  gegebenen  Kraft, 
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die  an  dem  freien  Ende  wirkt,  proportional.  Die  Ausdehnung 
#  ist  ebenfalls  constant,  dieser  Kraft  proportional  und  positiv 
oder  negativ,  je  nachdem  diese  Kraft  die  longiludinalen  Strei- 
fen zu  verlängern  oder  zu  verkürzen  strebt.  Sie  hat  auf 
die  Gestalt  der  Platte  gar  keinen  Einflufs;  hat  man  sie  aber 
gemessen,  so  kann  sie  dazu  dienen,  den  Werth  der  Con- 
stanten a,  in  Beziehung  auf  den  Stull'  der  Platte,  zu  bestim- 
men. Bezeichnet  man  durch  77  ein  Gewicht,  welches  der 
Kraft  gleich  ist,  die  die  Platte  im  Sinne  der  Lange  fortzieht, 
und  durch  w  die  Fläche  jedes  transversalen  Schnittes  der 
Platte,  so  hat  man 

10  =  2  Xc,    T  =  77  =  ccwd,    et  =z 

wo 

Um  die  Gestalt  der  Platte  zu  bestimmen,  ziehe  man 
durch  den  Punkt  A,  in  der  Ebene  des  mittleren  Streifens,  zwei 
rechtwinklige  Axen  Ax  und  Ay,  von  welchen  die  erste  die 
krumme  Linie  AMB  berührt  und  die  Richtung  der  Platte 
in  ihrem  natürlichen  Zustande  darstellt,  und  die  zweite  nach 
ihrer  Concavitat  gerichtet  ist.  Seyen  x  und  y  die  auf  diese 
beiden  Axen  bezogenen  Coordinaten  eines  Punktes  des  mitt- 
leren Fadens-,  a  und  b  die  seines  freien  Endes,  welches  wir 
für  den  Angriffspunkt  der  gegebenen  Kraft  nehmen,  die  die 
Platte  im  Gleichgewichte  hält,  P  und  Q  die  Seitenkräfte 
dieser  Kraft  nach  den  Verlängerungen  von  a  und  b.  Durch 
den  Punkt,  der  x  und  y  entspricht,  ziehe  man  die  auf  der 
Ebene  der  Figur  senkrecht  stehende  Axe,  welcher  das  durch 
p  bezeichnete  Moment  entspricht,  und  mache  einen  Schnitt,  der 
auf  dem  mittleren  Streifen  senkrecht  steht.  Damit  der  Theil 
der  Platte,  welcher  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem  freien 
Ende  enthalten  ist,  im  Gleichgewichte  sey,  mufft  das  Moment 
^ti,  mit  den  Momenten  von  P  und  Q,  die  sich  auf  dieselbe 
Axe  beziehen,  eine  Summe  geben,  die  gleich  Null  ist,  indem 
man  auf  die  Richtung  Rücksicht  nimmt,  in  welcher  die  Kräfte, 
deren  Moment  [i  ist,  und  diö  Kräfte  P  und  Q,  diesen  Theil 
der  Platte  zu  drehen  streben.    Auf  diese  Weise  hat  mau 

+  P  (b  —y)  —  Q  (a —  x)  =  o. 
Nimmt  man  die  Abscisse  x  für  die  unabhängige  Verän- 
derliche, und  bemerkt,  dafs  die  Platte  gegen  die  Axe  Ax 
convex  ist,  so  hat  man 

31 
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7  ~  dx*  '  V    "r  c/*V  9 
wo  man  die  Wurzelgrüfse  als  positiv  betrachtet. 

Substituiert  man  diesen  Werth  in  den  von  /t,  und  diesen 
wieder  in  die  vorhergehende  Gleichung,  und  setzt,  zur.  Ab- 
kürzung, 

so  folgt  lueraus 

,gj  =  [<?(»-*)  -P(6-y)](i  +  ^  w 

als  Gleichung  der  krummen  Linie,  die  durch  die  elastische 
Platte,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes,  gebildet  wird. 

Ihr  Integral  enthalt  zwei  willkührliche  Coustanleu ,  die 

dy 

man  durch  die  Bedingungen  y  =z  e  und  —  =:  o,  wenn  x  =  o 

dy 

ist,  oder,  wenn  man  will,  y  =  o  und  -~  =  o,  für  diesen 

Werth  von  jc,  da  c  sehr  klein  ist,  bestimmt.  Setzt  man 
nachher,  in  diesem  Integrale,  x  =.  a  und  y  =  b,  so  hat  man 
eine  Gleichung  in  a  und  by  die  man  mit  derjenigen  verbindet, 
welche  sich  aus  der  gegebenen  Lange  der  Platte  ergiebt.  Als- 
dann hat  man  die  zwei  erforderlichen  Gleichungen,  um  diese 
Unbekannten  a  und  b  zu  bestimmen,  und  die  sogenannte 
elastische  Linie  ist  vollkommen  bestimmt. 

309. 

Wenn  die  Platte,  statt  eingeklemmt  zu  seyn,  an  ihrem 
Ende  A  völlig  frei  ist,  so  mufs  man,  um  sie  im  Gleichge- 
wichte zu  halten,  an  dieses  Ende  eine  Kraft  anbringen,  deren 
Seitenkräfte  P  und  Q  gleich  und  entgegengesetzt  sind.  Nimmt 
man  das  entsprechende  Ende  des  mittleren  Streifens  für  seinen 
Angriffspunkt,  so  mufs  aufserdem  die  Mittelkraft  von  P  und 
Q  durch  diesen  Punkt  gehen;  dies  erfordert,*  dafs  man 

Qa  =  P(b  —  e) 

habe. 

Diese  Gleichung  ist  hinreichend,  wenn  die  Platte  durch 
eine  feste  Axe  gehalten  wird,  die  durch  diesen  Endpunkt  des 
mittleren  Streifens  geht  und  im  Sinne  der  Breito  gerichtet  ist. 
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Liegt  sie  blos  auf  einer  Ebene,  die  auf  ihrer  Länge  senkrecht 
ist,  wodurch  sie  nicht  verhindert  wird,  sich  um  die  Kante 
einer  ihrer  beiden  Flächen  zu  drehen,  so  mufs  die  Reibuns 
dieser  Kante  gegen  die  Ebene,  oder  eine  andere  Kraft,  die 
Platte  am  Gleiten  vei hindern. 

Ist  die  Platte  nicht  eingeklemmt,  so  ist  die  Richtung  der 

Ebene,  die  sie  in  A  berührt,  nicht  bekannt;  setzt  man  noch 

immer  in  diesen  Punkt  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  x 

und  y,  so  hat  man  noch  immer  yz=e,  oder  y  =  o,  wenn 

X  —o  ist;  man  kann  aber  alsdann  die  Axe  der  x  nicht  mehr 

auf  der  Tangente  in  A  nehmen,  deren  Richtung  ni  clit  ti  priori 

gegeben  ist'.    Diese  Axe  ist  alsdann  die  gegebene  Richtung  der 

.  d  y 

Kraft  P,  und  die. Gleichung  - —  —  o  für  x  —  o,  mufs,  um 

a  x 

die  willkührlichen  Constaulen  zu  bestimmen,  durch  die  vor- 
hergehende Gleichung  ersetzt  werden,  die  sich  auf  die  Mo- 
mente der  Kräfte  P  und  Q  bezieht,  welche  man  auf  Qa  =  Pb 
reduciereu  kann. 

310. 

Man  nehme  an,  es  scy  P  =  o,  so  dafs  die  Platte  durch 
eine  Kraft  Q  gebogen  wird,  die  auf  der  ursprünglichen  Rich- 
tung senkrecht  steht.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  einer  hori- 
zontalen Platte,  die  an  einem  Ende  eingeklemmt  ist,  und  an 
deren  anderem  Ende  man  ein  gegebenes  Gewicht  Q  aufhängt. 

Ich  setze  in  diesem  Falle 

ß  =  c*Q, 

wo  c  eine  Linie  ist  ,  deren  gegebene  Lange  im  Allgemeinen 
sehr  grofs  ist,  wofern  das  Gewicht  Q  nicht  ebenfalls  sehr 
beträchtlich  ist.    Die  Gleichung  (l)  wird 

•■&•(• +£)*=—  •  <s> 

dy 

und,  wenn  man  integriert,  so  dafs  -j—  =o  ist,  wenn  x — o, 

et  x 

so  hat  man 

,2  *i 


dx  dxz 
Hieraus  findet  man 

3t* 
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(2ax — x2)dx 

yT  4c+  —  {2a  x  —at2)2 
2c2dx 

ds  z=z 


4c+  —  (2ax—  ä:3)2 
wo  efe  das  DifFerentialelement  der  krummen  Linie  ist. 
Formeln  lassen  sich,  vermittelst  der  elliptischen  Functionen, 
genau  integrieren ,  wegen  der  Gröfse  von  c  hat  man  aber 
beinahe  s  z=  x  und  man  kann  den  Werth  von  dy  auf 

1 

dy  =  2c*  {2ax  —  x*)dx 
reducieren,  woraus  man 

6c2y  =  3  ax2  —  x5 
als  Gleichung  der  krummen  Linie  findet. 

Die  Piatie  wird  sich  nur  wenig  von  der  horizontalen 
Richtung  entfernen,  die  Abscisse  a  kann  daher  für  ihre  Lange 
genommen  werden  und  die  Ordinate  b  wird  ihre  grüfsle  Ent- 
fernung ausdrücken.  Da 

3  Q  c2  =  «wc2 
ist,  wenn  man  2eX  =  w,  wie  vorher,  setzt,  so  hat  man 

awe2b  =  cc5  Q, 
wenn  x  ~  a  und  yz=.b  ist.  Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  die 
Natur  der  Platte  dieselbe  bleibt,  die  Gröfse  b,  um  welche 
sie  sich  biegt,  dem  Gewichte  Q  und  dem  Cubus  der  Länge 
a  proportional  ist,  und  im  umgekehrten  Verhältnisse  des 
Quadrates  der  Dicke  £  und  der  Fläche  w  des  transversalen 
Schnittes  steht. 

J7 

Substituiert  man  statt  aw  seinen  Werth  —  des  {.  308, 

o 

und  nennt  h  die  ganze  Verlängerung  ad  der  Platte,  die  durch 
das  Gewicht  JJ  hervorgebracht  wird,  so  hat  mau 

'  ha2Q 

Setzt  man  JI=zQ,  so  findet  man  daraus,  dafs,  wenn 
ein  Gewicht  Q,  das  an  das  freie  Ende  einer  elastischen  Platte 
angebracht  wird,  in  dem  Sinne  der  Länge  und  dann  senkrecht 
auf  diese  Länge  wirkt,  die  Ausdehnung  h  und  die  Biegung 
b,  welche  im  Verhältnisse  zur  Länge  a  sehr  klein  augeuom- 


Digitized  by  Google 


485 

men  werden,  sich  zu  einander  verhalten,  wie  die  Quadrate 
der  Dicke  und  dieser  Länge. 

311. 

Wie  auch  die  Kräfte  P  und  Q  beschaffen  sind,  immer 
erhält  man  ein  erstes  Integral  der  Gleichung  (l),  wenn  man 
sie  auf  die  Form  der  Gleichung  (2),  durch  Umbildung  der 
Coordinaten,  zurück  bringt.  Wir  beschränken  uns  darauf,  den 
Fall  zu  betrachten,  wo  die  Platte,  die  sich  auf  eine  Ebene 
stützt,  aber  nicht  eingeklemmt  ist,  sich  nur  wenig  von  ihrer 
natürlichen  Gestalt  entfernt.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall  bei  einer 
Feder,  die  mit  ihrem  unteren  Ende  A  auf  einer  horizontalen 
Ebene  liegt  und  an  ihrem  oberen  Ende  B  mit  einem  gegebe- 
nen Gewichte  belastet  ist.  Man  setzt  voraus,  dafs  die  Feder, 
wenn  sie  sich  unter  diesem  Gewichte  biegt,  sich  nur  wenig 
von  der  verticalen  Linie  AB  entfernt,  und  dafs  die  Tangente 
der  krummen  Linie,  welche  sie  im  Zustande  des  Gleichge- 
wichtes bildet ,  in  der  ganzen  Lange  nur  einen  sehr  kleinen 
Winkel  mit  dieser  geraden  Linie  macht.  Die  Figur  78  zeigt 
verschiedene  Gestalten,  welche  sie,  in  diesem  Zustande,  an- 
nehmen kann. 

Man  nehme  als  Axe  der  x  und  y  die  verticale  Linie  Ax, 
die  der  Schwere  entgegengesetzt  gerichtet  ist  und  die  horizon- 

dy 

tale  Ay.    Die  Grofse        wird,  der  Voraussetzung  nach,  sehr 

ci  x 

klein  seyn;  wir  vernachlässigen  ihr  Quadrat  in  der  Gleichung 
(l),  auch  hat  man  Q  =  o ,  weil  die  Kraft,  die  an  dem  Ende 
B  wirkt,  vertical  ist.  Hieraus  folgt,  vermöge  der  Gleichung 
Qa=  Pb  des  {.309,  6  =  o,  und  da  das  Gewicht  P  von  B 
nach  A  gerichtet  ist,  so  mufs  man  das  Zeichen  dieser  Kraft 
in  der  Gleichung  (1)  ändern,  welche  voraussetzt,  dafs  sie  in 
entgegengesetzter  Richtung  wirkt.  Auf  diese  Weise  wird  diese 
Gleichung  einfach 

dx*  71 
indem  man,  zur  Abkürzung, 

setzt.    Man  bezeichnet  hier  durch  w  die  Fläche  des  Schnittes 
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der  Feder,  der  senkrecht  auf  ihrer  Länge  steht,  durch  e  seiue 
halbe  Dicke,  in  dem  Sinne,  in  welchem  sie  gebogen  ist  und 
durch  u  eine  Grüfse,  die  von  dem  Sloffe,  aus  welchem  sie 
gebildet  ist,  abhängt.  Diese  drei  Grüfsen  sind,  nach  der 
Voraussetzung,  constaut,  und  daher  ist  c  eine  Linie  von  con- 
slanter  und  gegebener  Grüfse. 

Da  Y  =  o  ist,  wenn  x  =  o  ist,  so  findet  man  aus  dieser 
Gleichung 

,    .  vi x     dy       nh  nx 

wo  l  eine  willkührliche  Constante  ist,  die  Null  oder  im 
Verhall nisse  zu  c  sehr  klein  ist. 

Wenn  man  k  =  o  hat,  so  bleibt  die  Feder  gerade  und 
die  Länge  AB  w  ird  ein  wenig  durch  den  Druck  des  Gewich- 
tes P  vermindert  seyu.  Ist  dieser  Coelficient  h  nicht  Null, 
so  biegt  sich  die  Feder ;  im  Punkte  B  hat  man  x  =  a  und 
y  b  =  o ;  bezeichnet  man  durch  i  eine  ganze  Zahl ,  so 
mufs  man  daher 

a  =  ic 

als  Werth  von  a  oder  AB  haben.    Nennt  man  l  die  Länge 
der  Feder,  so  hat  man  auch 

J    o  dxz  J    o  ©■  c 

k 

wenn  man  die  vierte  Polenz  von  —  vernachlässigt  und  für  a 
seinen  Werth  setzt,  so  erhält  man 

woraus  sich 

i-^r— ;      .  (3) 

w  IC 

ergiebt.     Der  Coclficient  von  h  ist  daher  Null  oder  wird 
durch  diese  Formel  ausgedrückt. 

* 

312. 

Aus  diesem  Resultate  ergiebt  sich  Folgendes: 
1)    So  lange  /  kleiner  als  c  ist ,  ist  die  Formel  (3)  für 
alle  Werthe  der  ganzen  Zahl  i  imaginär,  man  kann  also 
für  den  Werth  des  Coefficienleu  1c  nichts  Anderes  als  Null 
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nehmen  und  die  Feder  wird  durch  das  Gewicht  P  gar 
nicht  gebogen. 

2)  Man  nehme  nun  au,  l  übertreffe  c,  sey  es  nun,  dafs 
mau  die  Länge  der  Feder  vermehrt,  oder  die  Gröfse  c 
vermindert  hat,  indem  man  das  Gewicht  P  wachsen  liefs, 
so  wird  der  Werth  von  h,  der  von  Null  verschieden  ist 
und  1=1  entspricht,  reell  seyn  und  die  Feder  kann 
durch  dieses  Gewicht  gebogen  werden.  Bezeichnet  man 
durch  J  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  zetzt 

so  hat  man 

i  =  1,    a  =  c,    l  =3  fa, 
und  die  Gleichung  der  krummen  Linie,  welche  die  Feder 
bildet,  ist  daher 

woraus  man  sieht,  dafs  sie  die  verticale  Linie  nicht  zwi- 
schen den  zwei  Punkten  A  und  B  schneiden  wird. 

3)  Wächst  das  Verhältnis  von  -  immer  fort,  bis  es 

c 

grofser  als  2  wird,  so  ist  der  Werth  von  l,  der  i  =  2 
entspricht,  reell  und  die  Feder  kann  eine  Gestalt  aunehmeu, 
.   die  von  der  vorhergehenden  verschieden  ist.  Bezeichnet 
man  durch  /'  einen  sehr  kleinen  Bruch  und  setzt 

/=  2c(l+!»V'2)>  . 

so  hat  man 

i  ==  2,    a  =s  2c,    h  =  fa, 
also  2nx 

y  =  J   «sin  , 

woraus  hervorgeht,  dafs,  in  diesem  Falle,  die  krumme 
Liuie  die  Verticale  in  der  INlitte  von  AB  schneidet,  welche 
x  =  |  a  entspricht. 

4)  Fährt  man  so  fort,  so  sieht  man,  dafs,  wenn  /  ie 
ein  wenig  übertrifft  und  man  durch  <p  einen  sehr  kleinen 
Bruch  bezeichnet , 

ist,  man  kann  daher 

-  a       IC,    h  =  f[<t 
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nehmen,  woraus  sich 

  .  inx 

y       fr,  a  6in  

a 

ergiebt;  dies  ist  die  Gleichung  einer  krummen  Linie,  die 
die  gerade  AB  in  einer  Anzahl  von  i  -f-  1  gleichweit  ab- 
stehender Punkte  schneidet  ,  wenn  man  die  Punkte  A  und 
B  mitzählt. 

UebcrtrilTt  /  ein  Vielfaches  von  c,  um  eine  Gröfse,  die 

nicht  sehr  klein  ist,  so  hört  der  Werth  von  k,  der  durch 

die  Formel  (3)  gegeben  ist,  auf,  sehr  klein  im  Verhältnisse 

dy 

zu  c  zu  seyn,  und  da  der  Werth  von  -~  alsdann  kein  sehr 

a  x 

kleiner  Bruch  mehr  ist,  so  kann  die  Gestalt  der  Feder  nicht 
mehr  durch  die  vorhergehende  Analyse  bestimmt  werden.  Man 
bemerke,  dafs  die  geradlinige  Figur,  die  k  =  o  entspricht, 
möglich  ist;  sie  ist  aber  nur  dann  dauernd  und  nothwendig, 
wenn  /  kleiner  als  c  ist. 

313. 

Unter  der  Kraft  einer  Feder,  die  man  sich,  um  einen 
bestimmten  Fall  zu  betrachten,  vertical  denken  mag,  versteht 
man  das  gröfsle  Gewicht,  das  sie,  ohne  sich  zu  biegen,  tragen 
kann.  Dieses  Gewicht  P  ist  durch  die  Gleichung  c  =  l  be- 
stimmt, woraus  sich 

p    n2cc(oe2 

ergiebt,  und  man  sieht  hieraus,  dafs,  wenn  sonst  alles  gleich 
ist  die  Kraft  eiuer  Feder  "Im  umgekehrten  Verhältnisse  des 
Quadrates  ihrer  Länge  steht.  Ist  die  Feder  ein  rechtwink- 
liges ParaUelopipedum ,  so  sieht  man  auch,  dafs,  wenn  man 
den  Versuch  macht,  allmälich  die  zusammenstofsenden  Flä- 
chen zu  biegen,  die  Kraft  dem  Quadrate  der  Dicke,  die  die 
Feder  senkrecht  auf  der  Fläche,  die  man  biegen"  will ,  hat, 
proportional  ist.  Was  die  absolute  Gröfse  von  P  betrilft,  so 
berechnet  man  sie,  indem  man  in  die  vorhergehende  Formel 
den  Werth  von  a  setzt,  den  man  entweder  aus  der  Ausdeh- 
nung h  dieser  Feder,  oder  aus  der  Biegung  c,  die  ein  Gewicht 
U  hervorbringt,  ableitet;  nach  f.  308  und  f.  310,  und  weil 
aö=.h  und  a  =  l  ist,   sind  diese  Werfte 

_  n_i     _  ni5 
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d alier  hat  man 

P  —  ü  7762      P  —  71 111 

-  57a  1     ~  36  - 

314. 

Die  Resultate  des  f,  307  lassen  sich  leicht  auf  einen  elasti- 
schen Stab  ausdehnen,  wenn  man  annimmt,  dafs  er  im  na- 
türlichen Zustande  gerade  oder  einfach  gekrümmt  ist  und, 
wenn  mau  ihn  biegt,  noch  immer  einfach  gekrümmt  bleibt 
und  keine  Windung  erleidet. 

Man  nimmt,  in  diesem  Falle,  für  den  mittleren  Streifen, 
denjenigen,  der  durch  die  Schwerpunkte  aller  Schnitte  geht, 
die  auf  seiner  Länge  senkrecht  stehen,  welche  constant  oder 
veränderlich  seyn  können,  sobald  ihre  Dimensionen,  in  Bezie- 
hung auf  den  Krümmungshalbmesser  des  Stabes,  sehr  klein 
sind.  Sey  o)  die  Fläche  eines  dieser  Schnitte,  der  durch 
einen  beliebigen  Punkt  des  mittleren  Streifens  gelegt  ist.  Man 
zerlege  co  in  Elemente,  die  auf  der  Ebene  dieses  Streifens 
senkrecht  stehen;  sey  vda  die  Fläche  des  Elementes,  das  dem 
Abstände  u  dieses  Streifens  entspricht.  Die  Veränderliche  u 
kann  hier  positiv  oder  negativ  seyn  und  v  bezeichnet  eine 
gegebene  Function  von  u.  Seyen  auch  X*  und  —  k'  die  äufser- 
sten  Werthe  von  v,  so  haben  wir 

k^vdu  =  o>,  j*  ^vudu—o, 

indem  die  zweite  Gleichung  daraus  entsteht,  dafs  der  Anfangs- 
punkt der  Veränderlichen  u  der  Schwerpunkt  von  w  ist. 

Man  bezeichne  durch  o,  o\  d,  d' ,  Q  dieselben  Gröfsen, 
wie  in  §.  307,  und  durch  y,  y\  r  das,  was  0,  a\  q  im  na- 
türlichen Zustande  des  elastischen  Stabes  waren;  man  hat,  für 
die  zwei  Zustände  dieses  Stabes, 

uy       ,  ua 

7  =  r  +  — >  °     a  +  T' 

und,  wenn  man  von  einem  zum  anderen  übergeht, 

a  =  y  (i  +  i),  a'  =  r'  U  +  tf). 

in  du, 

Vernachlässigt  man  daher  die  Produkte  —  und  — ,  so 
findet  mau  daraus 


0 
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welcher  Werth  mit  dem  des  angeführten  }.  zusammenfällt, 
für  den  Fall,  wenn  der  Stab  im  natürlichen  Zustande  gerade 
ist,  wo  man  r  —  QO  hat. 

Sey  auch  21  die  Summe  der  auf  w  senkrecht  stehenden 
Kräfte,  welche  einen  der  zwei  Theile  des  Stabes,  die  durch 
diesen  senkrechten  Schnitt  getrennt  sind,  anziehen  oder  ab- 
stofsen.  Man  nenne  fi  das  Moment  dieser  Kräfte,  welche 
senkrecht  auf  der  Ebene  des  mittleren  Streifens  stehen,  in 
Beziehung  auf  die  Axe,  die  durch  den  Schwerpunkt  von  w 
geht,  so  hat  man,  nach  der  in  {.307  gemachten  Voraussetzung, 

wo  a  eine  Grüfse  ist,  die  vom  Stoffe  des  Stabes  abhängt, 
welche  in  der  Ausdehnung  eines  jeden  Schnittes  w  dieselbe 
bleibt,  aber  von  einem  Punkte  des  mittleren  Streifens  zum 
anderen  sich  ändern  kann.  Substituiert  man  für  d''  seinen 
vorhergehenden  Werth  und  setzt,  zur  Abkürzung, 

J*  *#  vu2du  =  Itoq2, 

so  folgt  hieraus 

Ist  der  elastische  Stab  in  seinem  natürlichen  Zustande, 
oder  nachdem  er  seine  Gestalt  geändert  hat,  doppelt  gekrümmt, 
so  hat  die  Kraft  21  noch  immer  diesen  Werth.  Da  aufser- 
dem  der  mittlere  Streifen  derjenige  ist,  welcher  durch  die 
Schwerpunkte  aller  senkrechten  Schnitte  geht,  und  bezeichnet 
man  durch  /*  und  p  seine  Krümmungshalbmesser,  für  einen 
und  denselben  Punkt,  vor  und  nach  dieser  Aenderung,  so 
kann  man  diesen  Werth  von  /t  für  dns  Moment  der  Elasli- 
cilät  in  Beziehung  auf  eine  Axe  nehmen ,  die  durch  diesen 
Punkt  geht  und  auf  der  Krümmungsebene  des  mittleren  Fadens 
senkrecht  steht.  Aufserdem  inufs  man  aber  auf  die  Windung 
des  Stabes  Rücksicht  nehmen,  wie  wir  es  sogleich  thun  wollen. 

315. 

Vergleicht  man  diesen  Werth  von  /e  mit  dem  des  f.  307, 
so  sieht  man,  dafs  die  zweite  Differentialgleichung  der  ebenen 
krummen  Linie,  welche  der  mittlere  Streifen  eines  claslischeu 
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Stabes  bildet,  der  keine  Windung  erlitten  bat,  sich  nur  darin 
von  derjenigen  unterscheidet,  die  der  elastischen  Platte,  im 

eigentlichen  Sinne,  entspricht,  dafs  sie  —  statt  i  und 

Q       r  Q 

die  Grüfse  q  statt  der  halben  Dicke  e  enthält.  Ist  der  Stab 
gleichartig,  und  bildet  er,  in  seinem  natürlichen  Zustande, 
ein  Prisma  oder  einen  Cylinder,  so  sind  die  drei  GroTsen 
a,  o),  q  constant  und  man  hat  r  =  CO.  Hieraus  findet  man, 
dafs  die  Biegung  eines  Stabes,  der  im  natürlichen  Zustande 
gerade  ist,  welche  durch  ein  Gewicht  Q,  das  senkrecht  auf 
seine  Richtung  wirkt,  hervorgebracht  wird,  und  die  Kraft 
dieser  Feder,  sich  aus  den  Werthen  you  b  und  P  ergeben, 
die  in  den  ff.  310  und  313  gefunden  worden  sind,  wenn 
man  q  an  die  Stelle  von  e  setzt.  Durch  diese  Substitution 
ergiebt  sich,  wenn  l  die  Länge  des  Stabes  bedeutet, 


b  = 


/5Q  7i2a(oq* 

2  9  3  /*  ■ 


et  vj  q 

oder,  was  dasselbe  ist, 

Für  zwei  verschiedene  Stäbe,  welche  dieselbe  Länge 
haben,  stehen  daher  die  Biegungen,  die  dasselbe  Gewicht 
hervorbringt,  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Kräfte  der 
Feder,  so  dafs  es  hinreicht,  die  Gröfsen  dieser  Kräfte,  für 
jede  Voraussetung,  die  man  über  den  Umring  des  senkrechten 
Schnittes  macht,  zu  vergleichen. 

Man  nehme  an,  der  senkrechte  Schnitt  sey  ein  gleichsei- 
tiges ©reieck  und  man  wolle  den  Stab  biegen ,  so  dafs  die 
Fläche,  welche  der  Grundlinie  dieses  Dreiecks  entspricht,  eine 
cylindrische  Oberfläche  wird,  die  concav  oder  convex  seyn 
kann.  Seyen  a  und  c  die  Grundlinie  und  Höhe  dieses  Drei- 
ecks. Im  Falle  der  Convexilät,  nach  welcher  die  positiven 
Werlhe  you  U  gerichtet  sind  (f.  307),  hat  man 

und  es  folgt  daraus 

n  2  a  a  c  3 
~~3672~- 
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Im  Falle  der  Concavität  hat  man 

c 

woraus  sich 

p    n2aac2 

~~     12  L2 

erglebt;  dies  zeigt,  dafs,  in  diesem  zweiten  Falle,  die  Kraft 
der  Feder  das  Dreifache  von  dem  ist,  was  sie  im  ersten 
Falle  war. 

Ist  der  senkrechte  Schnitt  ein  Quadrat,  welches  durch 
j2  dargestellt  wird,  und  will  man  die  Feder  so  biegen,  dafs 
zwei  ihrer  entgegengesetzten  Flächen  cylindrische  Oberflächen 
werden,  so  hat  man 

»=*'=!/-.  -  =  /. 

Ist  er.  ein  Kreis,  dessen  Halbmesser  h  ist,  so  hat  man 


V  =  i,    v  =  2  V  k2  —  u2,    P  = 


n  5  a  h  4 


4/2  ' 

und  wenn  man  annimmt,  dafs  der  Flächeninhalt  des  senk- 
rechten Schnittes  in  beiden  Fällen  derselbe  ist,  so  dafs  man 
f2  =  nl2  hat,  so  sieht  man,  dafs  die  Kraft  der  Feder, 
welche  im  ersten  Falle  statt  hat,  diejenige,  die  im  zweiten 
statt  findet,  im  Verhältnisse  von  n  zu  3  .übertrifft. 

Man  nehme  ferner  an,  dafs  die  cylindrische  Feder  eine 
hohle  Rohre  sey,  deren  concentrische  Oberflächen,  die  innere 
und  äufsere  nemlich,  die  Halbmesser  g  und  g'  haben.  Um 
die  Kraft  dieser  Feder  zu  bestimmen,  mufs  man  allmälich  g 
und  g'  an  die  Stelle  von  h  in  den  letzten  Werth  von  P 
setzen  und  die  Resultate  von  einander  abziehen,  woraus  sich 

p  =  n5«(g'2  +  g2){g'2-g2) 

AI2 

ergiebt.  Ist  die  Fläche  n  (g2  —  g2)  des  senkrechten  Schnit- 
tes gleich  n i2f  so  hat  man  daher 

n*ak2{k2  +  2g2) 
TT2  9 

woraus  man  findet,  dafs,  wenn  das  Volumen,  die  Länge 
und  der  Stoff  dieselben  sind ,  die  Kraft  einer  hohlen  Feder 
grüfser  ist,   als  die  einer  ausgefüllten,   und  zwar  im  Ver- 
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hältuisse m  von  1  -J  ~-  zur  Einheit ;    wo  2  g  der  innere 

Durchmesser  und  nh2  der  Flacheninhalt  des  normalen  Schnit- 
tes ist. 

316. 

Man  bUde  jetzt  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  eines 
elastischen  Stabes,  dessen  Punkte  alle  durch  gegebene  Kräfte 
getrieben  werden. 

Man  nenne  A  und  B  die  beiden  Endpunkte  des  mitt- 
leren Streifens.  Seyen  x,  z  die  drei  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  eines  beliebigen  Punktes  AI  dieser  krummen  Linie,  8 
der  Bogen  JM\  w  der  senkrechte  Durchschnitt  des  Stabes, 
der  durch  den  Punkt  M  geht,  y  seine  Dichtigkeit  in  diesem 
Punkte  und  daher  ywd.s  die  Masse  einer  unendlich  dünnen 
Schichte  des  Stabes.  Mau  bezeichne  durch  Xywds,  Yywds, 
Zytods  die  gegebenen  Kräfte,  welche  auf  diese  Masse,  pa- 
rallel mit  den  Axen  der  x,y,  z  wirken,  so  dafs  X,  Y,  Z 
diese  Kräfte,  auf  die  Einheit  der  Massen  bezogen,  sind.  Die 
Summe  ihrer  Seitenkräfte,  die  nach  der  Linie,  welche  in  M 
den  mittleren  Streifen  berührt,  gerichtet  sind  und  den  Bogen 
s  zu  vergrülsern  streben,  ist 

Man  bezeichne  auch  durch  T  die  Kraft,  die  von  der 
Wirkung  eines  Theils  des  Stabes  auf  den  anliegenden  Theil 
herrührt,  welche  an  eine  der  Flächen  der  Schichte  ywds, 
senkrecht  auf  w  angebracht  ist  und  den  Bogen  *  zu  vermin- 
dern oder  zu  vergröfsern  strebt,  je  nachden  sie  positiv  oder 
negativ  ist.  Die  andere  Fläche  von  ywds  wird,  in  entgegen- 
gesetztem Sinne,  durch  eine  Kraft,  die  gleich  21  -\-dT  ist, 
angezogen  oder  abgestofsen;  damit  also  diese  Schichte  im 
Gleichgewichte  sey,  mufs  die  Kraft  dl'  der  gegebenen  Tan- 
gentialkraft gleich  und  entgegengesetzt  seyn,  oder  es  mufs 

dT  +  yo>  (Xdx  +  Ydy  +  Zdz)  =  o  («) 
seyn,  was  mit  der  Gleichung  (3)  des  §.  300  übereinstimmt. 

Da  der  Stoff  der  Platte  nur  wenig  ausdehnbar  ist,  so  kann 
man  in  dieser  Gleichung  («),  für  y  und  u  die  Dichtigkeit 
und  den  senkrechten  Schnitt  des  Stabes  im  Punkte  M  wie 
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sie  im  natürlichen  Zustande  sind,  nehmen.    Sind  diese  beiden 
Grüfsen  constant   und  ist  die   in   Klammern  eingeschlossene 
Formel  ein  vollständiges  Differential,  so  erhält  man  durch  die 
Integration  sogleich  den  Werth  von  T,  und  da  man  T—ctw& 
(f.  307)  hat,  so  findet  mau  daraus  die  positive  oder  negative 
Ausdehnung  des  Elementes  ds,  welches  sich  in  dem  Verhält- 
nisse von   1  -J-  (?  zur  Einheit  verlängert  haben  wird.  Hier- 
durch erfahrt  man  aber  weder  die  Ausdehnung  des  senk- 
rechten Schnittes  w,  noch  die  Aendcrung  der  Dichtigkeit  des 
Stabes  im  Punkte  M.     Nach  dem,  was  ich  aber  in  der  im 
Anfange  dieses  Abschnittes  angeführten  Abhandlung  gezeigt 
habe,  ist  die  Verlängerung  oder  Verkürzung  von  ds  immer 
von  einer  Verminderung  oder  Vermehrung  von  w  begleitet, 
die  aber  so  beschaffen  ist,  dafs  das  Volumen  mds  in  dem- 
selben Sinne  wie  ds  und  die  Dichtigkeit  y  in  entgegenge- 
setztem Sinne  sich  ändert.     Hieraus  folgt,  dafs,  wenn  ein 
gleichartiger,  prismatischer  oder  cylindrischer  Stab,  an  einem 
Ende  befestigt  ist,  und  an  dem  anderen  durch  eine  Kraft 
gezogen  wird,  die  nach   der  Verlängerung  seiner  Lange  ge- 
richtet ist,  er  zugleich  eine  Ausdehnung  und  Vermehrung  des 
Volumens  erleidet,   die   dieser  Kraft  proportional  ist,  was 
wirklich   durch   die  Erfahrung  bestätigt  ist.     Liegt  dagegen 
dieser  Stab  senkrecht  auf  einer  horizontalen  Ebene,  und  ist 
er  in  seinem  oberen  Theile  mit  einem  Gewichte  beladen,  wel- 
ches ihn  nicht  biegt,  so  wird  er  sich  verkürzen  und  zugleich 
wird  sein  Volumen,  der  GrÜfsc  dieses  Gewichtes  proportional, 
vermindert  werden. 

317. 

Man  nehme  auf  dem  Bogen  sJM  des  mittleren  Streifens 
einen  Punkt  m,  der  unendlich  nahe  bei  31  ist;  durch  diesen 
Punkt  m  lege  man  einen  senkrechten  Schnitt,  und  denke 
sich,  dafs  der  zwischen  diesem  Schnitte  und  dem  Endpunkte 
A  enthaltene  Theil  des  Stabes  völlig  unbeweglich  gemacht 
worden  sey,  und  dafs  der  Theil,  welcher  zwischen  dem  an- 
deren Ende  B  und  dem  Schnitte,  der  durch  den  Punkt  M 
gelegt  ist,  enthalten  ist,  blos  seine  Gestalt  nicht  ändern  kann. 
Dies  angenommen,  suche  man  die  Bedingungen  des  Gleich- 
gewichtes dieses  zweiten  Theils,  den  wir  K  nennen.  In 
Folge  der  Windung  des  Stabes  werden  die  Punkte  der  Schichte, 
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die  zwischen  den  zwei  durch  M  und  m  gelegten  senkrechten 
Schnitten  enthalten  ist,  durch  Kräfte  getrieben,  welche  die 
verschiedenen  longitudinalen  Streifen  wieder  auf  zu  winden 
streben  und  in  Ebenen  wirken,  die  auf  Mm,  d.h.  auf  der 
Linie,  die  in  M  den  mittleren  Streifen  berührt,  senkrecht 
stehen.  Diese  Kräfte  werden  K  um  diese  gerade  Linie  zu 
drehen  streben,  und  zwar  in  entgegengesetztem  Sinne  der 
Windung.  Sey  T  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diese  gerade 
Linie,  das  man  das  Windungsmoment  des  Stabes,  für 
den  Punkt  M,  nennen  kann.  Zieht  man  durch  diesen  Punkt 
Linien,  die  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  parallel  sind ,  und  be- 
merkt man,  dafs  die  Axe  dieses  Momentes,  mit  diesen  Ge- 
raden, Winkel  einschliefst,  deren  Cosinus  ~,         —  sm(i 

ds    ds  '  ds  9 

so  findet  man  daraus  (f.  2S1) 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

für  die  Momente  der  Kräfte,  welche  auf  K  im  Sinne  der 
Drehung  wirken,  in  Beziehung  auf  diese  drei  Parallelen. 

Man  bezeichne  durch  /(.  das  Moment  der  Elasticilät  in 
Beziehung  auf  den  Punkt  M,  d.  h.  das  Moment  der  Kräfte, 
deren  Summe  T  ist,  in  Beziehung  auf  eine  Axe,  die  durch 
diesen  Punkt  gezogen  ist  und  auf  der  Krümmungsebene  des 
mittleren  Streifens  senkrecht  steht;  /*  und  q  Seyen  die  Krüm- 
mungshalbmesser in  diesem  Punkte,  im  natürlichen  Zustande 
und  nachdem  die  Platte  ihre  Gestalt  geändert  hat,  und  ß  be- 
zeichne eine  positive  Grofse,  welche  vom  Stoffe  und  dem 
senkrechten  Schnitte  im  Punkte  M  abhängt,  so  haben  wir 

und  wenn  man  /*,  g,  Ii  die  Winkel  nennt,  welche  die  Axe 
dieses  Momentes  mit  den  Linien  macht,  die,  den  Axen  der 
x,  y,  z  parallel,  durch  den  Punkt  M  gezogen  sind,  so  sind 
die  Momente  der  Elaslicität  in  Beziehung  auf  diese  drei  ge- 
laden Linien 

fl  cos        fl  co&g,    /u  cos//. 
Sey  M*  ein  beliebiger  Punkt  des  Bogens  MB,  x,y,  z' 
seine  drei  Coordinaten,  s'  der  Bogen  AM'  und  X' ,  Y' ,  Z' 


s 
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das,  was  yf  w,  X,  Yy  Z  in  Beziehung  auf  den  Punkt  M' 
werden.  Nennt  man  /  die  Lange  des  mittleren  Streifens 
und  setzt 

[Y'  (x'  —  x)  —  X'  (y'  —  y)]/ta'ds'  =  Zx, 
'[X' («'_«)_  Z'{x'  —  x)}/m'd»'=  Ylt 

3 

1  \Z'  (yf  —  y)  —  Y'  (s'  —  z)]y'  o)ds'  =  Xx  , 

s 

so  sind  diese  drei  Grofsen  X\ ,  Yx  >  Z\  die  Momente  der 
gegebenen  Kräfte,  die  auf  K  wirken,  in  Beziehung  auf  die 
Axen,  welche  durch  den  Punkt  M,  nach  den  Richtungen 
der  x,y,z  gezogen  sind. 

Endlich  nehme  man  an,  es  wirkten  noch  besondere  Kräfte 
auf  das  freie  Ende  von  K,  man  bezeichne  durch  M,  Q,  Ji 
die  Summen  ihrer  Seitenkräfte,  die  mit  den  Axen  der  x,  y9  c 
parallel  sind  und  durch  a,  b\  c  die  Coordinaten  des'  An- 
griffspunktes ihrer  Mittelkraft,  so  sind  ihre  Momente  in  Be- 
ziehung auf  dieselben  Axen  wie  Zi,  Yl9  Xx, 1 

Q  (a'-x)  -  P(b'—y) 

P  (c'  —  z)  —  R(a—x) 

A&'-y)  —  Q(c'-*), 

*  und  wenn  man  durch  a,  b,  c,  die  Coordinaten  des  Endpunktes 
B  des  mittleren  Streifens  bezeichnet,  so  kann  man  diese 
Momente  durch 

Q{a-x)  -  P{b-y)  +  R' 

p  (c  —  z)  —  R(a  —  x)  -f  Q' 
Ä  (6—  y)  -  Q  (c-z)  +  P' 

ersetzen,  indem  man,  zur  Abkürzung, 

Q{a'  —  a)  —  P(b'  —  b)  =  R' 
P  (c'  —  c)  —  R  («'  —  a)  =  Q' 
R(b' —  b)  —  Q  (c' —  c)  =z  P' 

setzt. 

Im  Allgemeinen  sind  die  Coordinaten  a',  b' v  von 
a,  b,  c  verschieden,  weil  die  äufsersten  Kräfte  P,  Q,  R  nicht 
unmittelbar  an  den  elastischen  Stab  angebracht  sind  und  an 
den  Endpunkten  eines  Hebelarmes  wirken.  Mögen  nun  diese 
Kräfte  eine  einzige  Mittelkraft  haben  oder  nicht,  immer  sind 
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die  Grüfsen  P',  Q',  R  ihre  Momente  in  Beziehung  auf  Axen, 
die  durch  den  Punkt  B,  mit  denen  der  x,y,  z  parallel,  ge- 
zogen sind.    Nimmt  man  daher  an,  dafs  in  diesem  Punkte 
dx  ,      dy  .      dz  , 

ist,  und  setzt  man 

P'cosa'  -f  Q'cosß'  +  R'cosy'  =  L, 
so  drückt  diese  Grofse  L  das  Moment  der  äufsersten  Kräfte  ' 
in  Beziehung  auf  die  Tangente  am  Punkte  B  (f.  281)  aus, 
woraus  man  schon  schliefen  kann,   dafs  L  das  Moment  der 
äufsersten  Windung,  oder  der  Werth  von  %  in  Beziehung 
auf  denselben  Punkt  seyn  wird. 

Dies  vorausgesetzt,  so  ist  es  für  das  Gleichgewicht  des 
Theils  K  des  elastischen  Stabes  hinreichend,  dafs  die  Summe 
der  Momente  aller  Kräfte,  die  auf  seine  verschiedenen  Schich- 
ten und  an  den  Endpunkten  wirken ,  in  Beziehung  auf  jede 
Axe,  Null  sey,  was  die  drei  Gleichungen 

<<cosf-Td£  +  X1+P'  +  R{b--y)--Q(c-z)  =  o\. 

dy 
•  s 
dz 

fi  cos/i  —  t-  1- Zx-\-R' -f- Q(a  —  x) —  P(b —  y)=o 

et  s 

giebt. 

318. 

Nach  den  Formeln  des  {.19  hat  man 

_      dyd2z  —  dzd2y 

C°gf  =   XdT*  

dzd2x  —  dxd2z 

COS  g  =2   — —  

6  X  ds5 

.       dxd2y  —  dyd2x 

cos/i  =   *LT-rTL  > 

Aas3 

wo  Xda5  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  drei  Zähler  ist.    Hieraus  folgt 

d.pcosf  =z  dydS[d7  f  —  dzdJ**  % 
J         J      Xds*  Xds* 

j  j    j  l"d2x        7    ,  fid2z 

d./tcosg  =  dzd.1-——  —  dxd<\  ,  _ 

Xds5  Xds5 

32 


^co8^-rg+yi+<?'+P(c-*)-Ä(a-*)z=o  )(b) 
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und  daher 

dx  dy  .  ,   dz  , 

—  d.ft  cos /  +  ■^d.ftcotg  +  ^-  rf./tco»Ä  =  o. 

Aufserdem  hat  man 

_l_  4.  £f!  =  1 

ds»    '  <i*2  ~  d«2 

c/s         </«      rf*  ds 
Addiert  man  daher  die  Differentiale  der  Gleichungen  (b\ 

dx    dy  dz 

nachdem  man  sie  mit  — ,  -f1-,  -j—  multiphciert  hat,  so  hat 

as     eis  eis 

man,  wenn  man  reduciert, 

•  « 

da  aber  die  der  Integration  unterworfenen  Gröfsen  in  den  Wer- 
then  von  Xx ,  Yx ,  ^i ,  an  der  Granze  «'  z=  s  verschwinden, 
so  ist  es  hinreichend  (f.  14),  unter  dem  lntegrationszeichen 
in  Beziehung  auf  x,  y,  z  zu  dilTerentüeren ,  um  die  Wertlie 
von  dXly  dYx,  dZx  zu  erhalten.    Man  hat  daher  einfach 

dXx  =  dz  J**YYm'ds'  —  dyj*  Z'y'u'ds' 
dYx  =.dx J**Zym'da'  —  dz ^X'/u'ds' 

dZx  =  dy  r^X'f'm'd*'  —  dx J^Y'f'md*' 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  vorhergehende  Gleichung 
substituiert,  so  reduciert  sie  sich  auf  di  =  o. 

Das  Moment  der  Windung  ist  daher,  in  der  ganzen 
Länge  des  im  Gleichgewichte  befindlichen  Stabes,  conslant, 
wie  auch  die  an  denselben  angebrachten  Kräfte  beschaffen 
seyen. 

Sein  Werth  ist  daher  überall  derselbe,  wie  an  den  bei- 
den Enden  des  Stabes,  und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  man 
am  Punkte  B,  wie  früher  gesagt  wurde,  t  =  L  hat.  Denn 
in  diesem  Punkte   hat  man  x  =z  a,  y  =.  b,   z  =  c;  die 
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Integrale  X%9  YXf  Z\  verschwinden ,  und  die  Gleichungen 
(b)  werden 

T  C08«'  =  /{  cos  j  -f-  P' 
t  cos/?'  =      cosg  +  Q' 
t  cos  y   =  fi  cos  h  -f-  -R'. 
Da  die  auf  der, Krümm ungsebene  des  mittleren  Streifens 
«enkrecht  stehende  Linie  und  die  Berührungslinie  dieser  krum- 
men Linie  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  hat  man  in  dem- 
selben Punkte  B 

cos  es'  cos/  -f-  cos  ß'  cosg  -J*  cos  y'  cos  h  =  o; 

wenn  man  die  vorhergehenden  Gleichungen  zusammen  addiert, 
nachdem  man  sie  mit  cos  a',  cos/?',  cos  y  multipliciert  hat, 
so  wird  die  Gröfse  f$  verschwinden,  und,  vermöge  des 
Werthe8  von  L ,  hat  man  t  =  L 

Nur  das  Moment  der  Windung  kann  aus  den  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  gefunden  werden ;  was  aber  die  Windung 
selbst  betrifft,  so  ist  ihre  Gröfse,  in  der  Länge  des  Stabes, 
veränderlich,  wenn  sich  der  Stoff  oder  der  senkrechte  Schnitt 
von  einem  Punkte  zum  anderen  ändern.  Ist  der  Stab  gleich- 
artig und  der  senkrechte  Schnitt  constant,  so  ist  der  Unter- 
schied der  Windungswinkel  an  den  Endpunkten  beider  Theile 
des  Stabes  derselbe,  wenn  diese  gleich  lang  sind,  und  den 
Längen  proportional,  wenn  sie  verschieden  sind.  Man  nehme, 
um  einen  bestimmten  Fall  zu  betrachten,  an,  es  werde  ein 
gleichartiger  prismatischer  oder  cylimlrischer  Stab  an  einem 
Ende  eingeklemmt,  und  man  bringe  an  das  andere  Ende  zwei 
gleiche  Kräfte  an,  die  parallel  und  entgegengesetzt  sind  und 
in  gleichen  Abständen  auf  zwei  verschiedenen  Seiten  wirken. 
Dieser  Stab  wird  gerade  bleiben ,  er  wird  sich  aber  um  sich 
selbst  winden,  der  Länge  und  dem  Momente  dieser  zwei 
Kräfte,  in  Beziehung  auf  den  mittleren  Streifen  proportional, 
welches  Moment  der  Werth  der  Gröfse  L  ist.  Ich  habe 
aufserdem  in  der  schon  (J.  306)  angeführten  Abhandlung  ge- 
funden ,  dafs,  wenn  der  senkrechte  Schnitt  dieses  Stabes  ein 
Kreis  ist,  die  Gröfse  der  Windung,  bei  sonst  gleichen  Um- 
ständen, der  vierten  Potenz  des  Durchmessers  proportional 
ist,  was  auch  durch  die  Erfahrung  bestätigt  wird. 

* 
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319, 

Zwei  der  Gleichungen  (b)  oder  zwei  beliebige  Verbin- 
dungen dieser  Gleichungen,  in  welche  man  den  Werth  von  /* 
substituiert  und  L  an  die  Stelle  von  %  gesetzt  hat,  dienen 
dazu,  die  Figur  des  Stabes,  für  den  Zustand  des  Gleichge- 
wichtes ,  zu  bestimmen.  Ist  er  ursprünglich  gerade ,  und 
sind  alle  angebrachten  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthalten, 
so  reducieren  sich  die  drei  Gleichungen  (b)  auf  eine  einzige, 
welche  die  der  ebenen  krummen  Linie,  die  durch  den  mitt- 
leren Streifen  gebildet  wird,  seyn  wird. 

Man   nehme  die  Ebene  dieser  Kräfte  für  die  der  .v  und 
V,  so  hat  man 

£  was  O  ,     COS  f  =  O,     COS  g  =  O 

c  =»  Oy    c'  =  o,    R  —  o,  cos  y'  =  o  , 

woraus  sich 

Xi  =  o ,  Yi  =  o,  P'  =  o,  Q'  =  o,  *=X  =  o 
ergiebt,  und  die  zwei  ersten  Gleichungen  {b)  verschwinden. 

ß 

Da  r  zzz  CO  ist,  so  reduciert  sich  der  Werth  von  ii  aui  , 

Q 

auch  hat  man  cos  h  =.  -±z  1 ;  berücksichtigt  man  aber  die 
Richtung  der  Wirkung  von  T  auf  den  Theil  K  des  Stabes 
({.314),  so  ist  es  leicht  zu  sehen,  dafs  man  cos  h  =  —  1, 
in  der  dritten  Gleichung  (b)  nehmen  mufs,  welche,  auf  diese 
Weise , 

*[T  (*'-*)-  X'b'—yft 

+  R*  +  <?(«-*)_  P  Q>-y)  =  l(  (C) 

Q 

wird,  und  man  bemerkt,  dafs,  wenn  man  die  Bezeichnungen 
des  f.  314  beibehält,  der  Werth  des  Coefficienten  ß 

ß  r=s  a       ^  vu2du 

seyn  wird. 

Sind  die  Kräfte  X  und  Y  Null,  so  fällt  diese  Gleichung 
(c)  mit  der  Gleichung  (1)  des  f.  308  zusammen,  indem  man 
bemerkt,  dafs  in  dieser  die  Kräfte  P  und  Q  an  dem  End- 
punkte  des  Stabes  selbst  wirken,  wodurch  ihr  Moment  R' 
Null  wird.     In  allen  Fällen  kann  man  bewirken  ,  dafs  durch 


f. 
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die  Differentiationen  die  Integrale,  die  in  der  Gleichung  (c) 
enthalten  sind,  verschwinden,  wodurch  diese  Gleichung  in 
eine  Differentialgleichung  der  vierten  Ordnung  übergeht. 

Ist  die  Gestalt  des  Stabes  durch  die  Gleichung  (c)  bestimmt, 
so  müssen  noch  aufserdem  die  daran  angebrachten  gegebenen 
Kräfte  den  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  des  {.261  genü- 
gen, welche  sich,  da  alle  Kräfte  in  derselben  Ebene  enthalten 
sind,  auf  drei  reducieren.  Mau  bezeichne  daher  durch  D 
und  E  die  Summen  der  besonderen  Kräfte,  die  auf  den  End- 
punkt A  des  Stabes,  parallel  mit  den  Axen  der  x  und  y,  wir- 
ket!,  und  durch  F*  ihr  Moment  in  Beziehung  auf  diesen 
Punkt  A,  so  dals  Df  Ef  F\  in  Beziehung  auf  diesen  Funkt 
das  sind,  was  P>  Q,  IV  in  Beziehung  auf  den  anderen 
Endpunkt  B  sind.  Die  drei  erwähnten  Gleichungen  sind  als- 
dann 

D  +  P  + C ^  X'y'm'd*  =  o 

E  +  Q  +  pl  Y'y'w'd*  —  o 
F'+  R'  +  Q  (a-  x)  -  P  (h—y) 

+ lYXx'—x)~X'(y'  —  y)]  yw'M  «  o 

wo  man  statt  x  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  A  setzen 
mufs. 

Sind  die  beiden  Endpunkte  des  Stabes  völlig  frei,  so  sind 
die  äufsersten  Kräfte  und  ihre  Momente  gegeben.  Ist  der 
Stab  an  seinem  Ende  A  eingeklemmt,  so  sind  die  Kräfte  D 
und  E  und  ihr  Moment  F'   unbestimmt,   man  kennt  aber 

cl  Y 

alsdann  die  Werlhe  von  x,  y}        ,  in  Beziehung  auf  diesen 

ax 

Punkt  A.  Wird  der  Stab  nur  durch  den  festen  Punkt  A 
gehalten,  so  sind  die  Kräfte  D  und  E  noch  immer  unbestimmt; 
ihre  Mittelkraft  drückt  den  Widerstand  dieses  Stützpunktes 
aus,  und  ist  dem  Drucke,  den  derselbe  erleidet,  gleich  und 
entgegengesetzt  und  ihr  Moment  ist  F'  =z  o.  Man  kennt  als- 
dann die  Werlhe  von  x  und  y,  aber  nicht  mehr  den  von 
d  y 

-r- .    Dieselben  Bemerk ungen  selten  für  den  Tun  kt  IL 

ax 


(d) 
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320. 

Mau  nehme  z.B.  an,  der  Stab  sey  gleichartig  und  ur- 
sprünglich prismatisch  oder  cylindrisch,  so  dafs  die  drei  Grö- 
Isen  y9  co,  ß  constant  sind.  Man  nehme  aufserdem  an,  dals 
nur  solche  Kräfte  auf  ihn  wirken,  die  auf  seiner  Lange  senk- 
recht stehen  und  ihn  nur  sehr  wenig  von  seiner  anfänglichen 
Lage  entfernen,  und  nehme,  für  die  Axe  der  x,  den  mittleren 
Streifen  in  dieser  Lage,  so  hat  man  alsdann 

D  =  o,    X  =  o,    P  =  o, 

wodurch  die  erste  Gleichung  (d)  verschwindet.  Vernachlässigt 

d y 

man  das  Quadrat  von  so  hat  man  auch 

dx 

da  z=z  dx  .     —  z=  — —  . 

(}  dx2 

und  die  Gleichung  (c)  reduciert  sich  auf 

ß  g  =  Ä'  +  <?(a-*)  +  r« y^rv -*)•*«'.  (•) 

Differentiiert  man  einmal ,  so  hat  mau 

Auch  hat  man  ({.  14) 

d.J*1  Y'oV  =  —  Yds; 

differentiiert  man  zum  zweiten  Male  und  setzt  dx  statt  ds>  so 
hat  man  daher 

Die  vier  willkührlichen  Constanten,  welche  das  vollstän- 
dige Integral  dieser  letzten  Gleichung  enthält,  kann  man  durch 
die  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  beiden  Enden  des  Stabes 
beziehen,  bestimmen,  indem  man  bemerkt,  dafs  der  aus  dieser 
Gleichung  abgeleitete  Werth  von  y  den  zwei  vorhergehenden 
Gleichungen,  für  alle  Werthe  von  x,  Genüge  leisten  mufs. 
Da  aber  die  Gleichung  (/)  durch  Differentiation  aus  den 
beiden  anderen  abgeleitet  ist,  so  ist  es  hinreichend,  wenn 
dieser  Werth  von  y  diesen  Gleichungen  für  einen  bestimmten 
Werth  von  x  Genüge  leistet.    Man  braucht  also  nur 
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für  x  =  a  zu  haben,  welche  Bedingungen  sich  aus  der  Glei- 
chung (e)  und  ihrem  ersten  Differentiale  ergeben,  wenn  man 
in  denselbeu  statt  x  diesen  besonderen  Werlh  setzt.  Giebt 
man  x  den  Werth,  der  sich  auf  den  Punkt  A  bezieht,  und 
berücksichtigt  die  Gleichungen  (</)>  »o  hat  mau 

P  dx*  9     '  dx* 

Diese  Gleichungen  geben  aber  keine  neuen  Bedingungen, 
welche,  von  denen,  die  in  den  Gleichungen  (</)  und  (#)  ent- 
halten sind,  verschieden  wären,  und  die  man  daher,  wenn 
man  will,  durch  das  System   der  Gleichungen  (g)  und  (/*) 

■ 

ersetzen  kann. 

321. 

Diese  Formeln  enthalten  auch  den  Fall,  -wem»  das  Ge- 
wicht des  Stabes  berücksichtigt  wird.  Alsdann  nehme  icli 
an  dafs  der  Punkt  A  fest  ist,  und  betrachte  ihn  als  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  *  und  y,  ferner  setze  ich  voraus  dais 
die  Axe  der  *,  welche  die  ursprüngliche  Richtung  des  Stabes 
angiebt,  horizontal  sey;  ich  nehme  die  Axe  der  positiven  y 
im  Sinne  der  Schwere  und  bezeichne  diese  Kraft  durch  g. 
Alsdann  hat  man   Y=g,  und  das  Integral  der  Gleichung 

U) i8t  •> 

ß'y  =         x*  +  C*'  +  C"*2  +  C"x,  (1) 

wo  C,  C,  C"  drei  willkührliche  Constauteu  bedeuten  und 
die  vierte  Null  ist,  weil  mau  am  Punkte  A,  x  —  o  und 
v  =  o  bat. 

Man  nehme  an,  der  Stab  sey  an  diesem  Endpunkte  einge- 
klemmt, so  mufs  auch  g  =  o  seyn,  wenn  x  =  o  ist, 
woraus  C"  =  o  folgt.  Aufserdem  sey  das  Gewicht  Q  un- 
mittelbar an  den  anderen  Endpunkt  B  angebracht,  so  dal» 
sein  Moment  R'  Null  sey.  In  Folge  der  Gleichungen  {g), 
die  diesem  Punkte ,  oder  x  =  o ,  entsprechen ,  hat  man 

igytoa2  +  6  Ca      2  C  =  o 
gyiaa  -\-  6  6'=  —  V* 
Ich  finde  hieraus  die  Werthe  von  C  und  C,  substituiere 
sie  in  die  Gleichung  (1),  in  welcher  ich  das  Glied  C  x  weg- 
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lasse,  nenne  q  das  Gewicht  des  Stabes,  so  dafs  man  q  =z  gywa, 
bat,  so  ergiebt  sich 

fiy  '=££-  *(Q  +  ?)*S  +  HQ  +  ii)"*2, 

welche  Gleichung  mit  der  des  {.310  zusammenfällt,  wenn 
man  das  Gewicht  des  Stabes  vernachlässigt  und  Qc2  statt  ß 
setzt.  In  den  beiden  Fällen ,  wenn  Q  =  o  und  q  =o  ist, 
hat  man 

für  die  Ordinate  des  Punktes  2?,  welche  die  ganze  Biegung 
des  Stabes  ausdrückt.  Setzt  man  Q  z=z  q ,  so  sieht  man ,  dafs 
die  Biegungen,  welche  eiu  Gewicht  Q  hervorbringt,  das  an 
dem  freien  Ende  eines  horizontalen  an  seinem  anderen  Ende 
eingeklemmten  Stabes  aufgehängt,  oder  gleichförmig  über  die 
ganze  Länge  dieses  Stabes  vertheilt  ist,  sich  wie  8  zu  3  zu 
einander  verhalten. 

322, 

Wenn  der  Punkt  B  ebenso  wie  der  Punkt  A  fest  ist, 
und  auf  derselben  horizontalen  Linie  liegt,  so  mufs  y  —  o 
seyn,  wenn  x  =  a  ist,  wodurch  die  Gleichung  (1)  in  folgende 

fiy  =  lk{x*-ai)  +  <?#(«■-<•■). '+<?•»(#-•)  (2) 

übergeht,  wo  q  noch  immer  das  Gewicht  des  Stabes  ist.  Die 
Bestimmung  der  beiden  Constanten  C  und  C  bietet  folgende 

> 

Fälle  dar: 

1)    Wenn  der  Stab  an  seinen  beiden  Enden  eingeklemmt 

dy 

ist,  so  mufs  man  ~-  =  o  haben,  wenn  x  ~o  oder  x=za 
9  dx 

ist;  hieraus  findet  man 

und  die  Gleichung  (2)  wird 

q  x2  (x  —  a) 2 

Nennt  man  /  den  Werth  von  y,  der  der  Mitte  der  krum- 
men Linie,  die  durch  den  Stab  gebildet  wird,  d.  h.  dem 
Werthe  x  =z  ±a  entspricht ,  so  hat  man 
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qa* 

J  =  r* 


16.24.^ 

2)  Wird  der  Stab  nur  durch  die  festen  Punkte  A  und 
B  gehalten,  so  sind  die  Lasten  dieser  Stützpunkte  die  Kräfte 
E  und  Qy  wenn  man  sie  in  dem,  ihrer  Richtung  entgegen- 
gesetzten Sinne,  nimmt,  und  ihre  Momente  F  und  W  sind 
Null  (f.  319).    In  Folge  der  ersten  Gleichungen  (g)  und  (A) 

hat  man  — -  =  o  für  die  Werthe  #  =  o  und  #=a, 

woraus  man 

o  =  —  a    c  = « 

findet.    Alsdann  hat  man 

ßy=  _  , 

und  der  Werth  von  /  ist 

<  3g«S 

J  16.24./?' 

d.  h.  das  Fünffache  von  dem,  welcher  im  ersten  Falle  statt 
fand.  Vermöge  der  ersten  Gleichungen  (g)  und  (A)  hat 
man  auch 

E  =  Q  =  —  lq, 
welche  Werthe  auch  im  ersten  Falle  statt  finden  und  von 
selbst  einleuchten. 

3)  Endlich,  wenn  der  Stab  an  dem  Ende  A  eingeklemmt 
ist,  am  anderen  Ende  nur  zurückgehalten  wird,  hat  man 
dy  d2y 

~  =  o9  wenn  x  =  o  ist,  und  -j~  =  a,  wenn  x=a 
dx  dx2 

ist,  woraus  sich 

48'  16 

» 

ergiebt,  wodurch  die  Gleichung  (2) 

___  qx2(a  —  x)  (3a  —  2  x) 

wird.  Die  zweiten  Gleichungen  (g)  und  (h)  geben  zu  glei- 
cher Zeit 

Q  =  —  |?J   E  =  f  «y, 

woraus  hervorgeht,  dafs  sich  das  Gewicht  des  Stabes  auf 
ungleiche  Weise  zwischen  den  zwei  Stützpunkten  vertheilt 
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und  die  Last  des  eingeklemmten  Eudes,  im  Verhältnisse 
von  5  zu  3,  grofser  ist,  als  die  des  anderen. 

323. 

Man  nehme  noch  immer  an,  dafs  die  Punkte  A  und  B 
fest  sind  und  auf  derselben  horizontalen  Linie  liegen  und 
dafs  der  Stab  gleichartig  und  prismatisch  ist,  und  betrachte 
nun  den  Fall,  wenn  die  anderen  Punkte  mit  Gewichten  beladen 
sind,  die  über  die  ganze  Länge  ungleich  \ertheilt  sind. 

Sey  daher 

yw  Y  =  —  yx, 
'  a 

wo  (px  eine  gegebene  Function  ist,  die  verschwindet,  wenn 
x  =  o  und  wenn  x  =  a  ist  und  q  das  ganze  Gewicht  be- 
deutet, was  voraussetzt,  dafs  man 

J*  q>xdx  =  a 

hat.  , 

Diese  Function  (px  kann  eine  continuierliche  oder  dis- 
conünuierliche  seyn,  d.  h.  ihr  analytischer  Ausdruck  kann 
sich  zwischen  den  äufsersten  Werthen  x  =z  o  und  x  =  a 
mehrmals  ändern,  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  mau 
sie  durch  die  Ordinale  einer  Linie  darstellt,  deren  Abscisse 
x  ist,  so  kann  diese  Linie  aus  mehreren  Stücken,  die  zu 
verschiedenen  krummen  Linien  gehören,  bestehen.  Bezeichnet 
man  durch  8  eine  Linie,  die  so  klein  ist  als  man  will,  so 
kann  man  z.B.  annehmen,  dafs  cpx  zwischen  den  Gränzeu 
x  =  o  und  x  =  l  a  —  ö  und  zwischen  x  =  i  a  +  d  und 
x'=  a  Null  sey,  so  dafs  die  Werthe  dieser  Functiou ,  die 
nicht  Null  sind,  nur  in  einer  kleinen  Ausdehnung  ö  auf  beiden 
Seiten  von  *  —  \a  statt  haben.  Dieser  Fall  findet  bei  einem 
Gewichte  q  statt,  das  auf  die  Mitte  eines  elastischen  Stabes 
wirkt,  welchen  wir  sogleich  besonders  untersuchen  werden. 

Mag  nun  die  Function  (px  eine  continuierliche  oder  dis- 
continuierliche  seyn ,  sobald  sie  für  die  Werthe  x  =  o  und 
x=ia  Null  ist,  so  hat  man  von  x  =  o  bis  x  =  a ,  diesen 
Werth  mit  inbegriffen, 

2    v»/  ra      n7TX'        >  i   t\    •   nnx      f  \ 
(px  =  —  2  ^  /     sin  (px  dx  J  siu    -    ,  [a) 
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wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  und  die  Charakte- 
ristik .Seine  Summe  bezeichnet,  die  sich  auf  alle  Werth« 
von  Fi ,  von  n  =  1  bis  n  =  OO  erstreckt.  Diese  Formel 
verdankt  man  Lagrange,  der  sie  in  den  älteren  Abhandlungen 
der  Turiuer  Akademie*)  mitgetlieilt  hat;  wir  werden  sie 
später  beweisen.  Wenden  wir  dieselbe  an,  so  wird  die 
Gleichung  (f) 

ad+y       2q  _ />  .   nnx         ,      ,\    .  nnx 

ß         —  — 3.  S(   I     ein   cpx  dx  )  sin  , 

'  dx  +       a*      \  I  o  a     *  J  a 

und  wenn  man  integriert,  und  bemerkt,  dafs  y  =  o  für  die 

Werthe  x  =  o  und  x  =z  a  ist,  so  hat  man 

ßy  —  —2 —  J£   f    /     sin   wx  dx   )  sin  

+  x{a—x)  [Cx  +  C  (a  —  x)} , 
wo  C  und  C  willkührliche  Constanten  sind ,  die  man ,  wie 
in  den  drei  Fällen  des  vorhergehenden  Paragraphen,  bestimmt. 

324. 

Man  untersuche  insbesondere  den  Fall,  wenn  das  Ge- 
wicht q  in  der  Mitte  des  Stabes  aufgehäugt  ist,  d.  h.  den  Fall, 
wo,  wie  eben  gesagt  wurde,  die  Function  yx  für  alle  Wer- 
the von  x\  die,  wenn  auch  noch  so  wenig,  von  \a  verschie- 
den  sind,  Null  ist. 

—  .  nnx' 

Alsdann  kann  man  in  dem  Factor  sin   ,  welchen 

a 

das  Integral,  in  Beziehung  auf  x',  enthält,  x'  =  setzen, 
woraus  sich 

sin  <px  dx   =  sin        /      tpxdx  =  a  sin  — 

o  a  2  J  o  * 

ergiebt,  und  wodurch  alle  Glieder  der  Summe   2,  welche 

geraden  Zahlen  n  entsprechen,  verschwinden.    Ich  bezeichne 

durch  i  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl ,  setze  n  =  2  i  —  1 

und  dehne  die  Summe  2  auf  alle  Werthe  von  I,  zwischen 

i=l  und  i  =  OO  aus.    Da  sin  ^  -  "~~  -  n  =  —  (—  l)'  »l, 
so  wird  die  Gleichung  (b) 

r 



*)  T.3.  pg.261. 
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ßy  =  x  («  -  x)  [Cx  +  C'(a  —  *)] 

_  l?üi  v    (~  0*      •  {2i—i)nx 

Nach  einer  bekannten  Formel  hat  man  aber,  wie  mau 
später  sehen  wird , 

2  —  —  8111  (2  t           1)  0)  =  

(2*—  1)*        V  y  24  32 

für  alle  Werthe  von  w  von  w  =  o  bis  <w  =  £rr.    Hat  man 

daher  X  «<  Ja,  so  setzt  man  w  =  —  und  hat 


(—  1)''       .  (2i—i)nx  ____ 


a 


n 


-(77zn)48iu — -a  =9-^(**5-3«2*); 

,  _   .  sr(a  —  x) 

ist  dagegen  *  >  |  a,  so  setzt  man  w  =  — ^  r  u,,d  da  11}JU1 

a 

.     (2*— 1)        —  .   (2*  — 

sin   =  sin  

d  a 

hat,  so  findet  man  daraus 

_   (—1)«'     .  (2i—i)nx       n  + 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  die  eine  oder  die  andere 
der  beiden  Gleichungen 

ßy  =x(a  —  x)  [Cx  +  C  (a  —  x)  —  X  (4  * »  —  3  a  2  .v)  1 
ßy=x{a-  x)  [Cx  +  C\a  -*)-^|  [4  (a-*)5-  3  a*(a-*)]  j 

Es  müssen  daher  nur  noch  die  Constanten  C  und  C,r  in 
den  drei  folgenden  Fällen  bestimmt  werden. 

1)    Die  Bedingung  -f.  =  o   für  a?  =  o  und  ar  =  r/, 

et x  .  \ 

welche  statt  hat,  wenn  der  Stab  an  seinen  beiden  Enden 
eingeklemmt  ist,  giebt 

16 

Die  Gleichungen  (1)  werden 

—  £j  [3a(a—  .v)2  —  4(a  — 


f 
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d y 

in  der  Mitte  des  Stabes  hat  man  ~-  =z  o,    wie  an  den 

ax 

Endpunkten,  und/*,  d.h.  die  Ordinale,  welche  x  =  J  a 
entspricht,  wird 

J        4. 4H.fi9 
3.  h.  das  Doppelte  von  dem  Werlte,  welcher  im  ersten 
Falle  des  f.  322   statt  hatte.     In  Folge  der  zweiten  Glei- 
chungen (jf)  und  (A)  hat  man  auch 

q  =  e=  _  i9, 

wie  dies  seyn  mufs. 

2)    Im  Falle,  wenn  der  Stab  in  seinen  Endpunkten  nur 

d2y 

ein  Fach  festgehalten  wird,   wo  man  also   •—;  =  o  für 

ax  2 

=  o  und  x  =  a  haben  mufs,  folgt  daraus 

C=o  C'=o, 

und  daher 

ßy=  ±(3o»*-4*») 

ss  X  [3«* («-*•)  -  4  («  -*)*]. 

In  der  Mitte  der  krummen  Linie  ist  die  Tangente  hori- 
zontal und  die  Werthe  von  Q  und  £  sind  —  wie  im 
ersten  Falle ;  der  Werth  der  Ordinate  f  ist  aber 

f=  qa5 


4Xfi  ' 

so  dafs  er  das  Vierfache  des  Vorhergehenden  ist  und  im 
Verhältnisse  von  8  zu  5  grüfser  ist,  als  der  des  zweiten 
Falles  des  §.  322.  Zieht  man  durch  einen  oder  den  an- 
deren der  Punkte  A  und  B  eine  Tangente  an  die  elastische 
krumme  Linie,  bezeichnet  ihre  Neigung  durch  a  und  durch 
j'  die  verticale  Ordinate  des  Punktes  dieser  geraden  Linie, 
der  der  Abscisse  £  a  entspricht ,  so  hat  man 

lang  «  =  ~ ,    f  =  iatang«, 
woraus  sich 

r  =  \j 

ergiebt.  Im  zweiten  Falle  des  f.  322  ist  das  VerhHltnifs  von 
f  zu  f  gleich  f. 
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3)    Ist  endlich  der  Stab   an  tlem   Endpunkte  j4.  einge- 
klemmt  und  an  dem  anderen  Ende  B  blos  angelehnt,  so 

dy  ..  d2Y 

hat  man  -f-  =  o  für  x  =  o  und  — — -  ~  o  für  x  —  a\ 
ax  axz 

hieraus  findet  man 

und  die  Gleichungen  (1)  werden 

ßy  =  3-  (5x*  —  iSax2  +  i2a2x  —  2a*). 
9  6 

Sie  geben  für  x=z\a  denselben  Werth  von  y,  nefhlnli 

7  q  a5 

y     579 67/? ; 

dies  ist  aber  nicht  die  grüfste  Ordinate.    Auch  hat  man 

16  9      V  16' 
so  dafs  das  Gewicht  q  sich  im  Verhältnisse  von   11    w.u  5 
zwischen  den  Stützpunkten  ^4  und  2?  vertheilt. 

325.  : 

Ich  werde  nun  die  früher  angeführte  Lagrange'sche  For- 
mel beweisen. 

Zu  diesem  Ende  betrachte  man  die  Grofse 

1—  A2 
1  —  2h  cos  &  +  Ä*  ' 
welche  in  Beziehung  auf  A  ein  rationaler  Bruch  ist  und  in 
welcher  &  einen  reellen  Winkel  bedeutet.     Entwickelt  man 
sie  nach  den  Potenzen  von  A,  so  erhalt  man 
1  -f-  2h  cos#-f-2Ä2  cos2#-j~  2A3  cos3#-f  2  A4  cos4#-f- 
wie  sich  leicht  beweisen  läfst.    Denn  wenn  man  diese  unend- 
liche Reihe  durch  den  Nenner  1  —  2  h  cos  #  -f-  A2  des  Bruches 
multipliciert,  so  findet  man  den  Zahler  wieder,  wenn  man 
bemerkt,  dafs  man 

2  cos  n  &  cos  &  =  cos  (n  -f-  l)         cos  (n  —  1)  & 
hat,  was  auch  die  Zahl  n  sey.    Ist  h  kleiner  als  die  Einheit, 
ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  so  ist  diese  Reihe  eine  con- 
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> 

vergierende  und  der  Brucli  igt  genau  seiner  ins  Unendliche 
verlängerten  Entwickelung  gleicl».  Da 

1  —  2/*co8#+  h2  =  (l—Ä)2  +4Asiu2i^ 
ist,  so  hat  man  daher,  in  dieser  Voraussetzung, 

wo  die  Summe  2  sich  auf  alle  Werthe  der  ganzen  Zahl  n 
von  n  =  1  bis  n  =  OC  erstreckt.  Wie  auch  daher  die  Func- 
tion fft  und  die  reelle  Constante  a  beschaffen  seyen,  so  hat 
man  immer 

>*•        (i  —  7i*)f&d&* 


o  (t  —  h)*  +  4hsm2l(&  —  «) 
== J%"f&d&  +  22h"  r*of& cosn(&  —  a)d&. 

Sey  g  eine  positive  unendlich  kleine  Gröfse,  so  wird 
diese  Gleichung  noch  immer  bestehen,  wenn  man  h  =  1  — g 
setzt,  weil  sie  für  alle  Werthe  von  h,  die  kleiner  als  die 
Einheit  sind,  statt  hat.  Für  alle  endlichen  Werthe  von  // 
hat  man 

hn  =  (1  =  1  . 

für  unendliche  Werthe  dieses  Exponenten  kann  hn  von  der 
Einheit  verschieden  seyn,  integriert  man  aber  theilweise,  so 
hat  man 


J'&co8n(&  —  a)d&  =  ~ /#sinAz(#  —  «) 


so  dafs,  wenn  f&  nicht  zwischen  den  Gränzen  &  z=z  o  und 
#  =  n  und  nicht  für  diese  Gränzen  Null  wird ,  das  Integral 


71 

0 


f&  cos  n  {& — a)d&,  welclies  mit  hn  multipliciert  wird, 


für  den  Werth  n  z=z  OO  verschwindet ,  woraus  sich  ergiebt, 
dafs  man  immer  unter  dem  Zeichen  2  die  Einheit  statt  hn 
setzen  kann.  Im  Zähler  des  Bruches,  der  unter  dem  Integra- 
tionszeichen enthalten  ist,  hat  man  1  —  h2=2g,  wenn  man 
g2  gegen  2g  vernachlässigt;  im  zweiten  Gliede  des  Nenners 
kann  man  die  Einheit  statt  h  oder  l  —  g  setzen  und  auf 
diese  Weise  hat  man 
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o  #2  +  4  8inai(#— ft) 
Der  Coelficient  von  c/#  unter  diesem  letzten  Integrale 
ist  unendlich  klein,  ausgenommen  für  die  Wertlie  von  die 
unendlich  wenig  von  a  verschieden  sind,  wodurch  der  Nenner 
unendlich  klein  wird.  Dieses  Integral  ist  daher  unendlich 
klein  oder  Null,  so  lange  &  —  a  eine  endliche  Gröfse  ist, 
was  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Integration  statt  hat,  so 
lange  man  «  <  o  oder  «  >  n  setzt.  So  oft  also  die  Con- 
stante  a  aufserhalb  der  Gränzen  Null  und  n  fällt,  so  hat 
man  die  Gleichung 

\         f&d&  +  2/  *J&  cos  n  (&  —  a)d&  =  o.  (2) 

Ist  dagegen  a  >  o  und  <  n,  so  giebt  es  Wertlie  von 
die  unendlich  wenig  von  a  verschieden  sind;  setzt  man 
daher 

-  &  =  a  -f-  u,    d&  =  du, 
so  verschwindet  zwar  das  in  Rede  stehende  Integral  für  die 
endlichen  Wertlie  von  u,  aber  nicht  mehr  für  die  positiven 
oder  negativen  unendlich  kleinen  Wertlie  dieser  Veränderli- 
chen.   In  Beziehung  auf  diese  hat  man 

sinj      —  «)  =  * 
der  zweite  Theil  der  Gleichung  wird  daher 

gdu 


g*  +  u*' 

wenn  et  zwischen  Null  und  n  fällt.  Da  aber  dieses  Integral 
für  jeden  Werth  von  u,  der  nicht  unendlich  klein  ist,  Null 
wird,  so  können  wir  es  jetzt,  ohne  seinen  Werth  zu  ändern, 
auf  beliebige  positive  oder  negative  Wertlie  von  u  ausdehnen, 
und  es,  wenn  wir  wollen,  von  u  =  —  CO  bis  u  =  OO 
nehmen,  alsdann  hat  man 

•  gdu 


und  zuletzt 


/OD 
-  00 


n 
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Diese  Sclilufsfolge  pafst  auch  noch  für  den  Fall,  wenn 
«  mit  einer  der  beiden  Granzen  o  oder  n  zusammen fällt; 
hat  man  aber  cc  =  o,  so  darf  man  u  nur  positive  Werthe 
geben,  und  hat  man  a  =  n,  so  darf  man  ihm  nur  negative 
Werthe  geben,  damit  die  Veränderliche  &,  die  man  gleich 
VI  u  gesetzt  hat,  nicht  die  Granzen  der  Integration,  in 
diesen  beiden  Fällen,  überschreitet.  Auf  diese  Weise  ist  das 
Integral,  in  Beziehung  auf  u,  auf  die  Hälfte  seines  Wertlies 
oder  auf  \iz  rcduciert  und  wenn  man  durch  ß  und  y  die 
Werthe  von  ja  bezeichnet,  die  a  =  o  und  a  =  n  entspre- 
chen ,  so  ergiebt  sich  hieraus 

Man  setze  jetzt 

7i x'        , .  ndx' 

und  sey  auch 

t  Cr)  -  ■>'■■ 

Da  die  Grüfse  x  positiv  und  kleiner  als  die  Constante  a 

ist,  so  setze  man  an  die  Stelle  von  a  in  die  Gleichung 

7  a 

(2)  und  —  in  die  Gleichung  (3).     Bemerkt  man,  dafs  die 
a 

Granzen  in  Beziehung  auf  x'  Null  oder  a  sind,  so  hat  man 

i    s>a  1      na     ,      nn(x '4-  x)  ,  , 

-L  r\x'dx'  +  ±2  /    yx'cos      K    ^  Jdx'  =  o\ 
2aJ  o  v  a   J  o  ^ 

i  ra    , ,  ,  .  i  ^  ra    '     ^yr-fo'-— *)  7  ,  | 
Tafo  v*>d*'  +  -2ft  9*  co,  — ^—  dx  «V*J 

und  wenn  man  diese  zwei  Gleichungen  von  einander  abzieht, 
so  erhält  man 

2       S    na      ,  .    nnx'  .   ,X    .  nitx 
-Z(foV*  »in  —  dx^„n-T~9*, 

was  gefunden  werden  sollte. 

> 

33 
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326. 

Diese  Formel  giebt  die  Werthe  der  Function   <px>  Füi 
alle  Werthe  der  Veränderlichen  x,  die  positiv  und  kleiner  als 
a  sind,  uud  selbst  für  x  =  o  und  xz=a,  wenn  rpx  für  diese 
äufsersten  Werthe  Null  ist.    Es  ist  wichtig  zu  bemerken,  dal* 
die  durch  S  angedeutete  Reihe  immer  zuletzt  convergient ; 
denn  für  sehr  grofse  Werthe  von  n  wird  das  Integral  in 
Beziehung  aul  xf  eine  sehr  geringe  Grüfse,  die  immer  kleiner 
wird,  so  wie  n  zunimmt,  und  die  für  n  =  OO  völlig  Null 
wird,  wie  sich  oben  mit  Hülfe  der  theilweisen  Integration 
gezeigt  hat.    Diese  Bemerkung  ist  nothwendig  und  hinreichend 
um  den  Gebrauch  zu  rechtfertigen,  den  wir  von   der  vor- 
hergehenden  Formel  machen  werden. 

Die  verschiedenen  Formeln,  durch  welche  man  auf  diese 
Wreise  Theile  von  willkührlichen  Functionen,  die  continuier- 
liche  oder  (liscontiuuierliche  seyn  können,  durch  Reihen  pe- 
riodischer Grofsen  darstellen  kann,  die  immer  convergieren. 
ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  (.5),  die  im  Vorigen  gefun- 
den worden  sind.  Ich  beschränke  miclr  hier  darauf,  zwei 
von  diesen  Formeln  zu  geben,  die  uns  in  der  Folge  nützlich 
seyn  werden.  Ausführlichere  Eni  Wickelungen  findet  man  in 
meinen  Abhandlungen  über  die  Integralrechnung,  die  im  Jour- 
nal de  l'e'cole  polytechn  i q ue  abgedruckt  sind,  wo  man 
eine  vollständge  Theorie  dieser  Klasse  von  Umbildungen  findet. 

Ich  addiere  die  Gleichungen  (5)  zusammen  und  ziehe 
alsdann  die  erste  von  der  zweiten  ab,  setze  2/  statt  a,  und 
*  -p  lf  und  »'  -|-  /  an  die  Stelle  von  x  und  x\  und  ferner 
rpx  und  <px'  an  die  Stelle  von  (p  {x  -f-  l)  und  tp  -f-  /); 
die  Gränzen  der  auf  x  bezüglichen  Integrale  werden  ^  / 
und  diese  Gleichungen  werden  durch  folgende  ersetzt 

M-  jj^o*  *'  +  T*(y ,*  cos  -y^*')  -s-^t2 

Man  theile  jede  Summe  2  in  zwei  andere,  von  welchen 
die  eine  sich  auf  die  geraden  Zahlen  n ,  die  andere  auf  die 
ungeraden  Zahlen  n  bezieht.  Zu  diesem  Ende  sey  i  eine 
ganze  beliebige  Zahl,  und  man  setze  allmälich  n  =  2i. 
n  =z  2i  —  1  ,  so  hat  man 
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cos   7^         —  (—  0'  cos  ~J  t 

Z=   (        1)'  6111  - 


2l 


(2/-l)ff(x-f/)     ,    iV  .  (2/  — 1)** 
cos  ^LOL^^i^n— j  , 

•   (2''- i *(*+*)  -      /     iVfOP(2*— 0^ 

und  dasselbe  gilt  für  die  Siuus  und  Cosinus,  die  unter  den 
Integrationszeichen  enthalten  sind;  daher  hat  man 


v*=ri J-{'x  dx + T\J-tfX  »•-rrf*/0,-r 

,    1  ,.  (2i  —  1)»*'  .  ,x  (2i—l)nx 

<px=j2ll   ^rpx  sm—j-dx  Jem—j-- 

+ 7        "»  Ai   ^  )C08  «r- 

wo  die  Summen  2?  sich  auf  alle  Werthe  von  i,  von  i=  t, 
bis  i  —  00  erstrecken.  Diese  Gleichungen  haben  für  alle 
Werthe  von  x  statt,  die  zwischen  den  Gränzen  =£  /  ent- 
halten sind. 

Ist  nun  die  Function  (px  der  Art,  dafs  man  (p  ( — x)  =  — (px 
hat,  so  folgt  daraus 

/'        f_i  rl         '        inX'  rJ^'  —n 


^rpx  cos-  ~  —  ax  — Oy 


und  aufserdem 


//      (  .  inx'  '    ,       n    pl      ,  .  in*'_  7  * 
sin  —j—  dx    =  2  J  <j(Px  SiU         ax     *  ■  *<. 

wodurch  die  zweite  Gleichung  (6)  mit  der  Formel  («)  zu- 
sammenfallt,  wenn  man  a  in  l  verwandelt,  und  die  erste 
reduciert  sich  auf 
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Ist  dagegen  die  Function  ffx  der  Art,  dafs  man  <p  ( — ar)  =  q.\ 
hat,  so  ist 

//     ,  .   {2i—l)nx',t  n*     ,  .  inx'  , 

sin  (Ix  =°9  J    jf*  sin—j—dx  =o, 

und  die  anderen  Integrale  brauchen  nur  von  x  =z  o  bis  xzzl 
ausgedehnt  zu  "werden,  indem  man  die  Resultate  doppell 
nimmt.  Die  zweite  Gleichung  (6)  kommt  auf  die  Gleichung 
(7)  zurück,  wenn  man  in  derselben  /  —  x  statt  x  und  qx 
statt  ff  (/  —  x)  setzt.    Die  erste  Gleichung  (6)  wird 

ff  *  =  j tjx'dx'-\-  y  2^  ^^x'eOB—^dx     C08  7JL±m  (tS) 

Diese  Formeln  (7)  und  (8)  geben  die  Werlhe  von  </x 
zwischen  den  Glänzen  x  =  o  und  x  z=i  l  an;  die  Formeln, 
welche  man  aus  ihnen  ableiten  kann ,  indem  man  in  Bezie- 
hung auf  .v  diflerentiierl,  drücken,  zwischen  denselben  Gran- 

i ,    wwt  "  drrx 
zen ,  die  V\  ertlie  von  —j—  aus.    Die  Formel  (7)  setzt  voraus, 

*  elf  x 

dafs  tpx  =z  o  ist,  wenn  X  =  o  ist,  und  -~-=:oist,  wenn 

dx 

x=zl  ist;   die  Formel  (8)  erfordert,  dafs  man  ^^=0für 

dx 

x  —  o  und  x  =1  habe.  Sind  diese  Bedingungen  nicht  erfüllt, 
so  haben  diese  Formeln,  oder  ihre  Differentiale,  für  die  Gränz- 
werlhe  von  x  nicht  statt. 

327. 

Umgekehrt  geben  die  Formeln  dieser  Art  die  Summen 
vieler  periodischen  Reihen  an,  die  man  auf  verschiedenen 
Wegen  gefunden  hat.  So  z.  B.  findet  man  daraus  die  Summe 
der  Reihe,  die  in  f.  324  angewandt  worden  ist,  wenn  man 
die  Gleichungen  (2)  und  (3)  addiert,  nachdem  man  in  der 
ersten  —  a  an  die  Stelle  von  «  gesetzt  hat;  hieraus  ergiebt  sich 

cosna  =  njet. 
Ich  nehme  alsdann  f&  —         so  hat  man 


"  J  »  cos  n#d&  =  C°8  nn~A 

„2  ' 
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welche   Grofse   für   alle  geraden   Zahlen   Null  ist  und  für 

2 

n  =  2i—l  den  Werth  -  ~  —  hat.    Die  vorhergehende 

Gleichung  wird  daher 


cos  (2/—  1)«  _   n  ( 


wo  sich  die  Summe  2  auf  alle  Werlhe  der  ganzen  Zahl  l, 
von  iz=zl  bis  I  =  CG  erstreckt. 

Multipliciert  man  durch  da  und  integriert,  so  findet  man 
sin  (2/— 1)  «  TT 
2  (2,-1)3- 

Man  setzt  keine  willkührliche  Constante  hinzu,  weil  beide 
Theile  dieser  Gleichung  sowohl  für  a  =  o  als  für  a  =  n  Null 
sind,  so  dafs  diese  Gleichung  für  alle  Werlhe  von  «,  von 
«  ~  o  bis  «  =  n  einschliefslich,  stall  hat.  Setzt  man  a  =  \  n  -f-  w 
so  liat  man 

sin  (2/  —  1)  a  =  —  (—  l)1'  cos  (2/— 
und  daher  ist 

(-iyco.(2f-i)w  =»i(, 

(2j  — 1)3  8  K  *  ' 

zwischen  o)  =  —  i  it  und  <»  =  {  tt. 

Ich  multipliciere  mit  a1«,  und  integriere  noch  einmal, 
so  ergiebt  sich 

( —  l)»  sin  (2i  —  1)  w           n (o5    n5io 

(2T— 1)+  "    24    "~     32  9 

was  gefunden  werden  sollte. 

328. 

Nimmt  man  2  a  statt  a  und  x'  +  a  und  at  -J-  a  statt  * 
und  .vf  in  der  zweiten  Gleichung  (5)  und  setzt  q  (a  +  x)  =  Fi, 
so  hat  man 

4aJ  —a  2a  J  —  a  2a 

für  alle  Werlhe  von  x,  die  zwischen  zSz  a  enthalten  sind. 

Setzt  man 

7t 

—  =  6,     —  =  /2  6= 

2a  2a 
so  kann  man  diese  Gleichung  wie  folgt  schreiben: 
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Fx  =  ^y^_^^  '^/o; '+  ^    f  ^l^^'008  ^  (a  '  —  * * 

wo  U  ein  Vielfaches  von  «  ist  und  die  Stimme  2  sich  auf 
alle  Werthe  von  // ,  von  uz=z  e  bis  u  =  OC,  erstreckt.  Ist 
aber  die  Constanle  a  unendlich  grofs,  so  wird  der  Unter- 
schied £,  der  auf  einander  folgenden  Werthe  von  u,  unend- 
lich klein,  und  die  Summe  Igelit  in  ein  Integral  über, Wel- 
ches von  u  =  e  oder  w  =  o  bis  u  =.  CO  genommen  wird. 
Setzt  man  daher  a  =  00  und  «  =  du,  nimmt  das  Zeichen 
f  statt  2  und  läfst  das  erste  Glied  der  vorhergehenden  For- 
mel weg,  so  hat  man 

Fx  =  -  J**  [J^_  *  Fx  cos  u  (x  —  aQ  rfrcQ  di/. 

Fourier  hat  zuerst  diese  wichtige  Formel  gegeben,  die 
sich  auf  alle  reellen  positiven  oder  negativen  Werthe  der  Ver- 
änderlichen x  erstreckt,  und,  wie  die  vorhergehenden,  aus 
welchen  sie  abgeleitet  ist,  auf  eine  beliebige  contiuuierlitlie 
oder  discontinuierliche  Function  Fx  pafst. 


i 


s 
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Viertes  Kapitel. 

Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

329. 

In  den  einfachsten  Fällen  des  Gleichgewichtes  der  Ma- 
schinen sind  die  Kraft  und  der  Widerstand  den  Räumen, 
die  ihre  Angriffspunkte  zu  gleicher  Zeit  beschreiben ,  umge- 
kehrt proportional,  wenn  das  Gleichgewicht  unterbrochen  wird. 
Damit  dieses  Verhaltuifs  immer  statt  habe,  mufs  man  die 
unendlich  kleinen  Räume  nehmen,  die  im  ersten  Augenblicke 
beschrieben  werden,  und  sie  durch  ihre  Projeclionen  auf  die" 
Richtungen  Her  Kräfte  ersetzen.  Dies  Verhaltuifs  ist  schon 
sehr  lange  bei  den  einfachen  Maschinen  bemerkt  worden, 
Johann  Bernoulli  hat  es  später,  durch  Iuduction,  auf  ein 
beliebiges  System  materieller  Punkte,  das  von  gegebenen  Kräf- 
ten getrieben  wird,  ausgedehnt,  und  es  ist,  unter  dem  Namen 
des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  das 
allgemeine  Princip  des  Gleichgewichtes  geworden.  Wir  werden 
es  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit  beweisen,  wenn  wir  es  an 
folgenden  Beispielen  bewahrheitet  haben. 

l)  Seyen  (Fig.  79)  A,  Af ,  A'' , ...  eine  Reihe  von  Rollen, 
die  in  demselben  Gehäuse  enthalten  sind  und  eine  feste 
Flasche  bilden,  und  B ,  B\  B".,.  eine  andere  Reihe  von 
Rollen,  die  ebenfalls  in  einem  Gehäuse  enthalten  sind  und 
eine  bewegliche  Flasche  bilden.  Man  nehme  an,  es  werde 
ein  Faden  au  die  untere  Rolle  der  festen  Flasche  angebracht, 
der  sich  allmälich  um  alle  Rollen  schlingt,  indem  er  ab- 
wechselnd yon  einer  Flasche  zur  anderen  geht  Am  freien 
Kude  dieses  Fadens  hänge  man  ein  Gewicht  P  auf,  das 
einem  Gewichte  R,  welches  an  der  unteren  Rolle  der  be- 
weglichen Flasche  aufgehängt  ist,  das  Gleichgewicht  halt. 
Die  Spannung  des  Fadens  wird  in  seiner  ganzen  Länge 
dieselbe  und  dem  Gewichte  P  gleich  seyn;  sind  aufserdem 
die  Durchmesser  der  Rollen  sehr  klein,  mit  Rücksicht  auf 
den  Abstand,  der  die  beiden  Flaschen  trennt,  so  sind  die 
Seile,  welche  von  einer  zur  anderen  gehen,  beinahe  pa- 
rallel  und  vertical.     Daher  ist   die  Kraft,  welche  das 
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Gewicht  R  hält,  der  Summe  ihrer  Spannungen  oder  dem 
//fachen  des  Gewichtes  P  gleich,  wenn  man  n  die  Anzahl 
dieser  Seile  nennt.  Im  Zustande  des  Gleichgewichtes  hat 
man  daher 

R  =  nP. 

Wird  aber  das  Gleichgewicht  aufgehoben,  und  steigt  oder 
senkt  sich  das  Gewicht  R  um  die  Gröfse  «,  so  werden 
sich  alle  Seile,  die  nach  derselben  beweglichen  Flasche 
gehen ,  um  dieselbe  Grüfse  verkürzen.  Da  aber  die  ganze 
Lange  des  Fadens  dieselbe  bleiben  mufs,  so  wird  sich  der 
Tbeil ,  an  welchen  das  Gewicht  P  befestigt  ist ,  um  n  mal 
diese  Grüfse  a  verlängern  oder  verkürzen.  Bezeichnet  man 
daher  durch  ß  die  Gröfse,  um  welche  sich  das  Gewicht  P 
erhebt  oder  senkt,  so  hat  man     =        und  dflner 

Raz=zPß, 

welche  Gleichung  das   eben  ausgesprochene  Princip  enthält. 

2)    ABC  (Fig.  80)  bezeichne  das  Rad  eines  Rades  au 
der  Welle  und  A'B'C'  den  Durchschnitt  der  verticalen 
Ebene  dieses  Rades  und  der  Fläche  des  Cylinders.     O  ist 
der  gemeinschaftliche  Mittelpunkt  dieser  beiden  Kreise  und 
AOC,  A'OC  ihre  horizontalen  Durchmesser.    Ein  Faden 
schlingt  sich  um  das  Rad  und  ist  an  einen  Funkt  desselben 
befestigt;  ein  anderer  Faden,  der  an  einen  Punkt  des  Cy- 
linders befestigt  ist,  schlingt  sich  ebenso  um  seine  Ober- 
flache.    Man  hangt  ein  Gewicht  P  am  ersten  Faden  auf, 
ein  Gewicht  R  am  zweiten.    Diese  beiden  Gewichte  solleu 
die  Maschine  in  entgegengesetzter  Richtung  zu  drehen  stre- 
ben und  im  Gleichgewichte  seyn.   Dies  vorausgesetzt,  bringe 
man  an  den  Punkt  C  zwei  Kräfte  R'  und  R"  an,  die  ver- 
tical,  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  so  wird  das  Gleich- 
gewicht hierdurch  nicht  gestört ;  sind  aufserdem  diese  Kräfte 
gleich  Rf   so  werden  sich  die  Kraft  R1'  und  das  Gewicht 
R  im  Gleichgewichte  hallen,  weil  kein  Grund  vorhanden 
ist,  weswegen  ihre  gleichzeitige  Wirkung  die  Maschine  eher 
nach  der  einen  als  nach  der  entgegengesetzten  Seite  drehen 
sollte.     Daher  müssen  auch  das  Gewicht  P  und  die  Krall 
R  ,  die  senkrecht  auf  AOC  stehen,  und  an  den  Endpunkten 
des  Hebels  wirken,  dessen  Stützpunkt  O  ist,  sich  im  Gleich- 
gewichte halten.    Nennt  man  daher  r  den  Halbmesser  jIO 
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des  Rades  und  r  den  Halbmesser  OC  des  Cylimlcrs,  so 
ist  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes 

Pr  =  Rr', 

da  R'  =z  R  ist.  Wird  nun  das  Gleichgewicht  aufgehoben 
und  steigt  oder  sinkt  das  Gewicht  R  um  eine  Gröfsc  a, 
während  das  Gewicht  P  um  die  Gröfse  ß  sinkt  oder  steigt, 
so  hat  man,  nach  der  Natur  der  Maschine,  ßr'  r=  «r, 
woraus  sich 

Pß  =  Ra 

ergiebt,  was  mit  dem  angegebenen  Principe  übereinstimmt. 

3)  3\Ian  nehme  an,  eine  vcrticale  Schraube  sey  mit 
einem  Gewichte  R  an  ihrem  oberen  Ende  belastet;  ein  ho- 
rizontales Rad,  dessen  Mittelpunkt  in  der  Axe  dieser  Schraube 
liegt,  sey  an  ihr  unteres  Ende  befestigt  und  es  sey  ein 
Faden  um  dieses  Rad  geschlungeu  und  an  einem  Ende  an. 
seine  Peripherie  befestigt.  An  das  andere  Ende  desselben  soll 
eine  horizontale  Kraft  F  angebracht  seyn,  die  nach  der 
Tangente  des  Rades  wirkt  und  dem  Gewichte  R  das  Gleich- 
gewicht hält.  Man  kann,  wenn  man  will,  in  der  Richtung 
dieser  Tangente  eine  feste  verticale  Rolle  anbringen,  den 
Faden  um  diesen  Theil  schlingen  und  F  durch  ein  Gewicht 
P  ersetzen,  welches  dieser  Kraft  gleich  und  an  das  freie 
Ende  des  verticalen  Theils  des  Fadens  angeknüpft  ist.  Nennt 
man  Ii  die  Höhe  des  Schraubenganges  und  c  die  Peripherie 
des  Rades,  so  hat  man 

Pc  =  Rh 

nach  der  bekannten  Bedingung  des  Gleichgewichtes  bei 
dieser  Maschine.  Die  beiden  Gewichte  R  und  P  werden 
die  Schraube  nach  entgegengesetzten  Richtungen  zu  drehen 
streben ;  wird  das  Gleichgewicht  unterbrochen  so  steigt 
das  eine  Gewicht  und  das  andere  sinkt,  und  zwar  wird  das 
Gewicht  P  um  eine  Hohe,  die  der  Peripherie  c  des  Rades 
gleich  ist,  steigen  oder  sinken,  je  nachdem  das  Gewicht  R 
um  die  Höhe  eines  Schraubenganges  sinkt  oder  steigt.  Hier- 
aus folgt,  dafs,  wenn  man,  im  Allgemeinen,  «  und  ß  die 
Räume  nennt,  welche  die  beiden  Gewichte  R  und  P  gleich- 
zeitig durchlaufen,  man  ac  =  ßh  und  daher 

Pß  =  Ret 
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bat,  übereinstimmend  mit  dem  Principe,  mit  welchem  wir 
uns  jetzt  beschäftigen. 

4)  Man  betrachte  ferner  zvei  Gewichte  P  und  7?,  die 
auf  zwei  schiefen  Ebenen  liegen  und  durch  einen  Faden 
mit  einander  verbunden  sind,  der  über  eine  feste  Rolle 
geht,  die  auf  den  beiden,  gegen  einander  gelehnten  Ebenen 
angebracht  ist.  Die  Figur  81  stellt  einen  verlicalen  Durch- 
schnitt dieses  Systems  dar;  AC  ist  die  Lange  der  Ebene, 
auf  welcher  das  Gewicht  R  liegt,  BC  die  der  Ebene,  die 
das  Gewicht  P  tragt,  AB  eine  horizontale  gerade  Linie 
und  CD  eine  verlicale ,  welche  die  gemeinschaftliche  Hohe 
der  beiden  Ebenen  darstellt.    Man  setze 

AC  =  «,   BC=b,    CD  =  h, 

die  Seitenkraft  von  R  nach  CA  ist  R  —  und  die  von  P 

a 

h 

nach  CB  ist  P  ^- .    Zum  Gleichgewichte  ist  es  erforderlich, 

dafs  diese  zwei  Seitenkräfte  gleich  Seyen,  so  dafs  man 

Pa  —  Rh 

hat.  Hört  das  Gleichgewicht  auf  und  gleitet  das  Gewicht 
R  um  die  Grofse  y  auf  der  Ebene  CA  fort,  so  gleitet  das 
Gewicht  P  um  dieselbe  GröJse,  aber  in  entgegengesetztem 
Sinne,  auf  der  Ebene  BC  fort,  und  wenn  man  «  die  ver- 
licale Hohe  nennt,  um  welche  das  Gewicht  R  steigt  oder 
sinkt,  und  ß  die,  um  welche  das  Gewicht  P  sinkt  oder 
steigt,  so  sieht  man  leicht,  dafs  mau 

a  =  7—       ß  =  rJt 
a  9  b 

hat,  woraus  sich 

Pß  =  Ra, 

wie  in  den  vorhergehenden  Beispielen,  ergiebt.  Hier  aber 
sind  ü  und  ß  die  verticalen  Projeclionen  der  Räume,  die 
gleichzeitig  durch  die  Gewichte  R  und  P  beschrieben  wer- 
den, während  in  dem  vorhergehenden  Falle,  «  und  ß  diese 
Räume  selbst  waren, 

330. 

Nach  dem ,  was  man  in  f.  49  gesehen  hat ,  verhalten  sich 
zwei  Kräfte,  die   an   einem  Hebel  im  Gleichgewichte  sind, 
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umgekehrti  wie  die  unendlich  kleinen  Räume,  die  auf  ihre 
Richtungen  projiciert  sind  und  welche  ihre  Angriffspunkte  zu 
gleicher  Zeit  beschreiben  können.  Diese  Behauptung  pafst 
für  alle  Fälle.  Nennt  man  daher  P  und  Ii  die  Kraft  und 
den  Widersland,  die  vermittelst  irgend  einer  Maschine  im 
Gleichgewichte  sind,  nimmt  man  an,  dafs  man  dieser  Maschine 
eine  unendlich  kleine  Bewegung  mittheilt,  und  bezeichnet 
man  durch  ß  und  a  die  Projeclionen  der  Räume,  die  zu 
gleicher  Zeit  durch  ihre  Angriffspunkte  beschrieben  werden, 
auf  die  Richtungen  dieser  Kräfte,  so  hat  man  immer 

Pß  =  <?«; 

wozu  man  noch  das  hinzufügen  mufs,  dafs  eine  der  Projec- 
lionen auf  die  Richtung  der  entsprechenden  Kraft  selbst,  die 
andere  aber  auf  deren  Verlängerung  fallen  mufs,  wie  dies 
auch  beim  Hebel  der  Fall  ist. 

In  der  Ausübung  ist  es  hinreichend,  wenn  die  der  Ma- 
schine mitgetheiltc  Bewegung  nur  sehr  klein  ist.  Mifst  man 
die  Längen  der  Projectionen  ß  und  «,  so  kann  man  daraus 
unmittelbar  das  Verhällnifs  der  Kraft  zum  Widerstande  fin- 
den, ohne  etwas  Besonderes  über  die  Einrichtung  der  Ma- 
schine zu  wissen. 

331. 

Diese  Behauptung  pafst  aber  nicht  blos  auf  jede  Maschine, 
sondern  erstreckt  sich  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Kräften, 
die  im  Gleichgewichte  sind.  Seyen  daher,  im  Allgemeinen, 
AI,  M\  M"...  (Fig.  82)  ein  System  von  materiellen  Punkten, 
die  auf  irgend  eine  Weise  mit  einander  verbunden  sind.  Man 
nehme  an,  dafs  die  Kräfte  P,  P',  P"...  auf  diese  Punkte, 
nach  den  Richtungen  MA,  M'A',  M"A"...,  wirken,  und 
verrücke  diese  Punkte  unendlich  wenig,  und  auf  eine  Weise, 
die  sich  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträgt,  so  dafs 
sie  nach  JV,  N\  2V"..,  kommen.  Man  projiciere  A7,  A7',  A;"... 
auf  die  Linien  MA,  M' '  A\  M"A"...  in  a,  a',  a" ...  und  setze 
Ma  =  p,    M'a'  =  p\    M"a"  =  //'.... 

Betrachtet  mau  diese  Projectionen  p,  p  9  p''...  als  po- 
sitive oder  negative  Grüfsen,  je  nachdem  sie  auf  die  Rich- 
tungen der  entsprechenden  Kräfte  oder  ihre  Verläugerungen 
fallen,  so  hat  man 

pp  +  p'p'  +  p»p»  +  ~0, 

f 

* 
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wenn  ilas  Gleichgewicht  statt  hat,  und  umgekehrt  wird  das 
Gleichgewicht  stall  finden,  wenn  diese  Gleichung,  bei  allen 
Verlockungen  der  Punkte,  die  sich  mit  den  Bedingungen  des 
Systems  vertragen,  besteht. 

Die  unendlich  kleinen  geraden  Linien  MN9  M'N'y 
jV/"jV"...  sind  das,  was  man  die  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten der  Punkte  M,  AT,  ilZ"...  nennt,  welche  Be- 
nennung daher  rührt,  dafs  man  sie  als  die  Räume  betrachtet, 
die,  zu  gleicher  Zeit,  durch  die  Punkte  des  Systems,  im 
ersten  Augenblicke,  in  welchem  das  Gleichgewicht  aufgehoben 
wird,  durchlaufen  würden. 

Man  bemerke,  dafs  das  in  der  eben  mitgetheilten  Formel 
enthaltene  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeit  blos  die 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  angiebt,  die  durch  Gleichun- 
gen ausgedrückt  werden  können,  nicht  aber  diejenigen,  welche 
sich  auf  die  Richtung  gewisser  Kräfte  beziehen  und  auf  den 
Raum,  innerhalb  dessen  sie  eine  feste  Ebene  schneiden  müssen 
({.  266).  Die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen 
Bewegungen,  welche  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  an- 
geben, sind  diejenigen,  deren  gerade  entgegengesetzte  Bewe- 
gungen gleich  möglich  sind.  Wenn  dagegen  z.  B.  ein  mate- 
rieller Punkt  auf  einer  festen  Ebene  liegt,  so  wird  die  Bewe- 
gung in  dieser  Ebene  nach  jeder  Richtung  und  der  entgegen- 
gesetzten möglich  seyn.  Dagegen  ist  senkrecht  auf  diese  Ebene 
nur  nach  einer  einzigen  Richtung  eine  Bewegung  möglich. 
Die  Betrachtung  der  Bewegungen  in  der  Ebene  bietet  aber 
Bedingungen  des  Gleichgewichtes  dar,  die  durch  Gleichungen 
ausgedrückt  werden  können,  und  die  Betrachtung  der  senk- 
rechten Bewegung  bestimmt  blos  die  Richtung  der  senkrechten 
Kraft,  die  der  der  möglichen  Bewegung  entgegengesetzt  seyn 
mufs.  Bei  dem  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeit  setzt 
man  stillschweigend  voraus,  dafs  jede  mit  den  Bedingungen 
vereinbare  Bewegung  und  die  ihr  gerade  entgegengesetzte  gleich 
möglich  seyen.  Wendet  man  allmälich  die  vorhergehende 
Gleichung  auf  diese  zwei  Bewegungen  an,  so  ändern  die 
Gröfsen  p,  p\  sämmtlich   ihr  Zeichen,  und  es  folgt 

daher  hieraus  nur  eine  Gleichung  der  Bewegung. 

Ist  die  Kraft  P  die  Mittelkraft  Mehrerer  gegebener  Kräfte 
Q)  Q\  Q"4**    uud  bezeichnet  man  durch  q,  </',  q"...  die 
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Projeclionen  von  MN  auf  ihre  Richtungen,  so  hat  man 
(f.  34) 

Pp  =Qq+  QY  +  Q"q"  +  .... 
so  dafs  man  in  der  vorhergehenden  Gleichung  das  Glied  Ppf 
das  sich  auf  die  Kraft  P  bezieht,  durch  diese  Summe  von 
Gliedern,  die  ihren  Seiteukräfteu  entspricht,  ersetzen  mufs; 
ebenso  verhalt  es  sich  mit  den  Kräften  P'y  P"...,  wenn  sie 
ebenfalls  die  Blittelkraft  mehrerer  anderer  Kräfte  sind. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ist,  in  dem 
Falle,  wenn  ein  isolierter  Funkt  im  Gleichgewichte  ist,  wie 
man  in  §.39  gesehen  hat,  eine  Folge  dieser  letzten  Gleichung, 
sey  es  nun,  dafs  der  Punkt  völlig  frei  ist,  oder  dafs  er  auf 
einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  bleiben  mufs. 
Es  soll  nun  dieses  allgemeine  Princip  für  den  Fall  bewiesen 
werden,  wenn  ein  beliebiges  System  materieller  Punkte  31, 
M'f  M"  u.s.w.  gegeben  ist. 

332. 

Man  nehme  an,  es  Seyen  diese  Punkte  durch  unbiegsame 
Stäbe  oder  durch  biegsame  Fäden  verbunden,  die  theilweise 
an  diese  Punkte  befestigt  sind,  während  andere,  wie  durch 
bewegliche  Ringe,  durch  dieselben  gehen.  Im  letzteren  Falle 
halten  diese  Punkte  oder  Ringe  die  Freiheit,  längs  der  Fäden, 
welche  durch  sie  gehen,  zu  gleiten,  und  man  denkt  sich  zu 
diesem  Zwecke  die  Fäden  vollkommen  biegsam. 

Hat  man  die  gegebenen  Kräfte  P,  P',  P".,.  an  die  Punkte 
M,  M' ,  M'' . ..  angebracht  und  ist  das  Gleichgewicht  hergestellt, 
so  ist  es  klar,  dafs  von  den  Faden,  welche  diese  Punkte  paar- 
weise verbinden,  jeder  eine  besondere  Spannung  erleiden  wird, 
d.  h.  dafs  jeder  dieser  Fäden  an  seinen  beiden  Endpunkten 
durch  gleiche  und  entgegengesetzte  Kräfte  gezogen  wird,  die 
nach  seinen  Verlängerungen  gerichtet  sind,  so  wie  dies  schon 
bei  dem  Seiipolygonen  (§.  285)  gesagt  worden  ist.  Die  Inten- 
sität dieser  Kraft  ist  das  Maafs  der  unbekannten  Spannung, 
die  der  Faden  erleidet.  Ein  Faden  der  nicht  gespannt  wäre, 
würde  Nichts  zum  Gleichgewichte  beilragen  und  könnte  daher 
unberücksichtigt  bleiben. 

Die  Spannung  kann  sich  von  einem  Faden  zum  anderen 
andern;  hat  man  es  aber  mit  zwei  Faden  zu  thun,  von  wel- 
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eben  einer  die  durch  einen  Ring  gehende  Verlängerung  des 
anderen  ist,  so  ist  die  Spannung  in  diesen  beiden  Thcileu  des- 
selben Fadens  dieselbe,  welcher  daher  in  seiner  ganzen  Länge 
eine  gleicbe  Spannung  erleiden  mufs  (f,  289).  Ist  z.  B.  M 
ein  Ring,  durch  welchen  der  Faden  M' MM"  geht,  so  ist 
die  Spannung  von  MM'  der  von  MM"  gleich. 

Kreuzen  sich  mehrere  Fäden  in  demselben  Ringe,  so 
ist  die  Spannung,  in  beiden  Tlieiien  jedes  Fadens,  dieselbe 
und  kann  sich  von  einem  Faden  zum  anderen  ändern. 
Geht  nun,  aufser  dem  Faden  M' MM"  noch  ein  Faden 
M"'MMxy  durch  den  Ring  M ,  so  ist  die  Spanniufg  in  beiden 
Tlieiien  MM"'  und  MMly  des  letzten  Fadens  dieselbe,  und 
wird  im  Allgemeinen  von  der  der  beiden  Theile  MM'  und 
MM"  des  ersten  Fadens  verschieden  seyn.  Geht  dagegen 
ein  anderer  Faden  wie  MMy  bis  zu  demselben  Ringe  M%  an 
welchen  er  befestigt  ist ,  so  hat  dieser  Faden  seine  besondere 
Spannung,  die  im  Allgemeinen  von  allen  den  Spannungen 
der  anderen  Fäden,  die  nach  demselben  Punkte  M  gehen,  ' 
verschieden  ist. 

Man  bemerke  noch,  dafs,  wenn  M\  ebenso  wie  M,  ein 
Ring  ist  und  der  Faden  M"MM',  nachdem  er  durch  den 
Ring  M  gegangen  ist,  auch  noch  durch  den  Ring  M'  geht, 
um  nach  dem  Punkte  M'''  hin  zu  gehen,  die  Spannung  in 
den  drei  Fäden  M"M,  MM',  M'M"  dieselbe  seyn  wird; 
denn  alsdann  machen  die  drei  Faden  nur  einen  einzigen 
M" MM' M'"  aus.  Ist,  im  Allgemeinen,  ein  Faden  durch 
bewegliche  Ringe  in  mehrere  Theile  getheilt,  so  ist  die  Span- 
nung in  allen  diesen  Theilen  dieselbe. 

Was  die  unbiegsamen  Stäbe,  im  Falle  des  Gleichgewichtes, 
betrifft,  so  wrerden  sie,  nach  ihrer  Länge,  p'urch  gleiche  und 
entgegengesetzte  Kräfte,  die  an  ihren  Endpunkten  wirken, 
getrieben.  Die  gemeinschaftliche  Starke  dieser  beiden  Kräfte 
ist,  für  jeden  Stab,  das  Maafs  der  Ausdehnung  oder  Zusam- 
menziehung, die  er  erleidet.  Ist  einer  oder  sind  einige  in  dem 
System  enthalten,  die  weder  ausgedehnt  noch  zusammen  gezo- 
gen werden,  so  sind  sie  für  das  Gleichgewicht  unnütz  und 
können  unbeachtet  bleiben.  Wir  werden  daher  im  Folgenden 
annehmen,  dafs  alle  physischen  Verbindungen,  die  in  dem 
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Systeme  vorbanden  sind,  nach  ihren  Langen,  durch  unbekannte 
Kräfte  ausgedehnt  oder  zusammen  gezogen  werden. 

Der  Vortheil  des  Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
besteht  darin,  dafs  es  in  jedem  besonderen  Falle  die  Gleichung 
des  Gleichgewichtes  giebt,  ohne  dafs  man  nöthig  hat,  diese 
inneren  Kräfte  zu  berechnen.  Da  aber  der  Beweis,  den  wir 
geben  werden,  auf  der  Betrachtung  dieser  Kräfte,  deren  Gröfse 
unbekannt  ist,  beruht,  so  werden  wir,  um  sie  darzustellen, 
folgende  Bezeichnung  anwenden. 

Wir  bezeichnen  durch  [m,  m']  die  Ausdehnung  oder  die 
Zusammenziehung  des  biegsamen  oder  unbiegsamen  Fadens, 
der  zwei  beliebige  Punkte  des  Systems  M  und  M'  verbindet. 
Auf  diese  Weise  bezeichne  [m,  m'f],  [m\  m"]  u.  s.  w.  die 
Ausdehnungen  oder  Zusammenziehungen  der  Fäden,  die  M 
und  M",  M'  und  M"  u.  s.  w.  verbinden. 

333. 

W7ir  müssen  auch  die  unendlich  kleinen  Veränderungen 
betrachlen,  welche  die  Abstände  der  Punkte  M ,  3f,  3/"..., 
paarweise  genommen,  erleiden,  sey  es  nuu,  dafs  nur  einer 
dieser  Punkte,  seine  Lage  ändert,  oder  dafs  sie  beide  eine 
andere  Lage  einnehmen.  In  diesem  Falle  bezeichnen  wir 
durch  (/#*,  m')  den  Abstand  der  beiden  Punkte  M  und  M', 
so  dafs  (/w, //*"),  {m'9  m'  )  u.  s.  w.  ebenso  die  Abstände 
von  M  und  M",  M'  und  M"  u.  8.  w.  bezeichnen.  Wir  ge- 
brauchen das  Zeichen  di ,  um  die  Veränderungen  dieser  Ab- 
stände, in  Beziehung  auf  die  Veränderung  des  Punktes  M 
anzudeuten,  das  Zeichen  um  dasselbe  in  Beziehung  auf 
den  Punkt  M'  zu  bezeichnen,  das  Zeichen  cV',  um  die  Ver- 
änderungen anzudeuten,  die  von  M"  herrühren  u.  s.  w.  End- 
lich wenden  wir  das  Zeichen  o*  an,  um  die  Veränderung  des 
Abstandes  zweier  Punkte  zu  bezeichnen,  die  von  ihren  gleich- 
zeitigen Orlsveränderungen  herrührt. 

Da  man  z.B.  annimmt,  dafs  M  von  M  nach  N,  und  M' 
von  M'  nach  iV'  gebracht  worden  ist,  so  hat  man 

d  (m,  m)  =  MM'  —  NN' 
di  (iR9mf)  =  MM'  —  NM* 
di  (w,  m)  =  MM '  —  MN  \ 

Es  ist  eine  wichtige  Bemerkung,  dafs  die  ganze  durch  <$ 
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bezeichnete  Aenderung,  der  Summe  der  partiellen  Aenderungcn, 
die  durch  c?i  und  ä\  bezeichnet  worden  sind,  gleich  ist,  so 
dafs  man  für  zwei  beliebige  Punkte 

g(m9m')  =  di  (m,  m)  +  9\  (jn,  m')  u 
hat,  welche  Gleichung  daher  rührt,  dafs  die  Ortsveränderungen 
von  M  und  M'  unendlich  klein  sind,  und  die  nur  unter  dieser 
Voraussetzung  statt  hat.  Es  ist  nemlich  (m,  m)  eine  Func- 
tion der  Coordinaten  dieser  zwei  Punkte;  diese  Veränderlichen 
erhallen  unendlich  kleine  Zuwächse,  die  positiv  oder  negativ 
seyn  können,  wenn  die  Punkte  M  und  Mf  nach  AT  und  JV' 
gebracht  werden.  Vernachlässigt  man  aber  die  Potenzen  dieser 
Zuwächse,  die  hoher  als  die  erste  sind,  so  ist  es  offenbar, 
dafs  der  ganze  Zuwachs  einer  beliebigen  Function  dieser  Coor- 
dinaten ,  der  Summe  der  theilweiseu  Zuwächse  gleich  ist, 
die  von  der  Veränderung  jeder  besonderen  Coordinate  her- 
rühren, die  ganze  Aenderung  von  (m,  m'),  die  durch  das 
Zeichen  ö  angedeutet  wird,  mufs  der  Summe  der  theilweiseu 
Acnderungen,  die  den  Zeichen  #a  und  tf/  entsprechen,  gleich 
seyn. 

334. 

Alles  Vorhergehende  vorausgesetzt,  betrachte  man  den 
beliebigen  Punkt  M' ,  an  welchen  die  gegebene  Kraft  P  an- 
gebracht ist.  Dieser  Punkt  ist  mit  den  anderen  durch  die 
Faden  MM' y  MM"  u.  s.  w.  verbunden;  er  wird  daher,  im 
Siune  eines  jeden  dieser  Fäden,  durch  eiue  Kraft  gezogen 
oder  gestofsen,  die  der  Zusammenziehung  oder  Ausdehnung, 
welche  dieser  Faden  erleidet,  gleich  ist,  so  dafs  der  Punkt 
M  nicht  blos  der  gegebenen  Kraft  P,  sondern  auch  der  Wir- 
kung von  eben  so  viel  anderen  Kräften  unterworfen  ist,  als 
es  Fäden  giebt,  die  nach  diesem  Punkte  hingehen.  Hat  man 
auf  diese  inneren  Kräfte  Rücksicht  genommen,  so  mufs  man 
die  Fäden,  welche  M  mit  den  übrigen  Punkten  des  Systems 
verbinden,  unberücksichtigt  lassen  und  ihn  wie  einen  isolierten 
Punkt  betrachten,  um  welchen  sich  die  Kräfte  \m,  rri] ,  [m,  m"~\ 
u.  8.  w.  und  die  Kraft  P  im  Gleichgewichte  halten  müssen. 
Ist  M  ein  fester  Punkt,  so  folgt  hieraus  gar  keine  Gleichung 
des  Gleichgewichtes;  ist  er  aber  ganz  frei,  oder  soll  er  nur 
auf  einer  gegebenen  Oberfläche  oder  krummen  Linie  bleiben, 
so  findet  zwischen  diesen  Kräften  die  Gleichung  der  virtuellen 
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Geschwindigkeiten  statt,  die  schon  für  das  Gleichgewicht  eines 
materiellen  isolierten  Punktes  bewiesen  worden  isr. 

Um  diese  Gleichung  zu  bilden,  nehme  man  einen  Punkt 
A7,  der  unendlich  nahe  bei  M  ist  und  der  Oberfläche  oder 
krummen  Linie  angehört,  auf  welcher  dieser  Punkt  M  bleiben 
mufs,  wenn  er  nicht  völlig  frei  isr,  Seyen  p,  t,  /',  t" , . . 
die  Projeclionen  von  MN  auf  die  Richtungen  der  Kräfte  Pf 
\m,  w*'],  [/;/,  im"],  [m,  m'"]  u.  s.  w.,  so  hat  man  (J*.  39) 
Pp  -}-  [///,  m']  t  -[-  [m,  m'']  t'  -f-  [m,  »»'"]  t"  4*  •••  —  °- 
Da  aber  die  Linie  MN  unendlich  klein  ist,  so  ist  es 
leiel  t  einzusehen,  dafs  ihre  Projeclion  auf  die  Linie  MM' 
nichts  Anderes  ist,  als  der  Unterschied  der  beiden  Abstände 
MM'  und  NM'.  Denn  fallt  man  vom  Punkte  AT  (Fig.  83) 
die  senkrechte  NH  auf  MM',  so  ist  dio  Linie  MH  diese 
Projeclion  und  man  hat 

MH  =  MM'  -  HM'. 
Man  hat  aber  auch 

HM'  =  \T  {NM')2  —  (NH)2=  NM', 
wenn  man  die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der  zweiten  Ord- 
nung vernachlässigt.    Mau  hat  daher 

M/J  =  MM'  —  NM'. 
Nach  den  angenommenen  Bezeichnungen  ist  diese  Gleichung 

t  =  $i  [tn,m')  . 

und  ebenso  hat  man 

t'  z=z  dx  (»*,«/'),    t"  =  Ö!  (IM»»!")  u.s.w. 
Daher  wird  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes 

-}-  [//i,  wz"']  t^x  (m,  m'")  -f  -  •  •  •  =  °- 
Betrachtet  man  die  übrigen  Punkte  ilf ,  i¥'  ,  M     u.  s.  w. 
des  Systems,  so  hat  man  für  jeden  derselben  eine  Gleichung, 
die  der  vorhergehenden  ähnlich  ist.     Diese  Gleichungen  siud 
p'p'  +  [»*>*]  9X'  (»»  +  [/»',*»"]  9i  ('">*_") 

+  {tii',m'")  d\  (rn,  ni"')-\-  ...  =  0 
P"p"  +  [im",  m]  di"  (/«",  m)  +  [m",  m '}  9t"  (/»",  m') 

+  (/«",  «*'")  ft"  (»*",  r*'")  +  •  -  =  o 
P"'p"'  +  [,„"',  m]  i/"  („*'",  m)  -f  [im",  ro]  di'  (#»"',  m ') 
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xfO  p\  p",  p'"  u.  w.  dio  virtuellen  Geschwindigkeiten  von 
M't  M'\  Af"u*t..vr.,  onf  die  Richtungen  der  gegebenen  Kräfte 
P' ,  P" y  P* projiciert,  welche  auf  diese  materiellen  Punkte 
wirken,  sind. 

Man  addiere  alle  diese  Gleichungen.  Bemerkt  man  ,  dafs 
[m,  m ']  und  (mfrti)  dasselbe  sind,  wie  [in',  m]  und  (jn\m\ 
und  dafs  es  ebenso  bei  den  anderen  ähnlichen  Bezeichnungen 
ist,  und  substituiert  man  die  ganze  Aenderung  jedes  Abstände» 
statt  der  Summe  der  theilweiseii  Aenderungen,  so  hat  man 

pp  +  p'p'  +  p"p"  +  p"y  + ... 

+[/?i,?/i''JJ(///,7//)-f  [//7,z;^^^ 

+  [/«',!»"]  *(«',  «")  +  [/»',m'"]  *(#»',!»'")  ...  )  («) 

-{-...  ~  o 

335. 

Bisher  waren  die  Verrückungen  jtf  jV,  Af'JV',  3i"A7" 
u.  8.  w.  (Fig. 82)  unabhängig  von  einander,  und  die  Gleichung 
(a)  setzt  blos  voraus,  dafs  diese  Tunkte  die  gegebenen  Ober- 
flächen oder  krummen  Linien  nicht  verlassen  haben,  auf  wel- 
chen sie  bleiben  müssen.  Nimmt  man  aber  aulserdem  an, 
dafs,  in  Folge  dieser  Verrückungen,  die  Punkte  des  Systems, 
die  durch  einen  Stab  oder  ausgespannten  Faden  verbunden 
sind,  dieselben  bezüglichen  Abstände  behalten  haben,  so  hat 
man 

*(m,m')  =  o,    t(m,m")z=zo,    ä  (m\m")  ss  o  . .. 
und  die  Gleichung  (a)  reduciert  sich  auf 

PP  +  P'p'  +  P"p"  +  P"Y"  ...  =  o,  (6) 
welche  genau  die  des  Priucips  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ist  (§.  331). 

Wenn  bei  den  Verrückungen  der  Punkte  M,  M\  Jtf  "... 
diejenigen,  welche  Ringe  sind,  läugs  der  Fäden,  welche  durch 
sie  gehen,  gegleitet  sind,  so  hat  die  Gleichung  (b)  noch  immer 
atatt,  sobald  sich  die  ganzen  Längen  dieser  Fäden  nicht  ge- 
ändert haben.  Man  nehme  z.  B.  an,  es  sey  M  ein  Ring,  der 
längs  des  Fadens  M' MM  "gegleitet  ist,  so  hat  man  nicht  mehr 
einzeln  *  (w,  m')  =  o  und  <J  (w,  m")  =  o,  aber  man  hat 
noch  immer 
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weil  die  ganze  Lange  des  Fadens  dieselbe  bleibt.  In  diesem 
Falle  sind  aber  die  Spannungen  [w,  m']  und  [w,  m"]  der 
beiden  Theile  dieses  Fadens  gleich.  Daher  kann  man  die 
Glieder,  welche  diese  Spannungen  in  der  Gleichung  9nxm 
halten,  auf  folgende  Weise  schreiben: 

t»i,i*t ']  [#(m,m')  +  d(ni,r*")] 
und  sie  heben  sich  daher  auf. 

Im  Allgemeinen  sieht  man,  dafs,  wenn  ein  biegsamer  Faden 
durch  eine  beliebige  Anzahl  von  Ringen  geht,  die  gleichen 
Spannungen  seiner  verschiedenen  Theile  aus  der  Gleichung 
{a)  verschwinden  werden,  so  oft  sich  die  ganze  Lange  dieses 
Fadens  nicht  ändert. 

Hieraus  folgt  also : 

1)  Dafs  die  Gleichung,  welche  sich  aus  dem  Principe 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  ergiebt,  für  alle  unendlich 
kleinen  Bewegungen  statt  hat,  die  man  einem  festen  Körper, 
der  frei  oder  durch  feste  Widerstände  gehindert  ist,  geben 
kann ;  denn  bei  allen  diesen  Bewegungen  sind  die  bezüg- 
lichen Abstände  der  Punkte  dieses  Körpers  unveränderlich. 

2)  Dafs  diese  Gleichung  auch  für  alle  unendlich  kleinen 
Bewegungen  statt  hat,  welche  ein  System  von  Punkten 
oder  Ringen,  die  durch  biegsame  Fäden  verbunden  sind,  an- 
nehmen kann ,  sobald  diese  Fäden  gerade  oder  gespannt 
bleiben.  Ist  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  verschwinden 
die  Spannungen  nicht  sämmtlich  in  der  Gleichung  (a)  und 
die  Gleichung  (o)  hat  nicht  statt. 

336. 

Man  mufs  auch  noch  beweisen,  dafs  umgekehrt,  wenn  die 
Gleichung  (b)  für  alle  unendlich  kleinen  Bewegungen  statt  hat, 
die  das  System  der  Punkte  M,  JW',  annehmen  kann, 

auch  die  gegebenen  Kräfle  P,  P',  P"...  im  Gleichgewichte 
sind,  wie  wir  es  früher  ({.331)  gesagt  haben. 

Man  setze  für  den  Augenblick  voraus,  das  Gleichgewicht 
habe  nicht  statt.  Es  werden  sich  alsdann  die  Punkte  M,  M  , 
jkf"...  oder  ein  Theil  derselben  in  Bewegung  setzen  und  im 
ersten  Augenblicke  zu  gleicher  Zeit  gerade  Linien,  wie  UN, 
M'N',  ytf"JV"...  beschreiben.  Man  wird  daher  alle  die«e 
Punkte  zur  Ruhe  bringen  können,  wenn  man  passende  Kräfte 
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an  dieselben  Anbringt,  die  nach  den  Verlängerungen  dieser 
geraden  Linie,  in  Bichtuugcn,  die  den  entstandenen  Bewe- 
gungen entgegengesetzt  sind,  wirken.  Bezeichnen  wir  daher 
diese  unbekannten  Kräfte  durch  R  ,  R\  /?"...,  so  wird  das 
Gleichgewicht  zwischen  den  Kräften  P,  P'f  P"*..  R,  R',  R" ... 
statt  linden,  so  dafs,  wenn  r,  r',  /"...  die  auf  die  Rich- 
tungen dieser  neuen  Kräfte  R,  li\  /*"...  projicierten  virtuellen 
Geschwindigkeiten  bedeuten,  nach  dem  eben  bewiesenen  Prin- 
cipe der  virtuellen  Geschwindigkeiten, 

PP+P'p'  +  r"p"  +  ...  +  Rr  +  M'r'  +  R"r"+...  =  o, 

oder  ein  fach 

Jlr  +  JlV  +  Ä  V    +  ...  =  o  (c) 
ist,  in  Folge  der  Gleichung  (A),  die  nach  der  Voraussetzung 
statt  hat.     Da  die  Gleichung  (r)  für  alle  unendlich  kleinen 
Bewegungen  gilt,  die  sich  mit  den  Bedingungen  des  Systems  der 
Punkte  Af,  A/',  /!/'...  vertragen,  so  können  wir  die  iu  dem- 
selben Augenblicke  beschriebenen  Baume  MNf  Af'A7',  M"N".*, 
für  ihre  virtuellen  Geschwindigkeiten  nehmen.    Da  aber  diese 
Linien  auf  den  Verlängerungen  der  Bichtuugeu  von  R ,  R', 
genominen  werden,  so  folgt  hieraus,  dafs  die  Projec- 
tionen  r,  /*',  /"...  säiumtlich  negativ  sind  (f.  331),  und,  ohne 
Rücksicht  auf  das  Zeichen,  diesen  Linien  iL/ 2V,  itf'A1'  ili"A ". .. 
gleich  sind.     Da  aber  alle  Glieder  der  Gleichung  (c)  gleiches 
Zeichen  haben,  so  kann  ihre  Summe  nicht  Null  seyu,  wenn 
nicht  jedes  einzelne  Glied  Null  ist;  man  hat  daher 
R.MN—o,    R'.M'N'=o,    R".M"N"  =  o  u.s.w. 
Soll  aber  das  Produkt  R.MN  Null  seyn ,  so  mufs  ent- 
weder Ii  =  o  oder  JliÄ  —  o  seyn,  was  in  dem  einen  wie 
in  dem  anderen  Falle  andeutet,  dafs  der  Punkt  M  gar  keine 
Bewegung  annehmen  kann;  ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  alle 
übrigen  Punkte,   folglich  ist  das  System  im  Gleichgewichte, 
und  dies  sollte  bewiesen  werden. 

337. 

Es  wird  sich  später  zeigen,  wenn  wir  von  den  Flüssig- 
keiten handeln,  dafs,  wenn  man  von  ihrer  Fundamentaleigen- 
schaft ausgeht,  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
auch  bei  dem  Gleichgewichte  eines  Systems  von  Kräften  statt 
hat,  deren  Wirkungen  sich  durch  eine  Flüssigkeit  fortpflanzen. 
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diu  in  einer  Rühre  oder  einem  Gefafse  vou  beliebiger  Gestalt 
en t hallen  ist.  Auf  diese  Weise  wird  der  Beweis  des  allgemei- 
nen Priucips  der  virtuelleu  Geschwindigkeit  alle  Ausdehnung, 
die  mau  verlangen  kann,  haben;  denn  die  unbiegsamen  Stabe, 
die  gespannten  Faden,  die  in  Rühren  enthaltenen  Flüssigkeiten, 
sind  die  verschiedenen  Arten  von  Vermittlern,  die  mau  zwi- 
schen getrennten  materiellen  Punkten  anbringen  kann,  um  diu 
Wirkung  der  Kräfte  eines  dieser  Punkte  zu  dem  anderen  hin 
zu  leiten,  und  wenn  aufserdem  einige  dieser  Punkte  unbeweg- 
lich, andere  gänzlich  frei  und  andere  gezwungen  sind,  auf 
gegebenen  Oberflächen  oder  krummen  Linien  zu  bleiben,  su 
hat  man  das  allgemeinste  System  materieller  Punkte,  welches 
man  zu  betrachten  nöthig  haben  könnte.  Ich  will  jedoch  noch 
einen  anderen  Reweis  dieses  Priucips  geben,  den  man  Lagrangu . 
verdankt,  und  der  auf  einfacheren  Gründen,  als  der  vorher- 
gehende, beruht.  Er  gründet  sich  auf  die  Möglichkeit,  dal* 
mau  alle  an  ein  System  von  materiellen  Punkten  augebrachteu 
Kräfte  durch  ein  einziges  Gewicht  ersetzen  kann,  welches, 
wie  sogleich  erklärt  werden  soll,  wirkt. 

338. 

Wird  ein  Punkt  M  (Fig.  84)  durch  eine  Kraft  P  getrie- 
ben,  die  nach  der  Linie  MA  gerichtet  ist,  so  kann  man  an- 
nehmen, dafs  diese  Kraft  an  den  Punkt  A  angebracht  scy 
und  vermittelst  eines  Seils  MA  wirkt,  das  au  diesen  Punkt 
M  befestigt  ist.  Man  kanu  alsdann  dieses  Seil  durch  einen 
Faden  ersetzen,  der  abwechselnd  über  eineu  festen  und  einen 
beweglichen  Flaschenzug  geht  und  äu  einem  seinem  beiden  En- 
den an  den  einen  oder  den  anderen  dieser  beiden  Flaschenzüge 
befestigt  ist.  Die  feste  Flasche  entspricht  dem  Punkte  //,  die 
bewegliche  dem  Punkte  M.  Hängt  man  am  freien  Ende  des 
Fadens  das  verticale  Gewicht  K  auf,  so  ist  die  Spannung 
in  der  ganzen  Länge  des  Fadens  gleich  K.  Betrachtet  man 
die  Dimensionen  der  Rollen  als  unendlich  klein,  so  haben 
die  Spannungen  aller  Theile  dieses  Fadens,  die  nach  dem  be- 
weglichen Flaschcnzuge  gehen,  dieselbe  Richtung.  Nennt  man 
ihre  Anzahl  #,  so  ist  ihre  Mittelkraft  gleich  iK  und  wirkt 
auf  den  Punkt  M  nach  der  Richtung  MA]  ist  daher  iK  =  J\ 
so  kann  man  die  Wirkung  der  Kraft  P  durch  die  de«  Ge- 
wichtes K  ersetzen. 
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Ebenso  Ist  es  iu  Beziehung  auf  die  anderen  Kräfte  P\ 
P"..,  die  qu  die  Punkte  M%  Jli"...  nach  den  Richtungen 
M' A\  M"A"..*  angebracht  sind;  jede  derselben  kann  durch 
ein  Gewicht  ersetzt  werden,  das  ein  aliquoter  Theil  ihrer 
Intensität  ist  und  auf  die  in  Beziehung  auf  die  Kraft  P  an- 
gegebene Weise  wirkt.  Aufserdem  sieht  man  leicht  ,  dafs 
man  immer,  wie  die  Figur  85  zeigt,  einen  und  denselben 
Faden  über  alle  in  Ar  A A",..  befestigten  Flaschen  und 
über  alle  beweglichen  Flaschen,  die  an  die  Punkte  M,  M\ 
A/".,.  angebracht  sind,  gehen  lassen  kann.  Man  nehme  daher 
an,  es  seyen  /,  i'%  ganze  Zahlen  und  man  habe 

iK  =  P9    i'K  =  P\    i"K  =  P"...  (d) 

Hängt  man  das  Gewicht  K  vertical  an  dem  freien  Ende 
dieses  Fadens  auf,  so  wird  das  System  der  gegebenen  Kräfte 
P,  P',  P",..  durch  dieses  einzige  Gewicht  ersetzt,  dessen 
Wirkung,  vermittelst  dieses  Fadens  und  der  festen  und  be- 
weglichen Rollen,  den  Punkten  M,  M',  M"..K  mitgetheilt 
wird.  Die  Gleichungen  (d)  setzen  zwar  voraus,  dafs  die 
Kräfte  P,  P\  P"...  commensurabel  sind;  diese  Annahnie  ist 
Jedoch  immer  zulässig,  da  ihr  gemeinschaftliches  Maafs  K  ein 
•o  kleines  Gewicht  seyn  kann,  als  man  will,  und  selbst  un- 
endlich klein,  wenn  dies  nüthig  ist. 

839, 

Man  denke  sich  jetzt,  man  gebe  den  Punkten  M,  M\ 
eine  Bewegung,  die  sich  mit  den  Bedingungen  des 
Systems,  so  wie  auch  die  gerade  entgegengesetzte  Bewegung, 
verträgt.  Seyen  JV,  jV',  N"...  ihre  Lagen  nach  einer  un- 
endlich kleinen  Zeit  und  man  nenne,  wie  früher,  p,  p',  p". 
die  Projectionen  von  MN,  M'JS\  M"N"...  auf  die  Rich- 
tungen von  P,  P',  P"...  oder  auf  ihre  Verlängerungen. 

Da  der  Punkt  N  in  a  auf  die  Linie  MA  projiciert  ist, 
so  verkürzt  sich  jedes  der  Seile,  die  von  A  nach  M  gehen, 
um  die  Grüfse  AM  —  AN,  für  welche  man  AM  —  AN 
nehmen  kann,  wenn  man  die  unendlich  kleinen  Gröfsen  der 
zweiten  Ordnung  vernachlässigt.  Dieses  Seil  wird  dagegen 
um  Ma  verlängert,  wenn  der  Punkt  a  auf  die  Verlängerung 
von  AM  fällt.  Hieraus  folgt,  dafs  der  Punkt  K  in  Folge 
der  Verruckung  von  M,  im  eisten  Falle  sinken  und  im  zweiten 


Digitized  by  Googl 


535 


sich  erheben  wird,  und  zwar  um  eine  Gröfse,  die  dem  Pro- 
dukte aus  Ma  In  *  gleich  ist,  was  darauf  zurück  kommt, 
dafs,  nach  dem  Zeichen  von  p  (f.  331),  die  positive  oder 
negative  Aendejrung  der  verticalen  Höhe,  die  blos  von  dieser 
Verrückung  herrührt,  durch  ip  ausgedrückt  wird.  Ebenso 
ist  es  in  Beziehung  auf  die  übrigen  Punkte  M\  M  be- 
zeichnet man  daher  durch  J  eine  unendlich  kleine  Grüfte, 
die,  je  nachdem  sie  positiv  oder  negativ  ist,  die  ganze  Gröfse 
darstellt,  um  die  der  Punkt  K,  in  Folge  der  gleichzeitigen 
Verrückungen  aller  Punkte  des  Systems,  sinkt  oder  sich  er- 
hebt, so  hat  man 

f  z=  ip  +  i'p'  +  *"p"  -f-  ... 

Da  aber  das  Gewicht  K  herab  zu  sinken  strebt,  und 
die  einzige  Kraft  ist,  die  auf  das  System  wirkt,  so  ist  es  klar, 
dafs  Nichts  dasselbe  hindern  wird,  die  Bewegung,  welche  wir 
betrachten,  hervor  zubringen,  wenn  dieser  Werth  von  £  positiv 
ist,  und  dafs  ebenso  das  Gewicht  K  durch  Nichts  verhindert 
wird,  die  entgegengesetzte  Bewegung  hervor  zu  bringen,  die 
man  ebenfalls  als  möglich  voraussetzt  und  bei  welcher  £  das 
Zeichen  ändert.  Zum  Gleichgewichte  ist  es  daher  erforderlich, 
dafs  f  Null  sey.  Da  umgelCehrt  das  Gewicht  K  keine  Bewe- 
gung hervorbringen  kann,  ohne  im  ersten  Augenblicke  um 
eine  unendlich  kleine  Grüfte  zu  sinken,  so  folgt  hieraus,  dafs 
es  gar  keine  hervorbringen  und  dafs  das  Gleichgewicht  statt 
finden  wird,  wenn  man  für  alle  unendlich  kleiuen  Verrückun- 
gen der  Punkte  M,  M\  ili"...,  die  sich  mit  den  Bedingungen 
des  Systems  vertragen ,  £  =  o  hat. 

Multipliciert  man  nun  durch  K  die  Gleichung 

lP  +  1  P    +  1  P    T       —  ' 
die  für  das  Gleichgewicht  nothwendig  und  hinreichend  ist, 
und  berücksichtigt  man  die  Gleichungen  (d) ,  so  geht  sie  in 
die  Gleichung  (b)  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten 
über,  die  man  erhallen  wollte, 

340. 

Dieser  Beweis  setzt  nicht  voraus,  dafs  das  Prineip  schon 
für  einen  isolierten  materiellen  Punkt  bewiesen  ist.  Redimiert 
sich  das  System  auf  einen  einzigen  Punkt  My  an  welchen 
die  der  Grüfte  und  Richtung  nach  gegebenen  Kräfte  P,  P\ 
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P"...  angebracht  sind,  so  substituiert  mau  ihrer  gleich  zeiti- 
gen liichtuug  die  eines  Punktes  A  ,  wie  in  f.  338,  und  wenn 
diese  Kräfte  im  Gleichgewichte  sind,  so  kann  mau  das  l'riiicin 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  aus  dieser  Substitution  durch 
die  eben  angegebene  Schlufs folge  ableiten.  Dieses  Princin 
giebt  aber  unmittelbar  die  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
des  Punktes  il/,  der  auf  einer  Oberfläche  oder  krummen 
Linie  bleiben  muls  oder  auch  völlig  frei  ist  ($«  39).  Im  letz- 
teren Falle  kann  man  hieraus,  indem  man  eine  der  gegebenen 
Kräfte  als  der  Mittelkraft  aller  übrigen  gleich  und  entgegen- 
gesetzt betrachtet,  die  Regeln  der  Zusammensetzung  und  -Zer- 
legung der  parallelen  Kräfte  ableiten. 

Auch  kann  man,  ohne  Schwierigkeit,  aus  dem  allgemei- 
nen Principe  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes  eines  völlig  freien  festen  Körpers  ableiten, 
die  wir  auf  andere  Weise  im  §.  260  gefunden  haben. 

Wir  können  uemlich  zuerst  annehmen,  dafs  alle  Punkte 
dieses  Körpers  gleich  grolsc  gerade  Linien  beschreiben,  die 
einer  der  Coordinatenaxen  parallel  sind.  Nennt  mau  h  die 
Länge  dieser  geraden  Linien,  und  es,  a,  cc"...  die  Winkel, 
die  ihre  gemeinschaftliche  Richtung  mit  denen  der  gegebenen 
Kräfte  einschliefst,  so  hat  man 

p  =  Ii  cos  a  ,  p  =  h  cos  «  ,  p  =  fi  cos  cc  . . . 
für  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  der  Punkte  3Jy  M',  A/"... 
des  festen  Körpers,  die  auf  die  Richtungen  der  an  diese  Punkte 
angebrachten  Kräfte  P,  P',  P'1...  projiciert  sind.  Substituiert 
mau  daher  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (b)  und  lalst  den 
Factor  A,  der  allen  Gliedern  gemeinschaftlich  ist,  weg,  so 
hat  man  die  Gleichung  des  Gleichgewichtes 

P  C08  «  -f-  jR'  COS  tt'  -j-  P"  COS«"   -j-  ...  =  O. 

Betrachtet  mau  nach  einander  die  Bewegungen  des  Kör- 
pers, die  den  beiden  anderen  Coordinatenaxen  parallel  sind, 
so  erhält  man  ebenso  die  beiden  anderen  Gleichungen  des 
Gleichgewichtes,  die  dieser  ähnlich  sind. 

Wir  können  uns  auch  denken ,  dafs  sich  der  Körper 
um  eine  der  Coordinatenaxen  dreht.  Um  die  Gleichung,  die 
dieser  Bewegung  entspricht,  zu  bilden,  bezeichne  ich  die  Coor- 
dliialen  der  Punkte  Ü7,  AZ\  AT...  und  die  Winkel,  welche 
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die  Richtuugen  der  Kräfte  P\  P".».  mit  denen  der  Coor- 
dinaten  einschliefsen,  durch  dieselben  Buchstaben  wie  in  $.  260. 
Nimmt  man  an,  dafs  die  Umdrehung  um  die  Axe  der  z  ge- 
schieht, so  beschreibt  jeder  dieser  Punkte  einen  Kreisbogen, 
der  mit  der  Ebene  der  x  und  y  parallel  ist  und  dessen  Halb- 
messer das  von  diesem  Punkte  auf  diese  Axe  gefällte  Perpen- 
dikel ist.  Außerdem  ist  der  durch  dieses  Perpendikel  be- 
schriebene Winkel,  vermöge  der  Natur  der  lesten  Korper, 
für  alle  Punkte  desselben,  der  neniliche.  Setzt  man  ihn  daher 
unendlich  klein,  bezeichnet  ihn  durch  w  und  durch  r,  /*',/"". 
die  Abstände  der  Punkte  i)7,  iW',  J/"..f  von  der  Axe  der  z9 
so  hat  man  rw,  r'm%  r"vj...  für  ihre  virtuellen  Geschwin- 
digkeiten, und  nennt  man  auch  A,  A\  d". ..  die  spitzen  oder 
slumpfen  Winkel,  welche  die  Richtungen  dieser  Geschwindig- 
keiten mit  denen  der  Kräfte  P,  P\  P"...  einschliefsen,  so 
folgt  daraus 

p  =z  rv)  cos  d,   p  .==  r  m  cos  (7  ,   p    =  r  w  coscT  ... 
für  die  Projeclioueu  dieser  Geschwindigkeiten  auf  die  Rich- 
tungen dieser  Kräfte  oder  ihre  Verlängerungen. 

Seyen  ferner  a,  b9  C  die  Winkel,  welche  zwischen  der 
Richtung  der  Geschwindigkeit  rw  und  den  durch  den  Punkt 
M  parallel  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  gezogeneu  Linien  ent- 
halten sind,  und  man  bezeichne  durch  a,  ß,  y  dieselben 
Winkel  in  Beziehung  auf  die  Richtung  der  Kraft  P,  so  hat  man 

cos  d  =  cos  a  cos  u  -f-  cos  b  cos  ß  -J-  cos  c  cos  y. 

Da  aber  die  Geschwindigkeit  ?*w  im  Punkte  M  eine  Tan- 

gente  des  Kreises   ist,   dessen  Halbmesser  r  ist  und  dessen 

Mittelpunkt  in  der  Axe  der  s  liegt,  so  sieht  man  leicht,  dafs  mau 

X  Y 

cos  h  zzz  -±z  —y  cos  a  =z  =^  — ,    cos  c  =  o 

r  r 

und  d  all  er 

p  =  rw  cos  ö  =  :±=      cos  ^  —  y  cos  «)  w 
hat.    Ebenso  ist 

j)   —  z±i  [x  cos  p  —  y  cos  u  )  m 

p      ~    Z±Z    (*'     COS  -tf   COS  ti    )  V) 

u.  s.  w. 

Die  Zeichen  hängen  vom  Sinne  der  Drehung  ab,  und 
man  mufs  in  allen  diesen  Wertbeu ,  zu  gleicher  Zeit,  die 
oberen  oder  die  unteren  Zeitheu  nehmen.     Substituiert  man 
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sie  daher  in  die  Gleichung  (l)  und  unierdrückt  den  Factor 
ztz  lo,  der  allen  Gliedern  gemeinschaftlich  ist,  so  hat  man 
p  (x  cosß  — y  cos  a)  +  p'  (xr  cos  ß '  — y'  cos  «')  •••  =  °- 
Diese  Gleichung  des  Gleichgewichtes  ist  die  der  Momente 
in  Beziehung  auf  die  Axe  der  z ,  um  welche  die  Bewegung 
statt  hat;  und  man  erhält  auf  dieselbe  Weise  die  Gleichungen 
der  Momente  in  Beziehung  auf  die  Axen  der  x  und  y,  indem 
man  den  festen  Körper  sich  allmälich  um  diese  zwei  geraden 
Linien  drehen  lafst. 

341. 

Man  kann  der  Gleichung  (b)  eine  andere  Gestall  geben, 
die  die  Anwendungen  derselben  erleichtert. 

Zu  diesem  Ende  seyen  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Punk- 
tes M  in  seiner  Lage  des  Gleichgewichtes,  je  dx,  y  -j-  <jy, 
z  -|-  dz  das ,  was  sie  werden ,  wenn  man  diesen  materiellen 
Punkt  in  eine  unendlich  nahe  Lage  N  bringt;  X,  Y,  Z  die 
Seitenkräfte  der  Kraft  P  nach  den  Verlängerungen  der  xyyf  z 
im  positiven  Sinne.  Diese  unendlich  kleinen  Grüften  fix,  &yf 
dz  sind  die  Projectionen  der  virtuellen  Geschwindigkeit  MN 
auf  die  Richtungen  der  X,  Y,  Z,  und  da  p  immer  ihre 
Protection  auf  die  Richtung  von  P  ist,  so  hat  man  (f.  331) 

Pp  =  Xdx  +  Yöy  +  Z#z. 

Bezeichnet  man  die  analogen  GröTsen,  welche  den  Punk- 
ten M'}  M"f  u.  s.  w.  entsprechen,  durch  dieselben  Buchstaben 
mit  Accenten,  so  hat  man  auch 

Pp  =  X'dx1  +  Y'ty  +  Z'dz' 

P"p"  =  X"dx"  +  Y"dy"  +  Z"dz" 

u.  s.  w.,  und  wenn  man  diese  Gleichungen  und  die  vorherge- 
hende addiert,  so  kann  man 

Pp  P'p'  +  P"p"  +  ...  =  r(XÖx  +  Yöy  +  Zöz) 
schreiben,  wo  sich  die  Summe  2  auf  alle  Punkte  M,  M\ 
Ji"...  des  Systems  erstreckt,  und  daher  aus  einer  Anzahl 
von  gleichen  Theilen  besteht,  welche  der  der  Punkte  gleich 
ist.    Auf  diese  Weise  geht  die  Gleichung  (/>)  in 

2(Xdx  -f  Yöy  +  Zöz)  =  o  (c) 
über,  Unter  welcher  Form  man  sie  erhallen  wollte. 

Von  welcher  Art  aber  auch  die  Verbindung  zwischen 
den  Punkten  des  Körpers  sey,  so  kann  man  sie  immer  durch 


Digitized  by  Google 


539 


eine  oder  mehrere  Gleichungen,  zwischeu  den  Coordinalen, 
ausdrücken.  Seyen  daher  L,  L',  L" ...  gegebene  Functionen 
von  x,  y,  z,  x',y'...  oder  eines  Theils  dieser  Coordinalen 
und  man  nehme  an,  dafs  diese  Gleichungen 

jfi  =5  O,  U  —  o  ,  L"  =  O  ....  (/) 
sind.  Da  die  gleichzeitigen  Verrückungen  aller  Punkte  des 
Systems,  mit  den  Bedingungen,  welchen  es  unterworfen  ist, 
vereinbar  seyn  müssen,  so  müssen  die  Coordinalen  x,  y,  z, 
x',y',  z! ...  von  Ä/,  M' ,  M"...  und  die  Coordiuateu  x  fix, 
y-j-oV,  z-\-fiz,  x'  -f-  fix'.. .  von  Nt  A7',  A7"...  diesen 
Gleichungen  Genüge  leisten.  Vernachlässigt  mau  daher  die 
unendlich  kleinen  GröTsen  des  zweiten  Ranges,  so  hat  man 

dL  %     .  dL  .     ,   dL        .   dL  _  ,  , 

S  '*  +    ** +  •••  =  °f  w 

U.  8.  W. 

Aendert  man  zu  gleicher  Zeit  die  Riclitung  der  Verrückun- 
gen  aller  Punkte  des  Systems  in  die  entgegengesetzte  um,  so 
ändern  sich  zu  gleicher  Zeit  die  Zeichen  von  fix,  fiy  p  #Zf 
fix'...  und  diese  Gleichungen  bestehen  noch  immer,  so  dafs 
die  unendlich  kleine  Bewegung,  der  sie  entsprechen,  und  die 
gerade  entgegengesetzte  Bewegung  beide  mit  den  gegebenen 
Bedingungen  vereinbar  sind ,  wie  dies  auch  der  Ausdruck  des 
Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  stillschweigend  vor- 
aussetzt (£.  331). 

Dies  angenommen,  eliminiere  man,  vermittelst  dieser  Glei- 
chungen (g),  in  jedem  Falle,  eine  Anzahl  GröTsen  fix,  fiy, 
fiz,  fix...  aus  der  Gleichung  (e),  die  der  Anzahl  der  Glei- 
chungen (/)  gleich  ist.  Diejenigen  dieser  GrüTsen,  welch« 
alsdann  in  dem  ersten  Theile  der  Gleichung  (e)  bleiben,  sind 
unabhängig  von  einander.  Man  mufs  daher  ihre  CoeiTicienten 
einzeln  gleich  Null  setzen,  was  alle  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes des  Systems  giebt,  deren  Anzahl  dreimal  so  grofs 
als  die  der  materiellen  Punkte  jfcf,  itf',  AI"...  weniger  der 
Anzahl  der  Gleichungen  (/)  seyn  wird.    Sind  die  Lagen  die- 
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ser  Punkte,  d.h.  die  Wtrtlifl  ihrer  Coordiuaten  x,  y,  z,x'... 
gegeben,  so  müssen  die  Seitenkräfte  der  Kräfte  P,  P' ,  P"... 
diesen  Gleichungen  des  Gleichgewichtes  genügen;  sind  dagegen 
diese  Kräfte  der  Gröfsc  und  Richtung  nach  gegeben  und  die 
Lagen  der  Punkte'  des  Systems  unbekannt,  so  dienen  dieselben 
Gleichungen,  mit  den  Gleichungen  (/)  verbunden,  dazu,  alle 
ihre  Coordiuaten  zu  bestimmen. 

342, 

Da  die  Gleichungen  (e)  und  (g)  in  Beziehung  auf  &x, 
dy,  dz,  dx'...  linear  sind,  so  kann  die  Elimiualiou  eines 
Theils  dieser  Gröfsen ,  nach  der  bekannten  Methode  ausge- 
führt werden,  indem  man  diese  Gleichungen  addiert,  nach- 
dem man  die  Gleichungen  g  mit  unbestimmten  Facloren  mul- 
tipliciert  hat  und  in  dieser  Summe,  die  Coellicientcn  derje- 
nigen unter  den  Gröfsen  dx,  dy,  dz,  dx  die  man  elimi- 
nieren will,  gleich  Null  setzt,  woraus  sich  eine  Anzahl  vüii 
Gleichungen  ergeben  wird,  die  der  der  Coordiuaten  gleich 
ist,  aus  welchen  man  noch,  in  jedem  Falle,  die  unbestimmten 
Facloren  eliminieren  mufs,  um  die  Gleichungeu  des  Gleich- 
gewichtes des  Systems  zu  haben. 

Bezeichnet  man  durch  X,  ).' ,  X' ...  die  Facloreu,  durch 
welche  man  die  Gleichungen  (g)  multipliciert,  so  hat  mau, 
nach  diesem  Verfahren, 


für  die  Gleichungen,  die  von  den  Coeificicnten  von  dx,  dy, 
dz  herrühren,  ebenso  hat  mau 

X  +A<7^  +  A^  +  A  7^  +  -  =  ° 
z  +  /- 12'  T  x  57'  +  1  7Ü7  +  •••  =  ° 
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für  diejenigen,   welch«  von  den  Coeflicienlen  von  #x't 
dz   herrühren  u.  s.  w. 

Stall  ). ,  //'. ..  ans  diesen  Gleichungen  zu  eüminiren 
kann  man  auch  den  Weiih  dieser  Unbekannten  ans  diesen 
Gleichungen  finden;  es  6oll  nun  gezeigt  werden,  wie  man 
alsdann  die  Gröfse  und  Richtung  der  Kräfte  finden  kann,  die 
von  der  Verbindung  der  Tunkte  des  Systems  herrühren,  auf 
alle  diese  Punkte  wirken  und  den  gegebenen  Kräften  P,  P\ 
P"...  das  Gleichgewicht  hallen.  Die  Bestimmung  dieser  un- 
bekannlen  Kräfte  ist  ein  wichtiger  Theil  der  Aufgabe  des 
Gleichgewichtes,  deren  vollständige  Auflösung  in  den  Glei- 
chungen (/;,  (//),  (/*')•••  enthalten  ist. 

343. 

Nimmt  man  an,  dafs  alle  Punkte  des  Systems,  den  Punkt 
M  ausgenommen,  unbeweglich  gemacht  werden,  so  wird  hier- 
durch das  Gleichgewicht  nicht  gestört  werden.  In  Folge  der 
Gleichung  L  z=z  o  ist  alsdann  der  Punkt  M  gezwungen,  sich 
auf  der  Oberfläche  zu  bewegen  ,  deren  Gleichung  L  =  o  ist 
und  in  welcher  die  Coordinaten  x,  y9  z  allein  veränderlich 
sind.  Bezeichnet  man  durch  fi  den  Widerstand  dieser  Ober- 
fläche, welcher  nach  einem  der  beiden  Theile  der  Normalen 
in  M  gerichtet  ist,  so  kann  man  diese  Oberfläche  oder  die 
bedingnngsglcichung  L  =z  o  durch  diese  unbekannte  Kraft  er- 
setzen. Ebenso  kann  man  I/=  o  durch  eine  Kraft  ft\  ersetzen, 
die  senkrecht  auf  der  dieser  Gleichung  entsprechenden  Ober- 
fläche steht,  L"  =  o  durch  eine  Kraft  4tt2>  die  senkrecht  auf 
der  entsprechenden  Oberfläche  steht  u.  s.  w.  Verbindet  man 
daher  mit  der  gegebeuen  Kraft  P  oder  ihren  Seitenkräften 
X,  Y,  Z  diese  senkrechten  Kräfte  p9  ftlf  /f2»*«j  so  kann 
man  alsdann  den  Punkt  M  als  einen  völlig  freien  und  isolierten 
ansehen.  Bezeichnet  man  daher  durch  a,  b,  c  die  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Kraft  ft  mit  den  Linien  einschliefst, 
die  den  Axen  der  x,  z  parallel  durch  den  Punkt  M  gezo- 
gen sind,  durch  aly  bly  cx  dieselben  Winkel  in  Beziehung 
auf  die  Kraft  ft\  u.  s.  w. ,  so  hat  man 

X  -|-  ft  COS«  -[*  /'l  CüS"l  "I"  1*2  COS  fl2  =  o 

Y  4~  /'  COS  &  +  /'I  C08  4"  /'2  C0S62  4"  •••  =  ° 
Z  4"  /£  CÜS  c  +  /'l  cos  f'l  4~  /'2  COS  ('2  4"  •••  =  ° 
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für  die  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichte»  des  Punktes  M. 
Setzt  mau  aufserdem,  zur  Abkürzung , 

*  =  f  teO  +  w)  +  OaO 

O«  ••  W. |  so  hat  mau,  nach  den  bekannten  Formeln  (f.  21) 

i  dL          ,1  dL  1 
cos  a  s=  — - ,    cos  b  =  — ,    cos  c  =  —  — 

1  dL'         ,        1  1  dtJ   v  ^ 

COS  rti  =  — -,    cos  6X  =  7—,  cos  c2  ~ —  - —   >  (') 

1     yx  dx'  vi  dy1  n  dz  { 

1                 ,        1  dL"                1  d£" 
cos  a2  =  — ,    cos  b2  =  7—  >  cos  c2  =  7— 

u.  s.  w.,  wodurch  diese  drei  Gleichungen  des  Gleichgewichtes 
in  folgende  übergehen: 

/*  <f£   ,   fti  dL'    ,   /'2  dL" 
X  +  —  —  H  —}  f-  ...  —  o 

/li  dL      fix  dL'       fi2  dL" 

*  H  3  -7  }  r  •••  —  0 

v  dy        v\  dy        v%  dy 

fbdL       ja  dL1       f,2  dL" 

"p  ;  :r~  "I  ;  h  ...  =  o. 

1    v  dz        vx  dz        i>2  dz 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  drei  Gleichun- 
gen (g),  mit  denen  sie  identisch  seyn  müssen,  so  findet  man 
daraus 

p  rs  vXf  fix  ss  riX%   fi2  —  *'2^'«... 

Daher  werden,  in  Beziehung  auf  den  Punkt  M ,  die 
Kräfte,  welche  von  seiner  Verbindung  mit  den  anderen  Punk- 
ten des  Systems  herrühren,  durch  die  Produkte  vX,  vxX\ 
y2A"...  ausgedrückt.  Diese  Kräfte  müssen  positiv  seyn ,  man 
mufs  daher  den  Wurzelgrofsen  r,  Vu  f2>*»»  dieselben  Zeichen 
geben,  wie  den  Gröfsen  X,  X'9  X"  * ..,  und  die  Richtungen 
dieser  Kräfte  siud  durch  die  Gleichungen  (/)  vollkommen 
bestimmt. 

Nennt  man  ebenso  //,  ft'x,  /f2'.«.  die  Kräfte,  welche, 
von  der  Verbindung  des  Systems  herrührend,  auf  den  Punkt 
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M'  wirken  und  auf  den  verschiedenen  Oberflächen  senkrecht 
stehen,  auf  welchen  er  sich  bewegen  mufs,  wenn  alle  übrigen 
Punkte  JV7,  M\  M"  , . .  fest  sind,  so  findet  man  ebeuso 

wenn  man  zur  Abkürzung 

--y <£)' +(£)'+(£)' 


=  f  Gr)  +  Q)  +  © 


u.  s.  w.  setzt.  Ebenso  erhalt  man  die  Werthe  der  Kräfte, 
die  sich  auf  die  Punkte  M",  iU'"...  beziehen. 

344. 

Vergleicht  man  die  Werthe  von  /•  und  /*',  so  hat  man 

fiv'  =  /sV, 

so  dafs  sie  sich  zu  einander,  wie  die  Grüfsen  v  und  v  ver- 
halten. Wenn  daher  zwei  materielle  Punkte  M  und  M '  unter 
sich ,  und ,  w»enn  man  will ,  auch  mit  einer  beliebigen  Zahl 
anderer  Punkte,  durch  die  Gleichung  L  z=  o  verbunden  sind, 
so  ergeben  sich  daraus,  im  Zustande  des  Gleichgewichtes, 
Kräfte  /t  und  /ii,  welche  an  die  Punkte  M  und  M'  ange- 
bracht sind,  deren  Grüfsen  sich  wie  v  zu  v  verhallen  und 
die  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  einsehliefsen ,  deren 
Cosinus 

1   dL     J_  dL     }_  dL 

v   dx9     v  dy9     v  dz 
für  die  Kraft  p  und 

i  dX  l_  dL  dL^ 
.  V  d7*  v'  dy7'  v'  dz 
für  die  Kraft  /*'  sind.  Die  Richtung  und  Grüfse  dieser  Kräfte 
hängt  von  dem  Zeichen  und  dem  Werthe  einer  Grbfse  X  ab, 
die  man,  in  jedem  Falle,  aus  den  Gleichungen  des  Gleich- 
gewichtes findet.  Die  Betrachtung  der  Oberflächen,  auf  wel- 
chen jeder  der  Punkte  des  Systems  die  Freiheit  sich  zu  be- 
wegen behält,  wenn  alle  übrigen  als  fest  gedacht  werden,  be- 
stimmt die  senkrechten  Richtungen  der  Kräfte,  die  von  de.- 
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Verbindung  dieser  Punkte  herrühren ,  für  jede  der  Oieu  Illin- 
gen, durch  welcho  die*o  Vorhindling  ausgedrückt  wird  (§.  290N; 
hieraus  läfst  lieh  aher  gar  kein  Vcrhällnils  /wischen  eleu 
Kräften,  die  sich  auf  zwei,  durch  dieselbe  Gleichung  verbun- 
dene, materielle  Punkte  beziehen,  ableiten,  und  nur  da« 
Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten ,  oder  die  aus  dem- 
selben abgeleiteten  Gleichungen  (//),  (/*')  u.  s.  W-  gebeu  dieses 
Verhältnils  a  priori,  im  Falle  des  Gleichgewichtes. 

345. 

.  Um  eine  Anwendung  dieser  Formeln  zu  geben,  wollen 
wir  das  Beispiel  des  Seilpolygons  wieder  vornehmen ,  das  wir 
schon  im  ersteu  Abschnitte  des  vorhergehenden  Kapitels  be- 
trachtet haben,  und  annehmen,  dafs  die  materiellen  Punklc 
M,  M',  M"...  die  Spitzen  dieses  Polygons  sind. 

Nennt  man  /,  /',  T...  die  gegebenen  Längen  der  Seiten 
MM\  M'M">  ili  'iW so  sind,  in  diesem  Falle,  die  Glei- 
chungen (/) 

V  =  S(x'-x")*+  (y  •-?")*+  (« '-  =Sf  -l'=o 


woraus  siel» 

dL     dL^        x  —  x'  dL'  _  dl/  _  x'—x" 

dx~—      dx'~     l     '  dx'  ~  dx"  ~~  r 

dL  _     dL  _  y—y  dL'  _  dL'  _  y'—y 

dy~-~dy'-      l     '  d'y'~  dy"  V 


—~  •  •  • 

ff 

~ ~   •  •  • 


dL  dL       z  —  z'     dV  dL'       z'  —  z' 


•  •  • 


dl  ~  ~~  d?  ~     l    '    dz'  ~      dg"  ~  V 

ergiebt,  alle  übrigen  partiellen  Differentiale  von  Z,  L  ,  IJ\ .. 
welche  in  den  vorhergehenden  Formeln  vorkommen,  -werden 
gleich  Null  seyn. 

Betrachtet  man  die  beiden  Punkte  M  und  M',  so  hat  man 

V  t=  V    —  Ä  if      l*>  =  (*'  =  dt 

wo  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  mufs,  je 
nachdem  der  Werth  von  X  positiv  oder  negativ  ist.  Hieraus 
und  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  schliefst  man,  dals 
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die  Punkle  M  und  M'  durch  gleiche  und  entgegengesetzte 
Kräfte  getrieben  werden,  die  nach  der  geraden  Linie  MM', 
oder  ihren  Verlängerungen  gerichtet  sind  und  deren  gemein- 
schaftlicher Werth,  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen,  die  Grinse 
A  seyn  wird.  Ebenso  ist  es  in  Beziehung  auf  die  Punkte  M' 
und  M"j  M"  und  M'"  u.  s.  w.,  so  dafs,  im  Zustande  des 
Gleichgewichtes,  die  Gröfsen  A,  A',  A"...  die  Zusammcnzie- 
hungen  oder  Ausdehnungen  der  auf  einander  folgeuden  Seilen 
MM',  M'M",  M"M"'.  . .  ausdrücken.  Da  man,  vermöge  der 
Gleichungen  (/) 

•  x  —  x'         .  y — y'  z  —  z' 

cos  a  =  ±:  — 2  ?  cos  b  =  z!z  — j —  >  cos  c  ==:  —  — ^  — 

hat,  und  man  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nehmen  mufs, 
je  nachdem  der  Werth  von  A  positiv  oder  negativ  ist,  so 
findet  man  hieraus  z.  B. ,  dafs  die  an  den  Punkt  M  ange- 
brachte Kraft  von  M  nach  Mf  gerichtet  ist  und  eine  Zusam- 
menstellung der  Seite  MM'  ausdrückt,  wenn  dieser  Werth 
negativ  ist,  während  diese  Kraft  im  entgegengesetzten  Sinne 
wirkt  und  eine  Spannung  ausdrückt,  wenn  der  Werth  von 
A  positiv  ist.  Beide  Fälle  sind  möglich,  wenn  die  Seiten  des 
Polygons  unbiegsame,  durch  Gewinde  verbundene  Stäbe  sind, 
dagegen  kann  nur  der  zweite  Fall  statt  finden,  wenn  die 
Seilen  biegsame  Fäden  sind. 

Die  Gleichungen  (//),  {Ji')}  (/*")  kann  man  auch  wie  folgt 
schreiben : 


X  = 
Y  = 


l 

*  Cr'  —y) 

i 

*(*'. — *) 

i 

»(»'—*)  _ 

X'(x"~ 

-*') 

l' 

X(y'—  y)  _ 

A'Cr"- 

■y') 

i  ~ 

V 

*(«'-*)  _ 

X'(z"- 

V 

X'  + 
Y'  + 

Z  + 
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;.'(.v"-.v')  _  X"(x"'-x«) 
X    +  j,  r 

l    H  ^        -  r 

r,.>   _j_  >■    (~     —  S  )      —    A     g      —  Z  ) 
.  •  •  •  • 

Die  drei  ersten  zeigen,  dafs  die  Spannung  X  die  Mittelkraft 
der  drei  Kräfte  X,  Y,  Z  scyn  wird.  Addiert  man  sie  zu 
den  drei  folgenden,  so  hat  man 

x  +  x>  =  *' {x]r x>) 
y  +  y'  =  x'  Cy*  —  y*) 

z  +  z'  =  x'^"-z'\ 

woraus  hervorgeht,  dafs  die  Spannung  X  die  Mittelkraft  der 
Kräfle  X\  Y'9  Z'  und  der  parallel  mit  sich  selbst  nach  M' 
versetzten  Kräfte  X,  Y,  Z  ist.  Fährt  man  so  fort,  so  hat 
man  für  die  Spannung  einer  beliebigen  Seite  denselben  Werth 
wie  in  f.  287. 

Bezeichnet  man  die  Anzahl  der  Spitzen  ili,  M'9  Ji"... 
durch  /?,  so  ist  die  der  vorhergehenden  Gleichungen  3/2  und 
die  der  Spannungen  A,  A\  A". ..  gleich  n  —  1.  Eliminiert 
man  diese  Gröfsen,  so  hat  man  daher  2n  -f-  1  Gleichungen 
des  Gleichgewichtes,  welche,  in  Verbindung  mit  den  n  —  1 
gegebenen  Längen  /,  Z"...  der  Seiten  des  Vielecks,  hin- 
reichend sind,  um  die  3/z  Coordinalen  der  Spitzen  und  daher 
die  Gestalt  des  Gleichgewichtes  zu  bestimmen.  Doch  hat  diese 
Berechnung  keinen  Nutzen,  und  es  ist  besser,  wie  wir  es 
in  f.  286  gethan  haben  ,  die  Seiten  des  Seilpolygons  allmälich 
nach  den  gegebenen  Gröfsen  und  Richtungen  der  Kräfte,  die 
an  seinen  verschiedenen  Spitzen  wirken,  zu  bestimmen. 

r 

346. 

In  dem  Falle,  wenn  ein  .beliebiges  System  materieller 
Punkte  ili,  M\  M"..,  gegeben  ist,  bei  welchem  die  gege- 
benen Kräfte j  die  an  diese  Punkte  angebracht  sind,  von  ihren 
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* 

wechselseitigen  Anziehungen  oder  Abstofsungen,  und  ähnlichen 
Kräfllen,  die  von  einem  oder  mehreren  Mittelpunkten  ausgehen, 
herrühren  ,  hat  man 

2  (Xdx  -f-  Ydy  +  Zdz)  =z  dq>(x,y,  z,  x',  y',  *'...), 
wo  rp  eine  gegebene  Function  der  Coordinalen  von  M,  M* , 
M".  . .  ist,  welche  von  dem  Gesetze,  welchem  diese  Kräfte, 
in  Beziehung  auf  die  Abstände,  unterworfen  sind,  abhängt. 
In  Beziehung  auf  die  Kräfte,  welche  von  festen  Mittelpunkten 
ausgehen,  folgt  dies  aus  dem,  was  man  in  f.  158  gesehen  hat. 
Aufserdem  nehme  man  an,  es  sey  U  die  wechselseitige  Wir- 
kung von  M  und  M\  und,  um  einen  bestimmten  Fall  zu 
betrachten,  setze  man,  sie  sey  eine  anziehende.  Sey  auch 
u  ihr  wechselseiliger  Abstand,  so  dals  U  eine  gegebene  Func- 
tion von  u  ist  und  man 

u2  =       —       +  (y'-y)2  +  (*'-s)2 

hat. 

Die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Liuie  MM'  mit 
Linien  einschliefst,  die  durch  den  Punkt  M,  nach  den  Rich- 
tungen der  positiven  x ,  y,  z,  gezogen  sind,  sind 

x'  —  x     y' — y      z — z 

multipliciert  man  sie  mit  U,  so  hat  man  die  Seitenkräfte 
dieser  an  den  Punkt  M  angebrachten  und  nach  MM'  gerich- 
teten Kraft.  Die  Seitenkräfte  derselben  Kraft  U,  die  an  den 
Punkt  M'  nach  der  Richtung  MfM  angebracht  ist,  sind  gleich 
und  entgegengesetzt;  hieraus  findet  man 

E[^^x){dx-dxf)  +  (y,^y)(dy^dy,)  +  (zf^z)(dz--dz)] 
u 

als  Theil  der  Summe  2,  die  von  der  Wirkung  und  Gegen- 
wirkung von  M  und  M'  herrührt.  Differentüert  mau  den 
Werth  von  u2,  so  hat  man 

uda  =  (x,—x)(dx,—dx)  +  (y'-y)(dy'—dy)+(z--z)(dz--dz) 

wodurch  die  vorhergehende  Grüfte  auf  —  Udu>  d.  h.  auf  das  . 
Differential  einer  Function  von  u  zurückkommt.  Dasselbe 
gilt  von  den  Theilen  der  Summe  21,  die  von  den  wechselsei- 
tigen Wirkungen  der  übrigen  Punkte  des  Systems  herrühren; 
daher  ist  der  ganze  Werth  dieser  Summe  aus  Gliedern  zu-* 
sammengesetzt,  die  alle  genaue  Differentiale  sind  und  dieser 

'  r.  35* '  1 
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Werth  Ist  auch  das  Differential  einer  gegebenen  Function  der 
Coortlinalen  aller  dieser  Punkte. 

In  Folge  der  Gleichung  (e)  ist  diese  Function,  die  wir 
durch  ff  bezeichnen ,  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  iu 
Beziehung  auf  die  Wcrlhe  der  Coordinaten,  welche  einer  Lage 
des  Gleichgewichtes  des  Systems  entsprechen,  und  umgekehrt, 
wenn  man  das  Maximum  oder  das  Minimum  einer  Function  (f 
bestimmt,  indem  man  die  Gleichungen  (/)  berücksichtigt,  die 
zwischen  den  Coordinaten  statt  haben  können,  so  entsprechen 
die  Wertlie,  die  man  auf  diese  Weise  erhalt,  den  Lagen  des 
Gleichgewichtes. 

Hieraus  findet  man,  dafs,  wenn  das  System  der  Punkte 
M,  M'y  M"...  in  Bewegung  ist,  so  dafs  ihre  Coordinaten 
und  daher  die  Gröfse  (f  Functionen  der  Zeit  sind,  diese  Func- 
tion rp  ihr  Maximum  und  ihr  Minimum  erreicht,  so  oft  d;;> 
System  in  eine  Lage  übergeht,  in  welcher  es  im  Gleichge- 
wichte bleiben  wird,  wenn  die  Punkte,  aus  welchen  es  be- 
steht, nicht  schon  Geschwindigkeiten  erlangt  haben. 

347.  •  | 
Zwischen  dem  Maximum  und  Miuimum  der  Gröfse  ff 
ist  ein  wesentlicher  Unterschied,  den  man  .berücksichtigen 
mufs  und  welchen  ich  nun  erörtern  will.  INI  an  sagt,  der  Zu- 
stand des  Gleichgewichtes  eines  Körpers  oder  eines  Systems 
von  Körpern  sey  dauernd,  wenn  diese  Körper,  nachdem 
man  sie  ein  Wenig  aus  ihren  Lagen  herausgebracht  hat,  wie- 
der dahin  zurück  zu  kommen  streben,  indem  sie  kleine  Schwin- 
gungen machen,  welche  die  Reibungen  und  Widerstände  der 
Mittel  zuletzt  aufheben  oder  unmerklich  machen.  Das  Gleich- 
gewicht ist  nicht  dauernd  oder  augenblicklich,  wenn  der 
Körper  oder  das  System  von  Körpern,  welches  in  diesem 
Zustande  ist,  sich  immer  mehr  davon  zu  entfernen  strebt  und 
zuletzt  umschlägt,  sobald  man  es  ein  Wenig  davon  entfernt 
hat.  Setzt  man  gar  keine  Reibung  voraus,  die,  hU  zu  einem 
gewissen  Punkte,  die  Körper  in  ihren  Lagen  zurück  lialleu 
kann ,  so  ist  dieser  zweite  Zustand  des  Gleichgewichtes  ein 
rein   mathematischer  Fall,    den    man   nie  beobachten  kann 

•weil  die  geringste  störende  Kraft  hinreicht,  um  ihn  auf 
Stilleben 
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Dies  vorausgesetzt >  so  sind  die  durch  das  Princin  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
durch  die  Bedingung  des  Maximum  oder  Minimum  der  Func- 
tion rp  gegebenen  Gleichungen,  für  beide  Zustände  gemein- 
schaftlich; das  Maximum  aber  entspricht  dem  dauernden, 
das  Minimum  dem  augenblicklichen  Gleichgewichte,  und 
dies  ist  es,  was  ich  wirklich  in  einem  anderen  Kapitel  zeigen 
werde,  wo  wir  die  Natur  der  Bewegung,  welche  statt  hat, 
wenn  ein  System  materieller  Punkte  sehr  wenig  von  einem 
Zustande  des  Gleichgewichte?  entfernt  worden  ist,  betrachten 
werden.  Für  jetzt  will  ich  nur  Beispiele  dieser  zwei  Zustände 
des  Gleichgewichtes,  in  dem  Falle,  wenn  ein  System  schwerer 
Körper  gegeben  ist,  angeben  und  zuerst  eine  Eigenschaft  seiues 
Schwerpunktes  millheilen. 

* 

348. 

Man  nehme  daher  an,  es  sey  die  Schwere  die  einzige 
an  die  Punkte  JV7,  AT,  M". . .  angebrachte  Kraft,  welche  die 
Schwerpunkte  des  Körpers  seyn  werden,  deren  Gewichte  wir 
durch  77,  77',  77"...  bezeichnen.  Nimmt  man  an,  dafs  die 
Schwere  vertical  und  im  Sinne  dieser  Kraft  gerichtet  ist,  so 
liat  man 

Z  ss  77,    Z'  =  77',    Z"  =  77"...; 
die  anderen  Seitenkräfte  sind  alle  Null,  und  es  folgt  daraus 

drp  =  II  dz  -{-  II' dz'  +  Ii' dz"... 
Nennt  man  aber  Z  die  Summe  der  Gewichte  77,  77  ,  IT... 
und  z  i  die  Ordinate  dieses  Schwerpunktes,  die  vertical  und 
im  Sinne  der  Schwere  gerichtet  ist,  so  hat  mau  auch  (§.64) 

siizl  =  Uz  +  n'z  +  n"z"  +  ... 

also  ist 

d(p  —  2  dzi ,    rp  =  c  -f-  2zi , 
wo  c  eine  willkührliche  Constante  ist. 
Hieraus  schliefst  man: 
Erstens:    dafs  die  Ordinate  zx  die  Grofse  ist,  welche 
ein  Maximum  oder  eiu  Minimum  seyn  lnufs,   wenn  das 
System  im  Gleichgewichte  ist,  und  umgekehrt. 

Zweitens:  dafs  das  Maximum  von  zx  dem  Falle  des 
dauernden  Gleichgewichtes,  und  das  Minimum  dem  Falle 
des  augenblicklichen  Gleichgewichtes  entspricht. 


/ 
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Es  besieht  also  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  eine* 
beliebigen  Systems  schwerer  Körper  darin,  dafs  der  Schwer- 
punkt eines  ganzen  Systemes  so  tief  oder  so  hoch  als  müglicli 
liege,  und  zwar,  wenn  der  Zustand  des  Gleichgewichtes  ein 
dauernder  ist,  so  tief,  und,  wenn  er  nur  ein  augenblicklicher 
ist,  so  hoch  als  möglich. 

349. 

Ist  daher  eine  schwere  Kette,  die  an  ihren  beiden  End- 
punkten an  feste  Punkte  angebracht  ist,  im  Gleichgewichte, 
so  ist  ihr  Schwerpunkt  so  tief  als  möglich ,  was  mit  dem 
Resultate  des  §.  296  übereinstimmt. 

Liegt  ein  schwerer  materieller  Punkt  auf  einer  krummen 
Linie  und  ist  die  Tangente  in  mehreren  Punkten  horizontal, 
so  ist  die  vertieale  Ordiuate  des  Körpers,  im  Sinne  der 
Schwere  genommen,  ein  Maximum  in  denjenigen  dieser  Punkte, 
in  welchen  die  krumme  Linie  nach  oben  concav  ist,  und  ein 
Minimum  in  denjenigen,  wo  sie  ihre  Concavität  nach  unten 
kehrt;  die  ersten  sind  daher  die  Lagen  des  dauernden  Gleich- 
gewichtes und  die  letzteren  die  des  augenblicklichen. 

Legt  man  ein  homogenes  schweres  Ellipsoid  auf  eine  feste 
horizontale  Ebene,  so  ist  sein  Schwerpunkt,  oder  der  seiner 
Figur,  der  möglichst  tiefe,  wenn  das  Ellipsoid  die  feste  Ebene 
in  einem  der  beiden  Endpunkte  der  kleinsten  seiner  drei 
Axeu  berührt  und  das  Gleichgewicht  ist  alsdann  ein  dauern- 
des. Berührt  es  sie  aber  mit  einem  der  Endpunkte  der 
gröfsten  der  drei  Axen ,  so  ist  sein  Schwerpunkt  so  hoch 
als  möglich  und  das  Gleichgewicht  ist  nur  ein  augenblick- 
liches. Ist  endlich  der  Berührungspunkt  ein  Endpunkt  der 
mittleren  Axe,  so  ist  die  Höhe  des  Schwerpunktes  ein  Mi- 
nimum für  einen  Theii  der  Schnitte  des  Körpers  und  ein 
Maximum  für  die  anderen  Schnitte;  daher  ist  das  Gleichge- 
wicht dauernd  oder  nicht,  je  nachdem  die  Verrückungen  im 
Sinne  der  ersteren  oder  der  letzteren  Schnitte  statt  haben 
werden.  Dies  alles  ist  a  priori  einleuchtend  und  kann  zur 
Bestätigung  des  im  vorhergehenden  §.  aufgestellten  Lehrsatzes 
dienen. 

Man  nehme  auch  au,  man  habe  zwei  gleichartige  und 
schwere  Flüssigkeiten  in  ein  Gefafs  geschüttet.    Ist  die  Tren- 
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nungsllache  sowohl  als  diejenige,  welche  die  obere  Flüssig- 
keit begränzt,  horizontal,  und  ist  diese  letztere  Flüssigkeit 
diejenige,  welche  die  geringste  Dichtigkeit  hat,  so  liegt  der 
Schwerpunkt  dieser  beiden  Flüssigkeiten  so  tief  als  möglich. 
Denn  es  ist  leicht  zu  sehen,  dafs,  wenn  man  die  eine  oder 
die  andere  der  beiden  Oberflächen  neigt  oder  krümmt,  man 
immer  den  Schwerpunkt  des  Systems  erheben  wird.  Da  nun 
die  beiden  Oberflächen  immer  horizontal  sind,  so  sieht  man, 
dafs,  wenn  die  weniger  dichte  Flüssigkeit  sich  unter  der  an- 
deren befindet,  der  Schwerpunkt  des  Systemes  so  hoch  als 
möglich  liegt.  Daher  ist  es  für  das  Gleichgewicht  der  zwei 
übereinander  siehenden  Flüssigkeiten  nothwendig  und  hinrei- 
chend, dafs  jede  derselben  von  einer  horizontalen  Ebene  be- 
gränzt werde;  für  das  dauernde  Gleichgewicht  ist  es  aber 
aufserdem  nothwendig,  dafs  die  dichtere  Flüssigkeit  den  unte- 
ren Theil  des  Gefäfses  einnehme. 

Ist  der  Unterschied  der  beiden  Flüssigkeiten  unbeträcht- 
lich, so  ist  es,  bei  vieler  Vorsicht,  möglich  zu  bewirkeu,  dafs 
die  dichtere  Flüssigkeit  oben  schwimmt,  dieses  augenblick- 
liche Gleichgewicht  kann  sich  jedoch  nicht  so  lange  erhalten, 
dafs  es  beobachtet  werden  könnte,  wenn  nicht  die  Reibung 
der  beiden  Flüssigkeiten  gegen  die  Wände  des  Gefäfses  dazu 
Kommt.  ' 
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Uebersetzers. 


I. 

Es  giebt  zwei  Bchr  verschiedene  Wege  die  Mechanik  dar- 
zustellen.    Nach   der  einen  Methode,   die  noch  sehr  weuig 
ausgebildet  ist,  ist  die  Mechanik  eine  rein  m athe m atisc Ii e 
Wissen  schaf  t,   und  unterscheidet  sich  von  der  Geometrie 
dadurch,  daffi  sie  neben  dem  Begriffe  des  Raumes,  auf  wel- 
chem diese  beruht,  auch  noch  den  Begriff  der  Zeit  zur  Grund- 
lage ihrer  Betrachtungen  macht.     So  wie  diese  die  geometri- 
schen Formen  als  im  Räume   vorhanden   annimmt  und  die 
Gesetze  ihrer  Bildung  untersucht,  so  betrachtet  die  Mechanik 
die  Entstehung  dieser  Formen,  indem  sie  annimmt,  dafs  die- 
selben  durch  gewisse  Bewegungen  entstellen ,  und  indem  sie 
zugleich  die  während  dieser  Bewegung  verlliefsende  Zeit  be- 
rücksichtigt. 

Nach  der  zweiten  Methode  dagegen,  deren  sich  gerade 
die  grüfslcn  Mathematiker  bedient  haben ,  ist  die  Mechanik 
eine  blöke  Er  fahrungs  wissen  schaff.  Sie  behandelt  nem- 
lich  alsdann  nicht  die  hypothetisch  gedachte  Bewegung  geome- 
trischer Grüfsen,  sondern  vielmehr  die  wirklich  sichtbaren 
Bewegungen  der  in  der  Natur  vorkommenden  Körper,  sie 
geht  auf  die  Ursache  dieser  Bewegungen,  auf  die  Naturkräfte 
zurück,  und  untersucht  die  Gesetze,  nach  welchen  diese  Kräfte 
wirken. 

Welche  von  diesen  zwei  Methoden  verdient  bei  dem  Un- 
terrichte den  Vorzug?  Ich  glaube  diese  Frage,  nach  meiner 
Einsicht,  auf  folgende  Weise  beantworten  zu  müssen.  Die 
zweite  Methode  scheint  den  Vorzug  zu  haben,  dafs  sie  sich 
unmittelbar  an  die  Wirklichkeit  anschliefst  und  daher  eine 
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unmittelbare  praktische  Anwendung  zuläfst.    Während  uem- 
lich  die  erste  Methode  auf  gewisse  hypothetische  Voraussetzun- 
gen fortbaut,  so  mufs  man,  wenn  die  durch  sie  gefundeneu 
Wahrheiten  auf  die  Wirklichkeit  angewandt  werden  sollen, 
zuerst  zeigen,  in  wiefern  jenen  Voraussetzungen  eine  Realität 
zukommt.     Dies  scheint  mir  aber  keinesweges  ein  Mangel, 
sondern  vielmehr  ein  Vorzug  der  ersten  Methode  zu  seyn. 
Indem  nemlich  die  zweite  Methode  sich  direct  auf  die  Erfah- 
rung beruft,  so  baut  sie  auf  einen  durchaus  unsicheren  Grund. 
Mali  sieht  sich  unumgänglich  genöthigt,  über  die  innere  Be- 
schaffenheit der  Körper  mehr  als  eine  Behauptung  aufzustellen, 
die  durch  die  Fortschritte  der  Physik  wesentlich  modificiert 
werden  können ,  und  zum  Theil  schon  jetzt  Streitpunkte  sind 
—  ich  erinnere  blos  an  den  Streit  der  Atomistiker  uncWDy- 
namiker  —  man  ist  gezwungen,  Dinge  zu  definieren,  deren 
Wesen  man  gar  nicht  kennt.     Dasjenige  dagegen,  was  die 
rein  mathematische  Bewegungslehre  findet,  bleibt  für  immer 
fest  begründet,  mögen  die  Ansichten  über  das  Wesen  der 
Körper  sich  noch  so  sehr  ändern.     Wenn   sie  sich  daher 
nicht  unmittelbar  auf  die  Wirklichkeit  anwenden  lafst,  so 
liegt  dies  blos  darin,  dafs  sie  eine  rein  mathematische  Wis- 
senschaft, d.h.  eine  Combination  ideeller  Begriffe  ist,  und 
sie  steht  in  dieser  Beziehung  der  reinen  Geometrie  durchaus 
gleich.  Ein  wesentlicher  JVachlheil  der  zweiten  Methode  scheint 
mir  aber  darin  zu  liegen,  dafs  sie  nicht  blos  ihre  Grundbe- 
griffe aus  der  Wirklichkeit  entlehnt,  wodurch  diese ,  wie  ge- 
sagt ,  schwankend  werden ,  sondern  sich  nicht  einmal  hiermit 
begnügen  kann,  vielmehr,  sobald  sie  sich  des  mathematischen 
Calculs  bedienen  will ,  gezwungen  wird,  Abslractionen  zu  Hülfe 
zu  rufen,  die  ebenfalls  nicht  in  der  Wirklichkeit  nachge wiesen 
werden  können,  sondern  nur  in  der  Vorstellung  vorhanden 
sind.     Mit  einem  Worte,  sie  mufs  sich  ebensowohl  wie  die 
erste  Methode  auf  Hypothesen  stützen,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, dafs,  während  man  bei  der  rein  mathematischen  Be- 
handlung von  aller  Wirklichkeit  abstrahiert  und  nur  auf  frei- 
willig angenommene  Voraussetzungen  weiter  baut,  man  sich 
hier  erlaubt,   Hypothetisches   und  wirklich  Vorhandenes  zu 
vermengen  und  so  die  ganze  Untersuchung  unsicher  macht. 
Was  ich  eben  im  Allgemeinen  angedeutet  habe,  will  ich 
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nun  insbesondere  au  dem  Gange,  den  Poisson  genommen  hat, 
weiter  erläutern. 

Auch  dieser  grofse  Mathematiker  bedient  sich  der  zweiten 
Methode.  Die  wesentlichsten  Erklärungen  und  Grundsätze, 
auf  welchen  seine  Untersuchungen  beruhen,  sind  folgende: 

1)  Die  Mechanik  ist  die  Wissenschaft,  welche  das 
Gleichgewicht  und  die  Bewegung  der  Körper  behandelt  (f. 3). 

2)  Ein  Körper  ist  ein  bcgränzter  Theil  der  Materie 
und  die  Materie  alles,  was  auf  irgend  eine  Weise  einen 
Eindruck  auf  unsere  Sinne  zu  machen  im  Stande  ist.  Die 
Masse  eines  Körpers  ist  die  Quantität  Materie,  aus  wel- 
cher er  zusammengesetzt  ist  (f.  1). 

3)  Alle  Körper  sind  beweglich,  aber  die  Materie  be- 
wegt sich  nie  freiwillig.  Die  Ursache,  die  einen  Körper  in 
Bewegung  setzt  oder  ihn  zu  bewegen  strebt,  nennt  man 
eine  Kraft  (f.  2). 

Dafs  die  Mechanik  nach  dieser  Darstellung  eine  Erfahrungs- 
wissenschaft und  von  der  rationellen  Mathematik  ganz  ver- 
schieden ist,  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst. 
Aber  nicht  alle  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  in  der  Er- 
fahrung nachweisen.  Ich  behaupte,  dafs  der  Satz,  dafs  sich 
die  Materie  nie  freiwillig  bewegt,  eine  Hypothese  ist,  wie- 
wohl ihn  der  Verf.  durch  folgendes  Pxaisonnement  beweisen 
will.  "Es  liefse  sich  kein  Grund  angeben,  sagt  er,  warum 
„sich  ein  Körper  eher  nach  der  einen  als  nach  der  anderen 
„Seite  fortbewegen  sollte,  und  wenn  wir  einen  Körper  in  dem 
„Zeitpunkte  beobachten ,  in  welchem  er  aus  dem  Zustande  der 
„Ruhe  in  den  der  Bewegung  übergeht,  so  finden  wir  immer, 
„dafs  diese  Veränderung  des  Ortes  durch  die  Einwirkung 
„einer  Ursache  entsteht,  die  dem  Körper  fremd  ist".  Allein 
so  lange  wir  noch  die  Ursache  der  Bewegung  nicht  kennen, 
so  kann  es  sehr  gut  möglich  seyn,  dafs  der  Körper  sich  eher 
nach  der  einen  als  nach  der  anderen  Seite  bewegen  mufs, 
ohne  dafs  wir  den  Grund  angeben  können.  WTenn  wir  aber 
auf  der  Erde  sehen,  dafs  die  Ortsveränderung  eines  Körpers 


durch  die  Einwirkung  einer  ihm  fremden  Ursache  entsteht, 
so  beweist  dies  noch  nicht,  dafs  die  Materie  überhaupt  keine 
freiwillige  Bewegung  hat ,  so  wenig  als  aus  dem  Umstände, 
dafs  sich  alle  Körper  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde  bewe- 
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gen ,  geschlossen  werden  darf,  dafs  dies  bei  aller  Materie  der 
Fall  ist.  Es  läfst  sich  daher  z.  B.  aus  dieser  Erfahrung  noch 
durchaus  nicht  ableiten,  dafs  die  Bewegung  der  Weltkörper 
eine  unfreiwillige  sey. 

Auch  das,  was  der  Verf.  über  das  Maafs  der  Kräfte  sagt, 
scheint  mir  auf  einer  nicht  erwiesenen  Annahme  zu  beruhen. 
"Hat  man  bemerkt,  heifst  es  f.  5,  dafs  zwei  Kräfte  einander 
gleich  sind  ,  und  bringt  man  sie  alsdann  nach  derselben  Rich- 
timg an  denselben  Punkt  an,  so  hat  man  eine  zweimal  so 
grofse  Kraft,  vereinigt  man  auf  dieselbe  Weise  drei  gleiche 
Kräfte,  so  hat  man  eine  dreifache  Kraft  u.  s.  w."  Und  später: 
"Auf  diese  Weise  werden  die  Kräfte,  was  auch  sonst  ihre 
besondere  Beschaffenheit  seyn  mag,  mefsbare  Grofsen,  die  man 
durch  Zahlen  ausdrücken  kann. . .  Ebenso  kann  man  ihre 
Intensitäten  durch  Linien  darstellen,  die  diesen  Zahlen  pro- 
portional sind."  Folgt  aber  aus  dem  Umstände,  dafs  zwei 
Kräfte,  die  nach  entgegengesetzten  Richtungen  wirken,  sich 
das  Gleichgewicht  halten,  unmittelbar,  dafs  sie  nach  einer 
Richtung  wirkend,  die  doppelle  Intensität  der  einfachen  Kraft 
haben?  Ist  es  nicht  denkbar,  dafs  sie  durch  ihre  Vereinigung 
mehr  oder  weniger  als  die  doppelte  Intensität  der  einfachen 
Kraft  erhalten? 

Der  Verf.  sieht  sich  im  Verlaufe  seiner  Untersuchungen 
genöthigt,  die  Kräfte  nicht  an  Körpern  von  beliebiger  Aus- 
dehnung, sondern  an  materiellen  Punkten  wirken  zu  lassen. 
„Ein  materieller  Punkt,  sagt  er  (f.  l),  ist  ein  Körper, 
„dessen  Dimensionen  sämmtlich  unendlich  klein  sind.  Einen 
„Körper,  der  endliche  Dimensionen  hat,  kann  man  als  eine 
„Sammlung  einer  unendlich  grofsen  Anzahl  materieller  Punkte 
„ansehen,  und  ebenso  kann  man  seine  Masse  als  die  Summe 
„aller  ihrer  unendlich  kleinen  Massen  betrachten".  Und  in 
f.  4  bemerkt  er:  "Jedoch  darf  man  einen  materiellen  Punkt 
„nicht  mit  dem  verwechseln,  was  man  in  der  Geometrie  einen 
„Punkt  nennt,  wo  dieses  Wort  den  Durchschnitt  zweier 
„Linien  bedeutet.  Ebenso  ist  der  Raum,  den  ein  materieller 
„Punkt  durchlauft,  nicht  eine  mathematische  Linie;  weil  aber 
„ein  solcher  Körper  unendlich  klein  ist,  und  daher  die  Breite 
„und  Höhe  des  Raumes,  durch  welchen  die  Kraft  ihn  zu  trei- 
„ben  strebt,  ebenfalls  unendlich  klein  sind,  so  kann  man  die 
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„Lage  desselben  und  die  Richtung  der  Kraft  auf  dieselbe 
„Weise  bestimmen,  wie  man  die  Lage  eines  Punktes  und 
„die  Richtung  einer  geraden  Linie  in  der  Geometrie  bestimmt." 

Ks  fragt  sich  nun,  ist  ein  unendlich  kleiner  Körper,  ^vie 
es  der  materielle  Punkt  seyn  soll,  etwas  wirklich  Vorhandenes, 
was  wir  aus  der  Erfahrung  kennen,  und  bestehen  die  Körper 
wirklich   aus   einer  unendlichen  Anzahl  materieller  Punkte? 
Beide  Fragen  verneint  der  Verf.  selbst.     Nach  seiner  Ansicht 
bestehen  die  Körper  aus  materiellen  Theilen,  die  durch  Zwi- 
schenräume getrennt  sind  und  Atome  heifsen.     Diese  Atome 
sind  aber  unzerstörbar,  ihre  Masse,  Gestalt  und  Volumen 
sind  unveränderlich  (f.  97).    "Es  ist  hiernach  einleuchtend, 
„fährt  er  fort  (f.  98),  dafs  die  Theilung  der  Masse  in  unendlich 
„kleine  Theile  und  die  Annahme  einer  Dichtigkeit  eines  jeden 
„Elementes...  nicht  auf  die  in  der  Natur  vorkommen- 
den Körper  pafst.     Indessen  kann  man  demungeaclitet 
„von  den  Formeln  Gebrauch  machen,  die  auf  diese  Betrach- 
tung gegründet  sind  und  sie  auch  dann  noch  anwenden,  wenn 
„die  Körper  in  Theile  getheilt  sind,  die  zwar  eine  endliche, 
„aber  völlig  insensible  (tout  u  fait  insensible)  Gröfse  haben." 
Der  Verf.  unterscheidet  hier  also  nicht  blos  zwischen  dem 
unendlich  Kleinen  und  dem  Endlichen ,  sondern  auch  die  end- 
lichen Grüften  werden  in  zwei  Klassen  geschieden ,  in  sen- 
sible und  insensible.     Ich  habe  in  der  Uebersetzung  statt  des 
"Wortes  insensibel  das  Wort  un  in  eis  bar  gebraucht,  ich 
mufs  aber  hier  bemerken,  dafs  der  Begriff  einer  insensiblen 
Grölse  (dessen  sich  jetzt  die  Physiker  häufig  bedienen)  ein 
durchaus  schwankender  ist.    Denn  soll  es  heifseu,  dafs  eine 
solche  Gröfse  so  unbedeutend   ist,  dafs  sie   unseren  Sinnen, 
selbst  wenn  sie  mit  den  uns  zu  Gebote  stehenden  Hülfswerk- 
zeugen  ausgerüstet  sind,  entgeht,  wie  dies  der  Verf.  von  den 
Atomen  sagt  (f.  97),  so  hängt  es  eben  von  der  fortschreitenden 
Verbesserung  und  Ausbildung  dieser  Werkzeuge  ab,   ob  eine 
Gröfse  sensibel  oder  insensibel  ist.     Manches,  was  z.B.  vor 
Erfindung  des  Mikroskops  insensibel  war,   ist  jetzt  sensibel. 
Sollte  aber  insensible  Gröfse  eine  solche  heifsen,  die  überhaupt 
nicht  durch  unsere  Sinne  erkannt  werden  kann,   so  würde 
sie  eben  dadurch  aufhören  eine  existierende  Gröfse  zu  seyu, 
da  nach  des  Verl.  Erklärung  nur  das  Materie  ist,  was  einen 
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Eindruck  auf  unsere  Sinne  machen  kann.  Dem  sey  nun  wie 
ihm  »olle,  so  ist  das  Insensible  noch  durchaus  von  dem  un- 
endlich Kleinen  geschieden.  Der  Verf.  gestellt  auch  selbst,  dafs 
die  Integra  Horm  ein  streng  genommen  nur  auf  das  unendlich 
Kleine  passen,  dafs  man  sie  aber  ohne  merklichen  Fehler 
(sans  erreur  appre'ciable)  auf  die  insensiblen  Grüfseu  anwenden 
dürfe,  wiewohl  es  auch,  wie  er  hinzu  setzt,  einzelne  Aus- 
nahmen giebt,  bei  welchen  dies  nicht  erlaubt  ist.  Das  Re- 
sultat aller  dieser  Bemerkungen  ist  nun,  dafs  nach  des  Verf. 
eigener  Ansicht  dem  materiellen  Funkte  keine  Realität  zukommt, 
dafs  er  vielmehr,  ebenso  wie  der  mathematische  eine  blofse 
Abstraction  ist,  dafs  daher  alle  Betrachtungen,  die  der  Verf. 
in  der  Statik  anstellt,  sich  nicht  direct  auf  die  Wirklichkeit 
beziehen ,  und  folglich  in  dieser  Beziehung  von  der  rein 
mathematischen  Bewegungslehre  Nichts  voraus  haben.  Und 
dies  war  es  gerade,  was  ich  zeigen  wollte. 

Ich  will  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  die  Ansicht 
des  Verf.  vom  unendlich  Kleinen  knüpfen.  Der  Streit  über 
die  Nützlichkeit  und  Nothwendigkeit  des  Begriffes  des  unend- 
lich Kleinen  in  der  höheren  Analysis  ist  schon  zu  häufig 
besprochen,  als  dafs  ich  es  für  passend  halten  sollte,  hier 
Etwas  für  oder  gegen  die  Darstellung  des  Verf.,  der  sich 
überall  dieses  Begriffes  bedient,  zu  sagen.  Alle  geometrischen 
Lehren,  die  man  in  der  Einleitung  findet,  sind  schon  in  hin- 
länglich bekannten  Werken,  auch  ohne  Hülfe  des  unendlich 
Kleinen,  abgeleitet  worden,  auf  welche  ich  daher  nur  vervreisen 
darf;  über  die  mechanischen  Satze,  die  seltener  ohne  diese 
Beibülfe  dargestellt  worden  sind,  werde  ich  noch  gelegentlich 
Einiges  sagen.  Nur  die  Art,  wie  der  Verf.  hier  diesen  Be- 
griff in  die  Mathematik  einführen  will,  kann  ich  nicht  unbe- 
rührt lassen.  "Das  unendlich  Kleine,  sagt  er  {.12,  ist  eine 
„Gröfse,  die  kleiner  ist,  als  jede  gegebene  Grüfse  derselben 
„Art.  Man  wird  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Idee  des 
„unendlich  Kleinen  geführt,  wenn  man  die  auf  einander  fol- 
genden Aendcrungen  einer  Grüfse  betrachtet,  die  dem  Gesetze 
„der  Stäligkeit  unterworfen  ist.  So  z.  B.  wiiehst  die  Zeit 
„durch  Stufen,  die  kleiner  sind  als  jeder  angebbare  Zeitraum, 
„mag  dieser  auch  noch  so  klein  seyn.  Die  Räume,  welche 
„durch  die  verschiedeneu  Punkte  eines  Körpers  durchlaufen 

• 

Digitized  by  Google 


558 


.werden,  wachsen  ebenfalls  durch  unendlich  kleine  Zunah- 
men,  da  kein  Punkt  auf  andere  Weise  aus  einer  Lage  in 
,^die  andere  kommen  kann,  und  man  keiue,  wenn  auch  noch 
„so  kleine,  Distanz  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
„Lagen  angeben  kann.    Die  unendlich  kleinen  Grüften 
„sind  daher  in  der  Wirklichkeit  vorhanden  (ont 
donc  une  exislence  reelle)  und  nicht  ein  blofses  Hülfsmittel 
"(un  moyen  d'investigation),   das  die  Mathematiker  erdacht 
''haben."    Hätte  der  Verf.  blos  gesagt,  dafs  die  Idee  der  Con- 
tlnuität  auch  auf  die  Idee  des  unendlich  Kleinen  führe,  so 
liefse  sich  nichts  dagegen  erinnern.  Aber  das  unendlich  Kleine 
soll  auch  in  der  Wirklichkeit  vorhanden  seyn ,   und  warum  ? 
weil  Zeit  und  Raum  durch  unendlich  kleine  Stufen  wachsen. 
Fräst  man  aber,  sind  Zeit  und  Raum  Grüfsen,  welche  wach- 
sen? so  antwortet  der  Verf.  ({.112),  Zeit  und  Raum  wer- 
den nicht  erklärt  (on  ne  de'fiuit  ni  le  lemps  ni  Tespace).  Wir 
sind  gewohnt,    die  Begriffe  der   Zeit  und  des  Raumes  als 
Denkformen  anzusehen  ,  die  aufser  uns  keine  Realität  haben, 
womit  denn  der  Beweis  der  Realität  des  unendlich  Kleinen 
von  selbst  zerfällt. 

Ich  will  nun  in  der  Kürze  die  Grundlagen  der  rein  ma- 
thematischen Behandlung  der  Statik  andeuten,  indem  ich  noch 
später  die  Dynamik  berühren  werde;  es  versteht  sich  von 
selbst,  dafs  eine  ausführliche  Behandlung  hier  nicht  gegeben 
werden  kann,  die  ein  ganzes  Buch  erfordern  würde. 

1)  Die  Stelle,  in  welcher  sich  ein  Punkt,  eine  Linie, 
eine  Ebene  oder  ein  geometrischer  Körper  im  Räume  be- 
findet, nennt  man  den  Ort  derselben.  Bleiben  sie  an  dem- 
selben Orte,  so  sagt  man,  sie  sind  in  Ruhe,  verändern  sie 
ihren  Ort,  so  sagt  man,  sie  sind  in  Bewegung. 

2)  Man  denke  sich,  ein  Punkt  sey  auf  einer  Linie  in 
Bewegung,  die  Linie  selbst  sey  auf  einer  Ebene  in  Bewe- 
gung, so  nimmt  der  Punkt  auch  an  dieser  zweiten  Bewe- 
gung Antheil,  und  man  sagt  alsdann,  er  habe  zwei  Be- 
wegungen; ist  die  Ebene  ebenfalls  in  Bewegung,  so 
nimmt  der  Punkt  auch  an  dieser  dritten  Bewegung  Antlieil, 
und  man  sagt  alsdann,  er  habe  drei  Bewegungen 
u.  s.  w. 

3)  Ist  ein  Punkt,  der  mehrere  Bewegungen  hat,  in  Ruhe, 
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jagt  man,  er  scy  im  Gleichgewichte.  Ebenso  sagt 
man  von  einer  Linie,  einer  Ebene,  einem  Korper,  sie  seyen 
im  Gleichgewichte,  wenn  sie  in  Ruhe  bleiben,  während 
alle  oder  einige  Punkte  derselben  verschiedene  Bewegungen 
haben. 

4)  Wenn  ein  stetig  bewegter  Punkt  in  gleichen  Zeiten 
gleiche  Räume  durchlauft,  so  sagt  man,  seine  Bewegung  sey 
gleichförmig. 

5)  Hat  ein  Punkt  zwei  gleiche,  aber  der  Richtung  nach 
gerade  entgegengesetzte  Bewegungen,  so  heben  sich  diese 
Bewegungen  auf  und  der  Punkt  bleibt  in  Ruhe,  hat  er 
zwei  ungleiche,  aber  gerade  entgegengesetzte  gleichförmige 
Bewegungen,  so  bewegt  er  sich  nach  der  Richtung  der 
grofsereu,  und  durchlauft  in  jeder  Zeiteinheit  einen  Raum, 
der  dem  Unterschiede  der  Räume  gleich  ist,  die  er,  ver- 
möge einer  jeden  dieser  zwei  Bewegungen,  durchlaufen 
würde.  Hat  er  zwei  gleichförmige  Bewegungen  nach  der- 
selben Richtung,  so  durchlauft  er  iu  jeder  Zeiteinheit  einen 
Raum,  welcher  der  Summe  der  Räume  gleich  ist,  die  er  ver- 
möge einer  jeden  dieser  zwei  Bewegungen  durchlaufen  würde. 

6)  Ein  Punkt  bewege  sich  gleichförmig  auf  der  Linie 
AB  (Fig.  86),  so  dals  er  in  der  Zeiteinheit  von  A  nach  B 
fortrückt,  während  dieser  Zeit  bewege  sich  die  Linie  AB 
parallel  mit  sich  selbst,  so  dals  jeder  Punkt  derselben  gleich- 
förmig einen  Raum  =  AC  durchlauft  und  sie  am  Ende 
dieser  Zeit  in  die  Lage  CD  gekommen  ist,  so  hat  der  Punkt 
A  die  zwei  Bewegungen  AB  und  AC  und  er  wird,  ver- 
möge derselben,  während  der  Zeiteinheit,  die  Diagonale 
AD  des  Parallelogramms  ABCD  gleichförmig  durchlaufen. 

Denn  da  der  Punkt  A  am  Ende  der  Zeiteinheit  in  B 
und  der  Punkt  B  am  Ende  dieser  Zeit  in  D  ist,  so  wird 
auch  der  Punkt  A  am  Ende  der  Zeiteinheit  in  D  seyn.  Man 
nehme  nun  an,  es  habe  der  Punkt  A  im  n  ten  Theile  der 
Zeiteinheit  den  Raum  AE  auf  der  Linie  AB  durchlaufen, 
so  wird  auch,  wenn  während  dieser  Zeit  die  Linie  AB  in 
die  Lage  FC  gekommen  ist,  AF  der  n  te  Theil  von  AC  seyn. 

Folglich  ist 

AE       AF   AE 

4ß  —  sie  ~~  Clf 
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Zieht  man  aber  die  Diagonale  AD,  welche  die  Linie 
JFG  im  Punkte  K  schneidet,  so  hat  man 

AF  _  FK 
AC  -~  CD' 

folglich  ist  FK  =  JE,  und  der  Punkt  A  befindet  sich  daher 
am  Ende  jedes  A/ten  Theils  der  Zeiteinheit  in  einem  Punkle 
K  der  Diagonale  AD.    Da  ferner 

AK  _ 

so  folgt  hieraus,  dafs  der  Punkt  A  die  Diagonale  AD  gleich- 
förmig durchlauft. 

Es  ist  hiernach  einerlei,  ob  man  sagt,  der  Punkt  A  habe 
die  zwei  Bewegungen  AB  und  AC,  oder  ob  man  sagt,  er 
habe  die  Bewegung  AD.  Dies  drückt  man  auch  so  aus,  dafs 
man  sagt:  die  Bewegung  AD  kann  in  die  Bewegungen  AB 
und  AC  zerlegt  werden,  und  die  Bewegungen  AB  und  AC 
können  in  die  Bewegung  ylD  zusammengesetzt  werden. 
Die  Bewegung  AD nennt  man  die  Mittelbe  wegung  der 
Bewegungen  AB  und  AC 

Der  vorstehende  Satz  von  der  Zusammensetzung  zweier 
Bewegungen,  den  wir  liier  ohne  allen  Aufwand  von  Calcul 
bewiesen  haben,  entspricht  dem  Satze  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte,  und  es  lassen  sich  aus  demselben  alle  Sätze  der 
mathematischen  Bewegungslehre  ableiten,  die  denjenigen  ana- 
log sind,  welche  Poisson  in  den  drei  ersten  Kapiteln  gefunden 
hat,  und  zwar  ganz  auf  dieselbe  Weise,  wenn  man  nur  über- 
all statt  der  Kräfte  die  Bewegungen  betrachtet. 

II. 

Der  Begriff  des  Schwerpunktes,  wie  ihn  der  Verf. 
in  {.63  giebt,  beruht  auf  der  Eigenschaft  der  Schwere, 
welche  allen  auf  der  Erde  befindlichen  Körpern  zukommt. 
Es  versteht  sich  daher ,  dafs  dieser  Begriff  in  der  rein  mathe- 
matischen Bewegungslehre  nicht  vorkommen  kann.  Indessen 
ist  es  auch  nicht  schwer,  den  Schwerpunkt  ohne  Beihülfe 
einer  physikalischen  Eigenschaft  zu  definieren.  Man  kann 
nemlich  einen,  dem  in  §.  56  abgeleiteten  Salze  vom  .Mittel- 
punkte der  parallelen  Kräfte^  ganz  analogen  Satz  beweisen, 


Digitized  by  Googl 


561 

welcher  folgendermafsen  laulet.  Verschiedene  auf  veränder- 
liche Weise  nüt  einander  verbundene  Funkte  haben  beliebige 
gleichförmige  und  parallele  Bewegungen.  Die  Räume,  welche 
diese  Punkte  einzeln,  vermöge  dieser  Bewegungen,  in  der 
Zeileinheit  durchlaufen  würden,  seyen  bezüglich  P,  P\ 
ihre  Summe  R,  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte 
seyen  bezüglich  x,  y,  z,  x'  y\  z>  x",  y\  z"...,  so  kann 
man  immer  einen  Punkt  angeben ,  dessen  Coordinaten  #j ,  yu 
zx  so  beschaffen  sind,  dafs 

Rxx  =  Px  +  P'x'  +  P"x"...  \ 
Ryx  =  Py  +  Pfyf  +  P"y"...  (  (1) 
Rzx  =  Pz  +  P'z'  +  P'z'...  ) 
ist;  diesen  Punkt  nennt  man  den  Mittelpunkt  der  pa- 
rallelen Bewegungen.    Der  Beweis  kann  ganz  wie  bei 
Poisson  geführt  werden.    Haben  alle  Punkte  einer  Raum- 
grüfse  gleichförmige  Bewegungen  nach  parallelen  Richtun- 
gen, so  läfst  sich  daher  immer  ein  Punkt  angeben,  der  der 
Mittelpunkt  der  parallelen  Bewegungen  ist;    diesen  Punkt 
nennt  man  den  Schwerpunkt. 

Man  denke  sich,  es  sey  eine  Linie,  deren  Länge  s  ist, 
in  mehrere  Theile  dt,  a,  a"...  getheill,  seyen  x,  y,  z,  x', 
y',  z',  x"9y'r,  bezüglich  die  Coordinaten  der  Schwer- 

punkte dieser  Theile  und  xx,  yXj  zx  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  von  s,  ferner  bezeichne  p,  p',  bezüglich 
die  Summe  der  Räume,  welche  die  in  a,  a',  a"...  enthalte-  . 
nen  Punkte,  vermöge  ihrer  parallelen  Bewegungen,  gleich- 
förmig durchlaufen,  und  sey  P  =  p  +  p  +  80  ist 
nach  den  Formeln  (1) 

Pxx  =  px  +  p  x  +  pwS  ... 

Pyi  =  pr  +  pY  +  p 

Pzx  =  pz  -f-  p  Z    f/)  Ü 

Nimmt  man  nun  an,  dafs  p,p',p"...  bezüglich  a,  a',a"... 
proportional  sind,  so  hat  man  auch 

a  x  e-j-  a  *  \ 
syx  =  ay  +  ay   +  a"y"...     V    '  (2) 
szi  =  az  -f-  a'z'  -|-  a"z'\..  ) 
Setzt  man  statt  der  Theüe  «,       a"...  der  Linie  /  die 
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Theüc  vy  v\  v"...  des  Volumens  J7,  indem  man  die  übrigen 
Bezeichnungen  beibehält,  so  hat  man  ebenso 

Vxx  —  P *  +  P  x   +  v"x" ...  \ 

Vy\  =  vy  +  *y  +  £  (3) 

=  V5  -j-  +  i>"z"  ...  ) 

und  wenn  man  iV  eine  Oberfläche,  w,  /z"...  ihre  Tlieile 
nennt,  so  hat  man,  mit  Beibehaltung  der  übrigen  Bezeich- 
nungen, 

AT  I  9     '      I  "  -» 

Ajcj  =  /zjc      n  x  -\-  n  x  ...  J 
ATy,  =  ny  +  nY  +  n"y"...    [  (4) 
JNzx  =z  nz  -f-  n'z'       n" z" ...  ) 
Man  findet  nun,  ohne  Hülfe  des  unendlich  Kleinen,  den 
Schwerpunkt  einer  Linie,  Oberfläche  und  eines  Volumens  auf 
folgende  Weise.   Ich  mufs  voraussetzen ,  dafs  im  Allgemeinen 
die  Lagrange'sche  Behandlung  der  Differentialrechnung  bekannt 
ist,  und  werde  mich,  der  Kürze  halber,  der  Bezeichnungen 
des  Verf.  bedienen. 

Sey  8  der  gegebene  Bogen  einer  krummen  Linie,  Xj  ,  yXl 
zx  die  Coordinaten  seines  Schwerpunktes,  so  hat  man,  nach 
Formel  (2), 

bx%  zzz  ax  -f-  a  x  -\-  a  x  ...9 

läfst  man  s  und  A*  wachsen,  wodurch  xx  in  xx  -f-  A*i 
übergeht,  so  hat  man 

+  A«)  (#i  +  A#i)  =  ax  +  a'x'  -f  a"x"...  +  A* .r, 
oder  s  .  A*i  +  *\  .  A*  +  A«  .  A*i  =  A*  .  r, 
wenn  man  r  die  Coordinate  des  Schwerpunktes  von  A*,  nach 
der  Axe  der  x,  nennt,  da  aber  x  die  Coordinate  des  End- 
punktes M  des  Bogens  *  ist  (vgl.  f.  69) ,  so  ist  r  nolhwendig 
zwischen  x  und  der  Coordinate  des  Endpunktes  von  A*>  d.  h. 
zwischen  x  und  x  +  &x  enthalten, 

also  ist         *.A*i+*i.As  +  A*.A*i>*-A* 

<  (x  -f-  A*)  A*, 

entwickelt  man  die  Differenzen  nach  Differentialreihen,  so 
müssen  die  ersten  Differentiale  einander  gleich  seyn,  folglich  ist 

sdxx  -f.  xx  ds  =  xds 
llDd  sxx  =z  fxds; 

ist  der  Bogen  s,  zwischen  den  Gränzen  s°  und  sx  genommen, 
gleich  /,  so  hat  man 
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Auf  ähnliche  Weise  findet  man   den  Werth  von  lyx 
und  Izi . 

Das  Differential  einer  Oberfläche  ist  dxdy  y/~  1  -j-^2_j_^2 
(vgl.  {.  75).  Soll  nun  der  Schwerpuukt  einer  Oberfläche  N 
gefunden  werden,  so  Seyen  dessen  Coordinaten  xx,  yly  gJu 
Alsdann  hat  man,  nach  Formel  (4), 

Nxt  =:  nx  +  «V  +  n"x"... 
wächst  TNT  um         ,  also  Xi  um  A*i>  so  hat  man 
( A7  -f.  AN)  (xx  +  A*i)  =  n  x  +  n  'x '  +  n  "x ". . .  -f  A N.  r 
oder      AN.*i  +  iV.A*i  +  AAT-A*i  =  AN.r, 
wenn  r  die  nach  der  Axe  der  x  genommene  Coordinate  des 
Schwerpunktes  von  AN  bedeutet ,  nun  ist  r  >>  x 

<*  +  Ax 

also  dN.Xi  +  Ndxx  =  dN.x 

uud     N.xx  •=.  fxdN  =  fx.dx.dy\f  l+p2+?2. 

Dieselbe  Betrachtung  wiederholt  sich,  wenu  jnan  den 
Schwerpunkt  eines  Volumens  sucht,  sobald  man  als  bekannt 
voraussetzt,  dafs  das  Differential  des  Volumens  z=  dx  dy  dz 
ist,  weswegen  ich  die  genauere  Entwickelung  übergehe. 

III. 

In  der  ersten  Ausgabe  dieses  Werkes  sagt  der  Verf.  f.  193, 
zur  Begründung  der  Mechanik  Seyen  zwei  Hypothesen  erfor- 
derlich ,  die  Trägheit  der  Materie  und  das  Gesetz  der  Propor- 
tionalitat der  Geschwindigkeiten  und  der  Kräfte;  er  bemerkt 
dort,  dafs  in  dieser  Rücksicht  die  Theorie  der  Bewegung  we- 
niger abgeschlossen  sey,  als  die  des  Gleichgewichtes,  indem 
letztere  von  gar  keiner  Voraussetzung  abhängig  sey,  was  freilich 
wie  ich  mich  früher  zu  zeigen  bemüht  habe,  bei  der  Behand- 
lung des  Verf.  nicht  ganz  richtig  ist.  In  der  zweiten  Ausgabe 
läfet  er  nur  den  Satz  von  der  Trägheit  der  Materie  als  einen 
Erfahrungssatz  gellen,  die  Proportionalität  der  Geschwindigkei- 
ten und  Kräfte  will  er  dagegen  in  {.116  beweisen.  Es  scheint 
mir  aber  erstens,  dafs  dieser  Beweis  durchaus  unverständlich 
ist,  und  zweitens,  dafs  sich  der  Satz  überhaupt  nicht  a  priori 
beweisen  läfst.    Ich  mufs  noch  zuvor  bemerken,  dafs  Poisson 
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hier  unter  Geschwindigkeit ,  wie  gewöhnlich,  den  Raum  ver- 
steht, den  der  Körper  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  müfste, 
wenn  seine  Bewegung  in  einem  bestimmten  Zeitmomente  gleich- 
förmig würde.  Früher  }.  112  bemerkt  er  aber,  dafs  dies  nur 
das  Maafs  der  Geschwindigkeit  sey,  die  eigentliche  Geschwin- 
digkeit eines  Punktes  sey  ein  Ding,  das  sich  in  dem  Punkte 
befindet  (qui  re'side  dans  ce  point),  von  dem  er  getrieben 
wird,  das  ihn  von  einem  ruhenden  Punkte  unterscheidet  und 
keiner  anderen  Erklärung  fähig  ist  (qui  n'est  pas  susceptible 
d'une  autre  de'finition).  Es  ist  aber  nicht  wohl  einzusehen^ 
zu  welchem  Zwecke  der  Verf.  den  Körper  von  diesem  Etwas, 
das  nicht  einmal  weiter  erklärt  werden  kann,  treiben  läfst. 
Nimmt  man  einmal  an,  dafs  eine  Kraft  den  Körper,  auf  eine 
uns  unbekannte  Weise,  in  Bewegung  setzt,  wozu  soll  sich 
noch  in  dem  Körper  selbst  etwas,  was  ihn  treibt,  befinden, 
da  doch  der  Verf.  selbst  am  Ende  des  §.  113  sagt,  dafs  jeder 
materielle  Punkt  in  der  Wirkung  anderer  materieller  Punkte, 
nie  aber  in  sich  selbst  das  Princip  seiner  Bewegung  findet? 
Was  nun  den  erwähnten  Beweis  der  Proportionalität  der  Ge- 
schwindigkeiten und  Kräfte  betrifft,  so  ist  sein  Wesentliches 
in  Folgendem  enthalten.  Ein  materieller  Punkt  hat  am  Ende 
der  Zeit  t  den  Raum  x  durchlaufen  und  die  Geschwindigkeit  v 
erlangt.  In  diesem  Zeitmomente  wirken  zwei  gegebene  Kräfte 
J  und  f  gleichzeitig  auf  den  Körper  nach  der  Richtung  seiner 
Bewegung,  so  dafs  diese  Kräfte  dem  Punkte  bezüglich  die 
unendlich  kleinen  Geschwindigkeiten  u  und  u  mittheilen  wür- 
den, wenn  jeder  allein  während  der  unendlich  kleinen  Zeit  t 
wirkte,  so  werden  die  vereinten  Kräfte  f  -\-  f  die  Geschwin- 
digkeit u  u  hervorbringen ,  so  dafs  der  Punkt  am  Ende 
der  Zeit  t  +  %  die  Geschwindigkeit  v  -f-  u  -|-  u  hat.  "Denn" 
sagt  der  Verf.,  "die  Zunahme  der  Geschwindigkeit  kann  nur 
„von  seiner  Lage  und  seiner  Geschwindigkeit,  die  er  während 
„der  Zeit  %  hat,  abhängen,  es  müfste  also  die  Kraft  J'  auf 
„diese  beiden  Stücke  Einflufs  haben,  wenn  sie  die  Geschwin- 
digkeit, welche  die  Kraft  j  hervorbringt,  modifizieren  sollte. 
„Da  sich  aber  während  der  Zeit  %  der  Abstand  des  Körpers 
„von  einem  festen  Punkte  und  seine  Geschwindigkeit  nur  um 
„unendlich  Kleines  ändern  kann,  was  man  im  Verhältnisse 
„zu  X  und  v  vernachlässigen  kann  und  die  Aenderungen  des 


Digitized  by  Googl 


505 

„Abstandes  dieses  Punktes  von  anderen  festen  oder  beweg- 
lichen Punkten,  von  welchen  die  Kräfte  j  und  f  ausgehen 
„können,  ebenfalls  vernachlässigt  werden  dürfen,  so  kann  die 
„Geschwindigkeit,  welche  die  Kraft  /  während  der  Zeit  % 
„hervorbringt,  auf  keine  Weise  durch  die  gleichzeitige  Wir- 
„kung  der  Kraft  }  modificiert  werden,  und  ebenso  ist  es  in 
„Beziehung  auf  die  von  der  Kraft  f  herrührende  Geschwin- 
digkeit, die  nicht  durch  die  Wirkung  von  /  modificiert  wer- 
„den  kann."  Es  ist  aber  gar  nicht  einzusehen,  wie  aus  dem 
Umstände,  dafs  die  unendlich  kleinen  Veränderungen,  welcl.e 
die  Kräfte  f  und  f  einzeln  hervorbringen,  gegen  endliche 
Gröfsen  vernachlässigt  werden  können,  folgen  sollte,  dafs  sie 
ihre  wechselseitigen  Wirkungen  nicht  modificieren  können; 
wenn  z.  B.  die  Kraft  /  die  Geschwindigkeit  u  +  u  +  /» 

hervorbringen  würde,  wo  /lv  ebenfalls  eine  unendlich  kleine 
Zeit  wäre,  würde  diese  Geschwindigkeit  nicht  dennoch  im 
Verhältnisse  zu  v  verschwinden?  Der  Grund  aber,  weswegen 
es  überhaupt  unmöglich  ist,  diese  Proportionalität  der  Kräfte 
und  Geschwindigkeiten   a  priori  zu   beweisen,  scheint  mir 
Poisson  selbst   in  der  ersten  Ausgabe   schon   genügend  an- 
gedeutet zu   haben.      Die  Vergleichung  der  Intensität  der 
Kräfte  steht  neinlich  mit  den  Begriffen  der  Geschwindigkeit, 
die  eine  Kraft  hervorbringt,  in  gar  keiner  Verbindung.  Eiue 
Kraft  hat  z.  B.  die  doppelte  Intensität  einer  anderen ,  wenn 
sie  aus  der  Vereinigung  zweier  anderer  entstanden  ist,  die 
sich,   wenn  ihre  Richtungen  einander  gerade  entgegengesetzt 
wären,  aufheben  würden.    Hieraus  folgt  aber  gar  nicht,  dafs 
diese  Kraft  bei  gleichförmiger  Geschwindigkeit  den  bewegten 
Punkt  durch  einen  doppelt  so  grofsen  Raum  führen  wird,  als 
die  einfache,  sondern  es  wäre  jedes  andere  Verhältnils  zwi- 
schen Kraft  und  Geschwindigkeit  eben  so  gut  denkbar.  Die 
Geschwindigkeit  steht  allerdings  mit  der  Intensität  der  Kraft 
in  einem  gewissen  Zusammenhange,  von  welcher  Art  aber 
dieser  Zusammenhang  sey,  d.  h.  welche  Function  der  Zahl, 
die  die  Intensität  der  Kraft  angiebt,  die  Geschwindigkeit  sey, 
läfst  sich  a  priori  gar  nicht  bestimmen,  da  wir  die  Natur 
der  Kräfte  gar  nicht  kennen,  und  mufs  durch  die  Erfahrung 
ermittelt  oder  durch  eiue  Hypothese  bestimmt  werden. 

Bei  einer  rein  mathematischen  Behandlung  der  Mechanik 
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kommen  solche  Schwierigkeiten  gar  nicht  vor,  da  sie  weder 
Materie  noch  Kräfte  in  den  Kreis  ihrer  Betrachtungen  zieht. 
Sie  beruht  auf  folgenden  Grundsätzen: 

1)  Bei  der  gleichförmigen  Bewegung  (s.  Zus.  I.)  ist  der 
Weg,  den  ein  Punkt  durchlauft,  der  Zeit,  die  wälireud 
seiner  Bewegung  verfliefst,  proportional.  Die  Geschwin- 
digkeit eines  gleichförmig  bewegten  Punktes  nennt  man 
den  Raum,  den  er  in  der  Zeiteinheit  durchlauft.  Ist  daher 
die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  zz:  c ,  und  t  die  Zeit, 
die  wahrend  der  Beschreibung  des  Raumes  s  veriliefst,  so 
hat  man 

s  =  et* 

2)  Sind  die  Räume,  welche  ein  stätig  bewegter  Piiukt 
in  gleichen  Zeiten  durchlauft,  ungleich,  so  sagt  man,  seine 
Bewegung  sey  veränderlich. 

3)  Die  Geschwindigkeit  eines  veränderlich  beweg- 
ten Punktes  in  einem  bestimmten  Augenblicke  nennt  mau 
den  Raum,  den  er  in  der  Zeiteinheit  durchlaufen  würde, 
wenn  er  von  diesem  Augenblicke  an  mit  der  Bewegung,  die 
er  hat,  sich  gleichförmig  fortbewegte.  Sey  x  der  Raum, 
den  der  Punkt  am  Ende  der  Zeit  t  durchlaufen  hat,  und  v 
seine  Geschwindigkeit  in  diesem  Augenblicke.  Wächst  / 
um  ,  so  wächst  x  um  A*  und  V  um  Af .  Da  nun  die 
Geschwindigkeit  während  der  Zeit  A*  fortwährend  wachst 
und  am  Anfange  dieser  Zeit  =  v,  am  Ende  derselben 
=  V  +  A  P  ist ,  so  hat  man 

A*<  (^  +  Av)A/  =  vAt  +  Av.At, 

folglich,  wenn  man  A#,  A*,  A*  nach  DilTerentialreihen 
entwickelt, 

dx  =  vdt 

i  dx 
und  t>  zzz   

dt* 

4)  Eine  gleichförmig  veränderliche  Bewegung 
nennt  man  diejenige,  bei  welcher  die  Geschwindigkeit  in 
gleichen  Zeiten  um  gleich  viel  zunimmt.  Die  Bewegung 
eines  Punktes,  der  am  Ende  der  Zeit  t  die  Geschwindig- 
keit p  erreicht  hat,  8ey  so  beschallen,  dals  diese  Geschwin- 
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digkeit,  wenn  er  nun  mit  gleichförmig  veränderter  Bewe- 
gung fortrücken  würde,  in  der  nächsten  Zeiteinheit  um  rp 
zunehmen  würde,  geht  t  in  t -\-  At  über,  so  geht  v  in 
i> -j-  t±v  über,  und  die  Geschwindigkeit  v  4~  A  v  würde, 
wenn  der  Punkt  am  Ende  der  Zeit  t  -f-  A  t  "üt  gleich- 
förmig veränderter  Bewegung  fortgehen  würde,  in  der 
nächsten  Zeiteinheit  um  (p  -J-  A  <p  zunehmen.    Daher  ist 

A^>  <pAt 

<  (<p  +  Äff)  At, 

oder,  wenn  man  Av,  A^>  A*  dujch  DifFerentialreihen 
ausdrückt , 

dp  =  (pdt 
dp 

*  =  Tt' 

Diesen  Werth  <p  nennt  man  die  beschleunigende 
Kraft  (wobei  aber  an  keine  physische  Kraft  gedacht  wer- 
den darf). 

Auf  diesen  Sätzen  beruht  die  ganze  Mechanik  eines  be- 
wegten Punktes.  Um  die  Mechanik  eines  bewegten  Körpers 
behandeln  zu  können,  müfste  man  noch  den  Begriff  der 
Masse  auf  rein  mathematischem  Wege  erörtern,  was  eben- 
falls angelit,  hier  aber  zu  weit  führen  würde.  Ich  begnüge 
mich,  zum  Schlüsse  zu  bemerken,  dafs  Lehmann  in  seiner 
Schrift  "Anfangsgründe  der  h  ö  here  n  Median  ik"  sehr 
gute  Vorarbeiten  zu  einer  Darstellung  der  mathematischen 
Bewegungslehre  geliefert  hat. 
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